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Tersuch  einer  Theorie  der  bomogrenen 

Funktionen  des  dritten  Orades  mit 

zwei  Tarlalieln^ 

Vor 

dem  Herrn  Doctor  F.  Arndt 

Lehrer  ao  dem  Gymaaelam  so  Straleand. 


Die  wissenschaftiicbe  Thtfofle  def  Mnftreil  4iiadr«ttisch«n  t*or- 
men  verdaDben  wir  Gauss.  In  RGcksicbt  auf  Allgemeinheit»  Ein- 
fachheit und  Reichhaltigkeit  ihfes  Inhalts  gehört  sie  unstreitig  ztt 
den  schönsten  Arbeiten  dieses  grossen  Mathematikers.  Ausserdem 
enthält  der  fünfte  Abschnitt  der  DIsquisItiones  Arithmeticae 
den  Anfang  eu  einer  Theorie  det  ternären  Formen  des  zweiten 
Grades»  ourch  deren  Untersuchung  Gauss  nui'  dabin  gelangen 
ivoUte,  der  Theorie  de#  binären  quadratischen  Formen  eine  gros- 
sere Vollständigkeit  zu  Terschaffen.  Die  Betrachtung  der  Formen 
von  hohem  Graden  und  mit  mehreren  Variabein  bat  Gauss  nicht 
zum  Gegenstand  seiner  Untersuchungen  gemacht»  wiewobi  er 
dieses  weite  Feld  der  Aufmerksamkeit  der  Geometer  angelegent- 
lichst empfiehlt  Seitdem  Ist  nun  zwar  die  Theorie  der  ternären  qua« 
dratischen  Formen»  namentlich  von  DIrichlet  nni  Eisenstein, 
welter  geifibrt  worden»  aber  über  die  binären  kubischen  For^ 
men  ist  meines  "Wissens  bis  jetzt  nichts  terOffendicht  worden. 
Die  folgenden  Blätter  sind  der  Untersuchung  diesef  Formen  ge- 
widmet; was  hier  darüber  gesagt  wird»  ist  aber  nur  als  der  Anfang 
zu  eibem  grosseren  Werke  Ober  diesen  Gegenstasd  zif  betrachten. 

1.  Die  homogene  Funktion  cles  dritten  Grades  mit  zwei  Ya,' 
riabeXn  f=saa^  +  Zba:^u  +  icay*  +  d^*  heisst  eine  binäre  Form 
des  dritten  Grades»  indem,  a^  b,  c»  d  gegebene  ganze  ^positive 
oder  negative )  Zahlen»  x  und  «unbestimmte  Grossen  bedeuten, 
denen  man  jedoch  nur  ganze  Werthe  beilegt.    Den  Coefficienten 
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des  zweiten  and  dritten  Gliedes  faaben  wir  grosserer  Einfachheit 
we^en  den  Faktor  3  gegeben;  sind  diese  CoefGeienten  nicht  durch 
3  theilbar,  so  hat  man  nur  die  gegebene  Form  mit  3  zu  multipli- 
ciren,  und  die  resultirende  Form  statt  der  ursprfinglichen  in  Be- 
tracht zu  ziehen.  In  den  Fällen,  wo  keine  Zweideutigkeit  entste- 
hen kann,  oder  wo  es  auf  die  Unbestimmten  x,  y  nicht  besonders 
ankommt,  werden  wir  die  Form  f  kurz  mit  (a,  6,  c,  d)  be- 
zeichnen. 


2.  Eine  ganze  Zahl  M  wird  durch  die  kubische  Form  f:=.ax^ 
)x^ 4* 3c:rv^ -f  dy^  dargestellt,  wenn  der  Werth  der  Form 
}  wird ,  indem  man  statt  x ,  y  bestimmte  ganze  Zahlen  setzt. 


Jede  kubische  Form  kann  ohne  Unterschied  positive,  oder 
negative  Zahlen  darstellen.  Denn  wenn  f  för  ;r=a,  y=y  den 
Werth  M  erlangt,  so  erhfilt  diese  Form  für  «= — a,  «= — y  of- 
fenbar den  Werth  —  M.  Nicht  Terhftlt  es  sich  so  mit  aen  Unären 
quadratischen  Formen. 

3.  Wenn  die  Formen /'=aj:'+3teV+3c:ry*+%^;  /'=aV 
\Zh'a^\'^da/y[^\d*yf^  so  beschaffen  sind,  dass  f'^if  durch 
die  lineare  »Substitution  x^zax'  +  ßy',  y^zyx'-^-öu'y  oder,  um  uns 
kürzer  auszudrucken,  durch  die  Substitution  a,  ß,  y*  ^  übergeht, 
wo  a,  j3,  y,  d  ganze  Zahlen  vorstellen,  so  sagt  man,  die  FW>rm 
f  sei  unter  der  Form  /  enthalten,  oder  auch,/*  werde 
von  f  eingeschlossen.  Dieser  Bedingung  sind  folgende  Re- 
lationen zwischen  den  Coefficienten  beider  Formen  genau  gleich- 
geltend : 

a'  =  aa^  +  Zba^  +  3ccy«  +  dy», 

6'=aa«i5  +  *«(«^+2iJy)+cf(ftf+2oa)  +  iiy^, 
cr'rr  aaß^  +  bß^y+'laS) + diaö  +  2ßy)  +  rfyd«, 
d'=:aß^  +  3bß^  +  ZcßS^+ddK 

4.  Wenn  die  Form  f  unter  /enthalten  ist,  so  ist  jede  durch 
die  erste  Form  darstellbare  Zahl  aoch  durch  die  zweite  darsteil- 
Imr.  Wenn  nämlich  f  den  Werth  üf  erlangt,  inddm  man  den 
Variabein  x*,  y*  resp.  die  besondern  Werthe  Pf  q  beilegt,  und 
wenn  f  in  f*  durch  die  Substitution  x=^ttxf  •\- ßy*^  y^^yal'+Syf 
tibergent,  so.  ist  ersichtlich,  dass  /  durch  die  Substitution 
xszap+ßg,  y=yp+da  In  a'p^ +3b'p*g-^3c'ffg*+dYvthembt, 
d.  h.  den  Werth ^  erlangt,  indem  man  den^ariaMln  x,  y  mese 
eben  genannten  besondern  Werthe  ertheilt. 

Giebt  es  mehrere  ^  Darstellungen  der  Zahl  M  durch  die 
Form  f,  so  entsoricht  Jeder  derselben  auch  eine  bestimmte  Dar* 
Stellung  dieser  Zahl  ourch  die  Form  /*.  Sind  nun  x' =s  p, 
'=^;  x*^^p\  y*^=^q'  zwei  verschiedene  Darstellungen,  so  werden 
ie  entsprechenden  x=an-{-ßg,  y=yp  +  Sg;  x=:ctp'+  ßg*, 
z=:yp'-i-og'  ebenfalls  verscniedene  sein,  wenn  nicht  ad  —  ßy  =  0 
st,  wie  leicht  erhellt.  Mit  Ausnahme  dieses  Falls  giebt  es  also 
mindestens  eben  so  viele  verschiedene  Darstellungen  einer  Zahl 
M  durch  die  Form  /,  als  es  rerschiedene  DarsteTldngen  von  M 
durch  die  unter  f  enthaltene  Form  f  giebt. 
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,  Eodtieh  erhellt  aus  den  Gleichungen  in  3.,  da^s  da3  grf»s6te 
geikieindehaniiehe  Maass  von  a,  6(36),  d^),  d  in  dem  gruäisten  ge- 
meinachaftlicben  Maaj$8  von  o',  6^(360»  C^)  d'  aufgeht,  wenn 
/*  initer/' enthalten  ist 

5w  Die  Subfttitotion  a,  /)«  y,  4,  durch  welche  sieh  f  Xn  f 
verwandelt»  heisse  eigentlich»  oder  utfeigentlich,  jenachdem 
die  CrSsse  «I— /3y»  welche  wir  darch  e  beaeichnen  wollen»  po* 
eitiv  oder  ne^tiv  ist;  und  die  Form  f  schliesst  f  eigentlich, 
oder  unelgenthch  ein,'  jenachdem  f  aus  /*  mittelst  einer  eigent- 
licheo  oder  uneigentlichen  Sobstitation  erhalten  wird. 

Diese  Distinktion,  welche  zuerst  von  Gauss  über  die  qua- 
dratischen Formen  aufgestellt  worden,  hat  auch  in  der  Theorie  der 
kubischen  Formen,  wie  wir  sehen  vi^erden,  wesentliche  Bedeutung. 

6.  Wenn  f  die  Form  A  f  die  Form  f^  einschliesst »  so 
BcUiesst  auch  f  die  Form  f"  ein,  und  awar  eigentlich  oder  nn- 
eic^etttlich,  jeliachdem  die  beiden  ersten  Eilischlieasungen  einander 
äkolich  oder  nn&hnlich  sind. 

Verwandelt  sich  nSmIich  f  \n  f  durch  die  Substitution  er,  /3, 
f,  Ä;  f  \n  f  durch  die  Substitution  a',  ß\  /,  ^',  so  ist  ersicht- 
ilcli,  dass  f  \t  f  durch  die  Substitution 

««'  +  ^/,  «/»'+/8ä',  r«'  +  V.  7/5^+  M' 
fibergeht,  nnd  die  Grosse 

ist  positiv,  oder  n^^tiv,  jenachdem  die  Factoren  ad-^ßy,  a'8' — jSy 
gleiche  oder  verschiedene  Zeichen  habend 

Hieraus  folgt  weiter.  Sind  /;  f,  f*',  f^,  etc.  beliebig  viele 
imbiselie  Formen ,  von  denen  jede  die  folgende  einschliesst,  so 
scUiesst  die  erste  die  letzte  ein,  und  zwar  eigenrlich  oder  un- 
eigentlich, jenachdem  die  Menge  der  ihre  folgende  uneigentlich 
einschliessenden  Formen  gerade  oder  ungerade  ist. 

7«  Die  Formen  f,  f  heissen  Squivalent,  wenn  föde  der- 
selben die  andere  einschliesst  In  diesem  Falle  sind  die  grCss-' 
len  eeroeinschafttichen  Maasse  von  a,  6(36),  c(3e),  d  und  von 
af,  6i360»  C(ßc^9  d*  einander  gleich,  indem  jedes  derselben  In 
dem  andern  aufgehen  muss.  Ferner  folgt,  dass  aequivalente  For- 
men dieselben  Zahlen  darstellen,  und  aass  eine  Zahl  durch  eine 
der  Formen  auf  gerade  eben  so  viele  verschiedene  Arten  darge- 
stellt werden  kann,  wie  durch  die  andere. 

Geht  /in  f  durch  die^  Substitution  a,'/3,  y,  d  (iber,  wo 
od — ßy=^ey  so  geht  durch  die  Substitution  8,  — ß,  — y,  «,  f*  of- 
fenbar in  dieselbe  Form  tfber,  in  welche  sich  /*  durch' die  Substi- 
tution «,  0,  0,  e  venvandelt  (6.),  also  in  die  Form  ae^,  be^,  ce^, 
de*).  Wenn  mithin jb  ==  4- 1  ist,  so  geht  /'  in  f  durch  die  Sub- 
stitution j:d,  ^ßf  =|Py,  :i:a  über,  die  obern  oder  untern  Zeichen 
genommen ,  jenachdem  e  positiv  oder  negativ  Ist. 
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Hieraa«  ersieht  man ,  dass  sich  immer  unendlich  viele  Formen 
f*  finden  lassen»  welche  einer  eegehenen  Form  f  aeqnivalent  sind. 
Denn  transfonnirt  man  /  durch  eine  derartige  Substitution  a,  ß, 
f,  d,  dass  «5  —  ßy=^\  ist,  was  auf  unendlich  viele  Arten  mös^ 
ich,  so  ^eht  die  resultirende  Form  immer  in  /'zurück  durch  die 
Substitution  jiS/^fj,  T^>  ±<^9  ist  folglich  mit  /"  aeqnivalent. 
Und  jenachdem  tf,  ß,  y,  d  eine  eigentliche,  oder  eine  uneigentliche 
Substitution  ist,  wird  die  entsprechende  von  f  in  f  ebenfalls  resp. 
eigentlich ,  oder  ^  uneigentlich  sein.  —  Zwei  kubische  Formen 
heissen  eigentlich  aeqnivalent,  wenn  die  eine  in  die  andere, 
also  auch  diese  in  die  vorhergehende  durch  eine  eigentliche  Sub  * 
stitution  übergeht.  Einen  ähnlichen  Begriff  hat  die  un eigent- 
liche Aequivalenz. 

8.  Die  elementare  Theorie  der  kubischen  Formen  hat  sich 
nun  folgende  Hauptprobleme  zu  ihrem  Gegenstande  zu  machen. 
P.  Es  ist  zu  untersuchen,  ob  zwei  gegebene  kubische  Formen 
aeqnivalent  sind,  oder  nicht,  und  im  ersten  Falle  werden  alle 
Transformationen  der  einen  Form  in  die  andere  verlangt.  Auch 
werden  dabei  die  eigentlichen  Transformationen  von  den  unetgentli- 
cheii  gehurig  zu  unterscheiden  sein.  2^.  Dasselbe  Problem  ist  in 
Bezug  auf  oie  E  i  n  s  c  h  1  i  e s  s  u  n  g  zu  losen.  3^.  ist  zu  untersuchen, 
ob  eine  Klassification' der  kubischen  Formen  möglich  ist, 
oder  nicht,  und  im  ersten  Falle  sind  die  Umstände  zu  erwägen, 
von  welchen  die  Eintheilung  in  Klassen  abhängt.  Man  soll  alle 
Darstellungen  einer  gegebenen  Zahl  M  durch  die  gegebene  ku- 
bische Form  /"=  cra*' +  36a:*y  +  3cary*  +  rfy*  finden,  falls  M  über* 
haupt  durch  aiese  Form  darstellbar  ist. 

Es  ist  uns  gelungen,  die  drei  ersten  Problemel  in  aller 
Vollständigkeit  zu  iuseta.  Das  vierte  betreffend,  hat  eine  völlig 
allgemeine,  und  den  praktischen  Anforderungen  zugleich  genü- 
gende Lösung  noch  nicht  erreicht  werden  können.  *  Doch  scneint 
es  nach  unseren  bisherigen  Untersuchungen,  dass  die  sich  noch 
darbietenden  Schwierigkeiten  ebenfalls  beseitigt  werden  können. 

Die  Vergleichung  der  Resultate,  zu  denen  wir,  das  uns  vor- 
gesteckte Ziel  verfolgend,  gelangen  werden,  mit  den  entsprechen- 
den in  der  Theorie  uer  quadratischen  Formen,  zeigt  in  vieler  Hin- 
sicht eine  grosse  Verschiedenheit,  auf  die  wir  am  gehörigen  Orte 
aufmerksam  machen  werden. 

9.  Zunächst  werden  wir  eine  Bedingung  entwickeln,  ohne 
welche  die  Aequivalenz  zweier  Formen  des  dritten  Gradea schlech- 
terdings nicht  statt  finden  kann. 

Verwandelt  sich  die  kubische  Form  /=r(a,ft,c,cO  in  die  ku- 
bische ¥orm  f^{a\b\cf,d')  mit  Hülfe  der  Substitution  tf,  ß,  y,  d, 
so  hat  man  die  in  3^  aufgestellten  Relationen  zwischen  den  CoefB* 
cienten  beider  Formen.  Aus  diesen  leitet  man  nun  durch  Rech- 
nung folgende  Gleichungen  ab: 

ß'  =  ifl(Aaß+B(ad+ßY)  +  CrS)s 
C==eHAßß  +  2Bß3  +  C88); 
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fro 

Asz2(U-ae),  BszU^ad,  C=2(cc— 6rf) 

ist«  and  A'^B'^C  eine  analoge  Bedeutung  In  Bezug  auf  die  Form 
f  haben.    Mit  t  ist  die  GrOaae  oS— /^  bezeichnet,  wie  oben. 

Hieraus  folgt  der  Satz:  Wenn  die  leubische  Form 
f=ißy  bf  c,  €0  in  die  kubische  Form  f=(a',  b\  C,dj  durch 
die  Substitution  a,  ß,  y,  «übergeht»  so  ist  e*=(ad-dy)* 
ein  gemeinschaftlicher  Theiler  von  A',  B',  C,  und  die 
quadratische  Form  (A,  B,  C)  geht  in  die  quadratische 

(A^  jB'    0\ 
-^>-j^»  ^Idurch  die  oftmlicheSubstitution  über 

Setzt  man  ferner 

BB^ACs:D,B'B'^A'C=ziy, 

so  ist  nach  der  Theorie  der  quadratischen  Formen  -^=De*,  folg* 
lieh  ly^De^. 

Die  quadratische  Form  9)=(il,  B,  C),  welche  im  Folgenden 
eine  so  grosse  Rotte  spielen  wird»  sott  die  Charakteristik  der 
kubischen  Form  f^ia^  b,  c,  d)  genannt  i^" erden.  Die  Determi- 
nante dieser  quadratischen  Form  D^=zBB—AC  soll  Determi- 
nante der  kubischen  Form  heissen.  Man  .findet  durch  Sub- 
stitution der  Werthe  von  A,  By  C: 

D= {6c— fld)«— 4  (66— üc)  {cc—bd) 
= a^iP-36»c*  +  4ac«+4<tt«-6a6cd, 

wo  D  unmittelbar  durch   die  Coefficienten   der  kubischen   Form 
/*=  (a,  6,  c,  d)  ausgedrückt  ist«    Noch  merke  man : 

(a«rf  +  26«— 3a6c)<-4(66-ac)»— a«/)=0, 
(Äi  +  2c*-36cd)^-4(«>--*d)»-iP/)=0. 

Aus  diesen  Relationen  ersieht  man  1®.  dass  dieDeter- 
minante  jeder  kubischen  Form  entweder  sO  oder  ^I 
(mod.  4.)  ist,  mithin  keine  kubischen  Formen  mit  der  De- 
terroinante  4A-f2  oder  4A-f  3  existiren,  und  V.  dass  eine 
kubische  Form  von  negativer  Determinante  stets  eine 
positive  quadratische  Form  zur  Charakteristik  hat*). 


*)  Wir  BenneD  hier  mit  Gaue«  eine  quadratische  Form  9=(i<>  ßj  C) 
TOB  aegatfrer  Delerrainaate  BB-^AC  positiv,  oder  negativ,  jenachdem  die 
iassBi'M  Glieder  Ä,  C  positiv,  oder  necativ  sind.  Eine  Form  der  ersten 
Art  stellt  Mnlich  nar  positive,  eine  Form  der  lotsten  Art  nur  negative 
Zahlen  dar. 
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10.  Die  Grosse  D,  deren  Werth  in  der  vorigen  Nummer  w 
gegeben,  bedingt  die  Natur  der  kubischen  Form  wesentlich.  Sie 
steht  auch  im  Zusammenhange  mit  der  Bescliailenheit  der  Wur« 
ze(n  der  kubischen  Gleichung 

Man  weiss,  dass  diese  Gleichung  eine  reelle  Wurzel  und  zwei 
imaginäre,  oder  drei  verschi^ene  reelle  Wurzeln  hat.,  jenachdeni 
i>  positiv,  oder  negativ  ist.  In  dem  Falle  DasO  hat  die  Gleichung 
drei  gleiche  reelle  Wurzeln,  oder  zwei  gleiche  reelle  Wurzeln, 
jenaehdem '66--ao=0,  oder  66— -ac>0  ist.  Man  kann  diese  Re- 
sultate aul  eine  sehr  einfache  Weise  aus  dem  bekannten  8tuiiu*scheu 
Satze  Aber  die  algebraischen  Gleichungen  herleiten.  ; 

11.  In  Nr.  9,  fanden  wir  zwischen  den  Peter^iinanlega  der 
beiden  Formen 

^=(a,  6,  c,  d);  /'  =  (a',  6',  &,  df) 

die  Relation  D'=LD.e\  Wenn  also  f  unter  /  enthalten  ist,  so 
ist  die  Determinante  von  f  durch  die  Determinante  von  f  theilbar, 
und  der  Quotient  eine  sechste  Potenz.  Sind  mithin  /  und  f  ae- 
qnivaleot,  so  muss  auch  umgekehrt  D  durch  D*  theilbar  sein, 
und  daraus  ergiebt  sich  Dz=.D',  cyA— |9}^=;:dbl»  d*  h.  aequiva- 
iente  kubische  Formen  haben  einerlei  Determinante« 
Dies  ist  eine  nothwendige,  aber,  wie  die  nachfolgeiiden  Betrach* 
tungen  lehren  werden,  noch  keineswegs  ausreicheadfe,  Bedingung  der 
Aequivalenz  zweier  Formen  des  dritten  Grades. 

12.  Sind 

f^{Q,  6,  c,  d);  f:^{a!,  b\  c\  dQ 

aequivalente  kubische  Formen,  und  man  bezeichnet  irgend  eine 
Transformation  aus  f  \n  f  mit  «,  /)»  y,  d,  so  ist  nach  fi.  o5— ßv 
^s=db1»  nach  9*  geht  mithin  die  quadratische  Form  (A,  B,  C)* 
in  die  Form  {A\  ff,  O)  durch  die  nämliche  Substitution  über, 
d.  h.  sind  zwei  kubische  Formen  aequivalent,  so  mfis- 
sen  esjhre  Ch.arakterisitikeii  Auch  sein,  und  jenachdem 
die  Aequivalenz  der  ersteren  isigentlicb,  oder  unei- 
gentlich, wird  a^cb  die  der  l^tst^r^n  elgantlioh,  oder 
un^igentlich  vesp.  sein. 

%^    Die  kubischen  Fpr|i|e|i 

(o,  6,  o,  d);    (-o,  ^6,  — c,  — d)» 

welche  offenbar  dieselbe  Charakteristik  haben,  werden  wir  con- 
tra re  Formen  nennen.  Sie  sind  immer  eigentlich  aequivalent, 
Indem  jede  derselben  in  die  andere  durch  die  Sabstitotion  —1, 
0,  0,  —1  Gbergeht,  welche  eigentlich  Ut 
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Die  kohisp^B  Formen  (9>  ^  c«  <Q$  (a^^6,  c-^i),  welclie 
offenbar  entgegengesetzte  Charakteristiken  haben  "^^  werden  wir 
entgegen  gesetzte    Pormen  kennen»      Sie    sind  stets     unei- 

§  entlich  aequivalent»  ind<m  j^di»  der^lhen  in  iiQ  /jjtndere  durch  die 
»obstitution    1,   0,  0» — 1    übergeht,    welche  uneigentlich  Ist.  — 
Ebenso  sind  (a,b,€,dyi  (— a^  6»  ^c,  d)  0ptgegeiig«ietzte  Formen. 

14.  Aufgabe^  Zu  beurtheilen,  eb  Z9r0i  fcttbische 
Formen  von  derselben  Charakteristik  eigentlich  ae- 
quivalent  sind,  oder  niekt 

Anfl^suog.    Die  gegebenen  Formen  seien 

ihre  gememschaftiiche  Charakteristik  q>^(A,  B,  C).  Sind  f,  f 
eigentlich  aeouivalent»  so  mnay^  je<|^  lügentllcbe  Sabfttitution,  darch 
welche  f^^Tkf  fibergeht,  pnter  gei|  sftnuntUchei^  eigentlichen  Sub- 
stitutionen, aurch  welche  tp  in  q>  Qbeigeheh  kann,  begriffen  sein 
(12).  Man  würde  mithin  alle  eigentlichen  Substitutionen  aus  9  in 
tp  aufstellen,  ^nd  untersuch efi, 
derselben 

so  wfirde  ,  ,       _ 

konnte  auch  zwischen  f^  f  keine    dgentücbe  A^eqiuYaleQz  statt 
finden. 


n  würde  mitnm  alle  eigentlicnen  Substitutionen  aus  9  in 

sn,  ^nd  untersnchefi,  m  durch  Irgend  ejiiß,  oder  mehrere 

f  m  f ,  (f bergepe.     Fände   man  solchci  Substitutionen, 

f  mit  f  eigenlKefa  aeqiHTälent  sein,  flinde  man  keine,  so 


Eine  bekannte  eigentliche  Transformfition  aus  9  in  9  ist  1, 
0.  0,  1;  jede  andere  a,  /},  y,  9  ist  bekanntlich^  durch  folgende 
Formeln  bestimmt,  wo  m  da«  grosste  gemeinschaftliche  Maass  von 
A,  2B,  C;  T,  ü  alle  Wertbe  l^edeutep,  walcbe  de?  Gleichung 
TT-^DUtJ^mm  genflgen  (/>  ist  die  Determinante  von  9  oder/): 

Den  Inbegriff  der  sämmtlichen  ForQien,  in  welche  f  durch  diese 
Substitution  fibergeht;  tind  welche  alle  unter  einander  eigentlich 
aeouivalent  sind,  wollen  wir  ddte^  f=:=(a,|>,c,0)  bezeichnen.  Man 
finaet  nun 

nAi==a'n4^i4r^ßB)T*V't^CcA^2bAßfaB^TÜ^ 

+  (dA9^'^3cA^B+  dbAB^-^oB^)  ü\ 

mn>^b1^+(^A-bB^aC)T^Ü+(dA^26AC--b»+2aaC)Tm 
+  (dA»B-eA^€-^ieAS^^  'UABC+bB^^-aB^C)  17», 

mhz=eT^+(dAi<B'--2bC)T»U+i2dAB-^2cAC--cB^+aC^Tü* 
+idAB^-2cABC^cBHbAC^+2bB^C-aPC»)  ü»; 

*)    Entgpgengefetste  qaadralicGhe  Fornpen  (formao  oppocitae)  nennt 
Gaass  (A,  ft  C),  (i,— /?,  C)- 

'*)  Diiq.  ilrithm.  Sectio  V.  p.  181. 
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Beachtet  nan  aber  die  folgeiiden  «n 

3M— 8ae=il,  be-ad^B,  See-3M>=C 
fliemenden  Rdationen : 

eA—UB-^aC^üs  di— äeH-fftCsO; 
so  fiodet  man 

'iaBC-nAC-bB^  -f  dJfi=abD, 
0C»-ieAC-eB^idAB=^D,      . 
bC*—^BC+dB*wsdD; 

aS*^-3bAB'+9eA^B'-dA*=  {aB^bA)D, 
dA^B-eA»C-^2eAB»+26ABC+bB»-ttB*C=(bB-aOD, 
dAB*-JieABC-eB*+bACHibB*C-aBC»ss(dA-^B)D, 

dB»-3eCBH9bBC*-aC»=(dB—eC)Di 

folglich  durob  SaiistitatioD  dieser  Werthe,  wenn  man  noch 

setin 

[1]  (ma=aT+ibA-'^aB)  ü', 

mc—cT'+(dA'^B)  ZT, 
mb=tdr^(cC--dB)ü'. 

Erhalten  T^,  V  in  diesen  Formeln  andere  Werthe»  so  werden 
sich  die  entsprechenden  Werthe  von  a,  b,  C,  0  ebenfalls  findem. 
Setzt  man  nSmlich  zor  Abkfirsung 

bA'-HiBssg,  ^aC+bB=eA^bB^  dA^^Bs;icB^C=zi, 

-^H^C+dB^Jk; 
so  ergiebt  sich 

%ibsh'aA)=AA,  cg^^—AB,  dg^ak==2BB^^AC; 

2(cA-60^i<G  dh-^bk-BQ  2(di^ck)^CC; 
nnd 
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^*^/  lAAü'szm(ab-ba) 

1 


'^ACU'=n,(!be-cb) 
jCCD'=m(cd-Oc). 


f'^(|j^r'=m(bj7-aA) 

lnCT'=sm(ph^bi)    r 

lo  diesen  Formeln  werden  die  Coefficieiiten  ron  U\  V  nicht 
simmtUcb  verschwinden»  wenn  knbische  Formen  von  der  Deter<> 
minante  Null  aiiBeesehlossen  werden^  unter  dieser  Voranssetzong 
erbaltm  also  T*,  Uf  maz  tiestimmte  Werthe»  sob^dd  man  i$r  a, 
bf  Cs  ^  bestimmte  Wertbe  gesetzt  hat.  merans^  folgt  nun  die 
obu^  Behanptang.  Denn  wenn  nach  den  Formeln  [II  die- 
selben Wertbe  von  4»  b«  c,  0  zu  den  beiden  Systemen  T*,  U; 
T^9  U"  gehörten^  so  mflssten  sich  umgekehrt  aus  diesen 'Wertben 
von  a^  b,  c»  0  zffei  Paar  Wertbe  von  T^  ü'  ergeben,  was  mit 
den  Formeln  [S]  und'  [3]  im  Widerspruch  ist 

Wenn  nun  die  Form  fi  mit  /  eigentlich  aequivalent  ist,  so 
moss  sie  mit  einer  der  in  [1]  entnaltenen  Formen  identisch  sein, 
and  umgekehrt 

— 41> 

Ist  D  ein  Quadrat  oder  negativ  und  >4,  so  ist  bekannt- 

ffim . 

lieh*) 

r=:m,-«i;T7=:0,0; 
woraus  folgt 


«)    Dicq.  Arithm.  Sectio  V.  art.  179. 
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— 4/> 

regp.  —    Wenn =4,  so  Ut 

ifim 

2;=m,-^,  0,  0}  €^==0,  0,---l,l ; 

woraus  folgt 

4/> 

resp.  —  Ist  endlich  — =l==ß>  ^o  hat  man  die  Wertbe 


r=«i,  —gl«,  —gm;  17=0,— 1,1; 

für  welche  T^m,  I7'sO,  ond  die  Wertbe 

.     r=— m,  2^,21»,  D=0,  1,-^1; 

flir  welche  2^=— m,  I7'=0  resp.  wird.  Substituirt  man  diese 
Wertbe  in  Fl]»  so  ergiebt  sich  folgendes  Theorem,  durch  welches 
unser  Problem  für  die  quadratisdie  und  negative  Determinante 
erledigt  ist: 

I.    Wenn    die    Determinante  D  quadratisch,   oder 

,— 4D>4 

wenn  sie  negativ  und-^j^--3  ist,  so    ist    zur  eigent-, 

Hieben  Aequivalenz  der  .kubischen  Formen  f,  f*^on 
derselben  Charakteristik  (i4,  0,  €)  noth^endig  und 
ausreichend,  dass  sie  entweder'identiis^cb  od^t  conÜrSff 
sitd.  '    . 

— *4iD 

IL    Wenn  D  negativ  und      ^^=4»  so  ist  zur  eigent- 

liehen  Aequivalenz  der  kubischen  Formen  ff  notb- 
wendig  und  ausreichend,  dass  die  Form  /'.mit  /iden* 
tisch,  oder  conträr,  oder  mit  der  Form 


*=(m^'«*'m^Ä*) 


identisch  oder  contrtr  sei,  wo 

[4]..j)r=:6il— ofi,  h=zcA-bB,  i=dA"^B,  kssdB-^C 
^sibB^aC,    —cB—bC, 

IIL  Ueberbaupt  werden  die  notbwendigen  und  aiisreicheoden 
Bedingungen,  damit  f  mit  f  eigentlich  aequivalent  sei,  folgende 
sein:  1^.  Wenn  In  Jen  Gleichungen  [1]  a',b',dt  df  an  die  Stelle 
von  a,  b,  c,  t>  gesetzt  werden,  so  mfissen  sich  (Br  T*,  ü'  ganze 
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Werthe    ergeben.     3®.  Diese  Wertbe    ndTMen    die    CMeidiaog 
r«— />t7'«=m«  befriedigeo.    3«  Aus  den  Gleichangeo 

roüssen  «icb  rnnse  Werthe  von  T,  C7  .ergeben,    imd  4<>.   diese 
müsseD  die  Gleichung  Tf^-^DlO^s^ni?  befriedigen. 

Sind  nun  aber  die  Gleichungen  [51  erfällt,  und  ist  ausserdem 
?^-/>l7'«=:iii»,  so  Icommt  .     ^  ;        ^^ 

folglich  T*T-/)  tÄ=m*, daher  ßljt  die  ylerte  Bedingung  vpn  selM^rt. 

Zweitens,  wenn  die  Cfleichungen  [1]  erfallt  sind,  $o  miiss  Von 
selbst  I^'*— I>l7*=ro*  werden,    ueun  aus  [IJ  folgt 

Da  nun   /s<ie,  ^,  e,  et)  durch  die-  filubstHution  a/  J3,  y^  d  io 
f=:(a,  b,  Ct  V)  übergeht,  so  hat  man  (9),  <  •  -• 

3f^2ac=3t  1|6^ÖF^Q5,  acc--»^r=£ 

gesetzt,  so  dass  (31,  J6,  <t)  die  Charakteristik  von  f  ist: 

Z=z4uU+Wayi^Cyf^ 
Jb^Aaß  +  B(a8  +  ßy)  +  Cyi, 
Z^Aßß+iBßd-l-ad. 

Da  ferner  9>=^(J,  A  C)  düvch  4(^  nlUnllgbe  fhibstitnOon  in  sieh 
selbst  übergeht  so  bat  «j/a  ancb^ 

A;f^Am  +  ^9i^X+CyY.  . 

B=:^Aaß\t-B(ki+ßrHCyif 
C=^Aßß+2Bß8+Cd8; 

folglich  kommt  Tl—A,  Jb=B,  €,=  €,  d.  i. 

[6].'...bb— ac=  66— ac,  bc— aO=sdo— orf,  cc— 4>0=ce— 6<f. 
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Es  ftodet  sich  wdter  aus  [4] 

Substitoirt  man  diese  Werthe  [6]  und  [7]  in  0«  so  kommt 

rolelich  r*--l>l7'*— 1»*=0,  indem  wir  annehmen,  dass  A,  B,  C 
Dient  sämmtlicb  verschwinden,  oder  den  Fall,  in  welchem  die  De- 
terminante der  Formen  f,  f  verschwindet,  ansschliessen.  Mithin 
fiUlt  die  xweite  Bedingung  auch  fort. 

Es  bleiben  jetzt  nur  zwei  Bedingungen  flbrig,  nämlich  1®. 
dass  aus  den  Gleichungen  |11,  nachdem  darin  a',  V,  tf,  d*  statt 
a,  b,  C,  ^  gesetzt  worden,  sich  ganze  Werthe  von  7',  V  ei'gf* 
ben,  welche  durch  [2]  und  [3]  bestimmt  sein  werden,  undlt^. 
dass  aus  den  Gleichungen  [SJ  ganze  Werthe  von  T,  C7  fliessen. 
Zu  bemerken  ist,  dass  sich  aus  den  Gleicbui^en  [t]  durch  Elimi- 
nirung  von  T^  Ü'  zwei  Bedingungsgleichungen  ergeben,  die  aber, 
wie  man  finden  wird,  von  selbst  ermllt  sincL 

Ist  die  Determinante  nun  positiv  und  nicht  quadratisch,  wel- 
dier  Fall  allein  noch  flbrig  bheb,  bo  bezeichne  man  die  sfimmt- 
lichen  positiven  Werthe  von  T,  17,  welche  die  Gleichung 
ft — Di;7S=m^l>erriedigen, durch ^,tfi;  t%$u^ts9U^»  u.s.w.,  so  dass 
^,if|die  kleinsten  Werthe  (m,Oausgenommen),  die  fibrigen  nach  ihrer 
Grösse  aufotelgend  geordnet  sind.  Setzt  man  2\=:J:trf  üsz^tt^; 
so  kommt  nach  [5] 

Nun  ist  bekanntDch*) 

folglich 


')    Dlwq.  Arithm.  Sect.  V.  ari.  290. 
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i.  h. 


±'*=i(i+^'')"'+"e-2v«)"'. 


Hieroach  ist  die  eigentliche  AequivaleDz  zweier  kabischen 
Formeo  f::z(a,  b,  c,  d);  r=(a',  b\  &,  d')  von  derselben  Charak- 
teristik q>z=i{Aj  Bf  C)  bei  positiver  nicht  quadratischer  Determi- 
nante D  nach  folgender  Regel  zu  beortheilen: 

Man  m-ache 

[9]  ^AA  ü'  =  iii(a'6— 4'a)  [10]  ^AA  r=mib'g^-a'h) 

ABÜ'=m(a'c^&a)  ABT=m{&g^a'i) 

{WB-^Q  ü'zzzmia'd-da)        (^BB^AC)'P=:^m(dg-^k) 

g-JCD'=m(*'c-c'6)  ^ACr^  m{c'h-b't) 

BCD'=  m(b'd-d'b)  BCr=m(d'h-b'k) 

^CCO'=:m(&d--d'c)  ^CCI'=m(rf'i— c'*) 

nndberechne  mit  Hälfeireend  zweier  dieser  zwOlf  Glei- 
chungen P  and  {7^  Findet  nlan  gebrochene  Werthe, 
so  sind /^ /^  nicht  eigentlich  aequiv.aient  Findet  man 
aber  ganze  Werthe,  so  berechne  man  weiter  die  suc- 
cessiven  Werthe 

±1i^  ^>(d.  I.  ±fn,0);  dbit^dbtf»;  db^s^J:«^;  ±^^±^9,  u.  s.  w. 

Finden  sich  keine  mit  den  bekannten  Zahlen 
TT,  17' übereinstimmende  Werthe,  so  ist  keine  eigent- 
liche Aequivalenz  zwischen  f,  f  vorhanden,  findet  sich 
aber  T—±U^^  H'^^v^vy  wo  die  Zeichen  sich  nicht  aaf 
einander  bezieben,  so  sind  die  Formen  /,  f  eigentlich 
aeqaivalent. 

Die  Berechnung  obiger  Werthe  wird  wohl  am  zweckmSssigsten 
nach  folgenden  Formeln  geföhrt: 


Digitized  by 


Google 


14 

15.  Aufgabt.  9wei  kubische  Formen  von  derselben 
Charakteristik  seien  eiseni^ich  aequivalent  Man  soll 
alle  eigentlichen  Transformationen  der  einen  in  die  an^» 
dere  finden. 

Auflösung.  Aus  den  ip  14.  aogestelUen  Betrachtungen  er- 
giebt  sich  leicht  folgendes  Verfahren: 

— 41> 

I.  Wenn  D  quadratisch ^  oder >4,    so  giebt  es  eine 

eigentliche  Transformation  aus  f  in  f,  nämlich  1,  0,  0,  1,  wenn 
f  mit /"  identisch}  — 1,0,0,-^1,  wenn  f*  mit  der  conträren  von,/" 
identisch  ist 

—4/) 

II.  Wenn  --- — =3,  so  giebt  es  drei  eigentliche  Transfer- 

iftnt  "  ^ 

mationen  aus  /  in  ft  nämlich 

1,  0,  0,  1 
l  .  i  «  1  ^      ^  A       1      ^n 


1    1-    .LcL^-l  +  I 

m^  ffi'      2+TO 


-\-)ifi>-z.(^r^A.-Wz.B. 


wenn  f  'mit  /  identisch  ist ;  dagegen  drei  andere »  welche  durch 
Veränderung  aller  Vorzeichen  in  den  Vorhergehenden  Transforma* 
tionen  entstehen,  wenn  f  mit  f  conträr  ist 

-^4Z) 

HL    Wenn  »  =4,  se  giebt  es  eine  eigentliche.  Trans« 

mm  ^  . 

formation  aus  /  und  (*%  diese  ist 

1»  0»  0«  1,  wenn  f  mit  f  identisch : 
—  1.  0,  0,-1,  wenn  /'  mit  /"conträr; 

jft      in  III     m  •  \yir    fft    .m     m  / 

— -Ä,  - — ti  -i4, Ä,weim/'miti  —-a,  — -A,— -I,  — k\ 

tn  m  *  m   ,_      m   *  '        \      nt''     mm*      m  J 

identisch  ist 

ly.   Wenn  «idlich  D  positiv  und  kein  Quadrat  ist »  so  giebt 


den;  man  ntmait  ferner,  die  numerisdien  Werthe   von  T^  O  den 
Grössen  ip,  Up  gleich,  ihre  Zeichen  mit  denen  von  T,  V  llberein- 
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stimmeDd.  Hat  mao  solcbergestalt  T,  17  geFandeB»  bo  ist  die 
gesuchte  eigentliclie  TransrormatiöD  aus /In/'  folgende: 

16.  Aufaabe.  Zu  beurtheilen,  ob  zwei  gegebene 
kubische  Formeo  überhaupt  eigenliich  aequiTaient 
sind. 

Auflösung.    t>ie  gegebenen  Formen  seien 

/=  (a,  b,  c,  d);    f =(a',  ft',  &,  df), 

ihre  Charakteristiken 

Man  untersuche,  ob  die  quadratischen  Formen  9,  w'  eigentlich 
aequivalent  sind,  oder  nicht  (Dis^is.  Ärithm.  art  17a.  10£  207.). 
Findet  man  fp  und  9»' nicht  eigentlich  aequivalent,  so'k5nnen  f^  f 
es  auch  nicht  sein  (12).  Vorausgesetzt  aber,  dass  zwischen  qo,  qf 
ei^ntliche  Aeauivalenz  statt  finde,  in  welchem  Falle  die  Deter* 
mmanten  von  /•  f  gleich  sein  werden,  so  suche  man  irgend  eirie 
eigentliche  Transformation  aua  9  und  t^  (Disq.  Arithm.  art.  17& 
19d«  2(K).),  welche  wir  mit. ex,  /?,  7,  0  beicdchnen  wollen,  und 
transforroire  die  Form  f  durch  diesef  Substitution  in  eine  andere 
kubische  Form  f=(a,  b,  c,  0),  welche  mit  /  eigentlich  aequiva- 
lent sein,  und  die  Öbarakteristtk  tf^  habem  wird.  Nun  untersuche 
man,  ob  die  Formen  f  und  /*,  welche  dieselbe  Charakteristik  9' 
haben,  eigentlich  aequivalent  sind,  oder  nicht  (14.);  jenachdeni 
der  erste,  oder  der  zweite  Fall  statt  findet,  wird  f  mit  f  resp. 
eigentlich  aequivalent  sein,  oder  picht. 

17.  Beispiel' für  die  positive  Determinante.  Geee» 
ben  seien  A=^>^%0,6);  /'=:(2247,  1415,  891,  661).  Man  findet 
g>=(8,-18,  54);  9'i=:(296,  .08,  132);  i>=:132;  fokllch  hahien  /,  f 
dieselbe  Determinante.  9>  und  xff  %\tA  nun  elgentllcli  aequivalent^ 
und  eine  eigentliche  Transformation  aus  9  in  9^  ist 

«^  ft  y,  «=80,  63,  24,17*); 

hierdurch  findet  sich 

f=(a,  b,  c,  Ö)=(1067327,  748235,  S29B51,  374781). 

Um  die  Aequivalenz  von  /'und  f  zu  untersuchen,  hat  man  nach  14. 


*)  Nacli  der  GaiiM'cchen  Methode  berechnet  mit  Hälfe  der  Reihe 
aogreoseader  Formen  (8,-^18,  24);  (24,-6,-4);  (—4,  10,  8);  (8,6.-12); 
r-ia,  6,  8);  (8,  10,-4);  (-4,  10,  8)5  (8,  --1Ö,  --4)j  (-4i  -2,  82); 
(32,  166,  182);  (132,  —198,  296);  (296,  196^  182). 
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wo  o'=bi<'— 4ff,  h'  =  cA'^bB',  m=4  ist.  Es  kommt 
1*=- 104396,  ü'= 16820.    Die  Gl.  77—1321717=  16  ist  mit 

(J)*— 33  D«=4  eioeriei»  deren  ideinste  Werthe  |^=:46,    17=8, 

foifflich  7=92,  17  =  8  die  kleinsten  pos.  Wurseln  vön 
7T-132  1717=16,  also 

tj^:ut=:92:S,  ^:t%  =  194396: 16920. 

Die  begebenen  Formen  sind  mithin  eigentlich  aequivalent,  und 
die  einzig  mögliche  eigentliche  Transformation  aus  f  in  f  ist  5, 
3,  8,  5. 

K,  Aufgabe,  Zirei  gegebene  kubische  Formen 
seien  eigentlich  aequivaient  Man  sucht  alle  eigent- 
lichen Transformationen  der  einen  in  die  andere. 

An  flu  sang.  ^  und  f'  seien  die  gegebenen  Formen;  tp  wnd 
a'  ihre  Charakteristiken,  welche  eigentlich  aequivaleut  sein  werden. 
Irgend  eine  eigentliche  Transformation  aus  q>  in  qp'  sei  a,  ß,  y,  d, 
und  /*  durch  diese  Substitution  inf  transforniirt.  f  und  f  werden 
ebenfalls  eigentlich  aequivalent  sein.  Bezeichnet  nuu  p*  q,  r,  s 
den  Inbegriff  aller  eigentlichen  Transformationen  aus  JF  in  /*, 
welche  nach  15.  bestimmt  werden  kOnnen  (Indem  f  und  f  dieselbe 
Charakteristik  haben),  so  behaupte  ich,  dass 

(B).,,.ßp  +  /3r,  ag  +  ßs,  rp  +  ^»  Y9+^* 

der  Inbegriff  aller  eigentlichen  Transformationen  aus  f'mf  sein 
werde. 

Beweis.  Da /"Inf  durch  die  Substitution  «»  ^,  y,  ^;  f  in  Z' 


if'-ßi—y»  «  (7);  /"  »ft  /*  durch  a',  ß',  /,  i'  flbergeht,  so  geht  f  in 
f  durch 

p,  q,  r,  f=d«'-/Jy',  V-/M%  -y^'  +  ix/,  -yß'+a» 

über  (6.);  hieraus  ergiebt  sich  aber 

€fc=:ikp  +  ßr,  ß'zsim  +  ßs,  'f^yp^it,  i's^yq+is,  q.  e.  d. 

19.    Die  Anzahl  der  eigentlichen  Transformationen  aus  f  in  f 
ist,  wie  in  15.,= 1,  wenn  die  Determinante  D  ein  Quadrat,  oder 

— 4Z>  >4 
wenn  .—4»  oder  wenn  D  positiv  und  nicht  quadratisch  ist. 


—4/) 

Dagegen  ist  die  Anzahl  dieser  Transformation  =3»  wenn— — xs3  ist 
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Ueberhlickt  man  die  bisher  entwickelten  Resultate,  so  sieht 
man,  dass  die  Unter8uchun<^  der  Aequivalenz  zweier  kubischen 
Fermea  der  Hauptsache  nach  Von  einer  gewissen  Determinante 
und  von  einer  gewissen  quadratischen  Form,  die  wir  Charakteri- 
stüt  genannt  haben ,  abhängt.  Auf  diese  Weise  wird  die  Unter* 
suchtiTig  in  das  Gebiet  der  quadratischen  Formen  gezogen,  und 
die  Aequivalenz  der  kubischen  Formen  kann  ohne  alle  Keduc- 
tion  derselben  beurtheilt  werden,  auf  weiche  es  in  der  Theorie 
der  quadratischen  Formen  gerade  ankommt.  In  der  letztem  bie- 
tet bekanntlich  die  positive  Determinante  grossere  Schwierigkeiten 
dar,  als  die  negative  und  quadratische;  gerade  so  ist  es  in  der 
Theorie  der  kubischen  Formen.  Die  Anzahl  der  eigentlichen 
Transformationen  einer  quadratischen  Form  in  eine  andere  mit  ihr 
eigentlich  aequivalente  ist  bei  positiver  Determinante  unendlich; 
während  es  in  diesem  Falle  nur  eine  eigentliche  Transformation 
einer  kubischen  Form  in  eine  andere  giebt.  Dies  ist  ein  sehr  be- 
merkenswerther  Umstand. 

20.  Aufgabe,  Zu  benrtheilen,  ob  zwei  gegebene 
kubische  Formen  uneigentlich  aequivalent  sind,  oder 
nicht,  und  Im  ersten  Falle  alle  uneigentlichen  Trans- 
formationen der  einen  Form  in  die  andere  zu   finden. 


AnflSBung.  Die  gegebenen  Formen  seien  /*=(«,  6,  e,  d)\ 
f=:(qfy  Ö',  &,  d%  und  /i  die  Entgegengesetzte  von  /*,  also  etwa 
fi=z{a',S\  c',^d%  Die  Formen  f,p  werden  un  eigentlich  ae- 
quivalent sein,  oder  nicht,jenachdem/'und /i  eigentlich  aequiva- 
lent sind,  oder  nicht    Dies  erhellet  leicht. 


Sind  nun  /*,  /*  uneigentllch  aequivalent  gefunden,  so  suche^an 
alle  eigentlichen  Transformationen  aus  f  in  fi  (18.),  deren  Inbe- 
griff mit  ce,  ßf  y,  d  bezeichnet  werden  mag.  Dies  vorausgesetzt, 
wird  «ff— A  y>— ^  der  Inbegriff  aller  uneigentlichen  Transformatio- 
nen aus  finf  sein. 

» 
Sind  f,  f  auf  beiderlei  Weise  aequivalent,  so  kann  man  so- 
wohl alle  eigentlichen,  als  alle  uneigentlichen,  Transformationen 
aus  f  \v^  f  finden. 

Die  Anzahl  sämmtlicher  Transformationen,  der  eigentlichen 
und  uneigentlichen,  kann  die  Zahl  6  nicht  Qbersteigen. 

*2t.  Das  erste  der  in  in  8.  aufgestellten  Probleme  ist  durch 
die  bisherigen  Untersuchungen  vollständig  erledigt.  Wir  wenden 
uns  zur  Klassification  der  kubischen  Formen,  und  schicken 
folgeade  Bemerkung  voraus. 

ist  ^=(a,  6,  c,  d)  der  Inbegriff  aller  kubischen  For- 
men, deren  Charakteristik  immer  dieselbe,  nämlich 
9=(il,  Ä,  C)  ist,  so  wird  (a,  —6,  c,  —d)  der  Inbegriff 
aller  kubischen  Formen  sein,  welche  die  Entgegenge- 
setzte von  9,  nämlich  ip':=z{A,^B,  C),  zur  Charakteristik 
haben. 

Thcil  WII.  -2 
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Beweis«     Es  seien 

/•=(«,  6,  c,  d);  t'  =  (aU  6^,  &,  d');  ^=(0^,  6^  c^,  dT);  n.  s.  w- 

sfimmtlich  Formen  von  der  Charakteristik  9,  deren  9n- 
endlicli  viele  sein  können.  Verändert  man  überall  'die  Zeichen 
der  zweiten  und  vierten  Coefficienten ,  so  erhält  man  offenbar 
lauter  Formen  von  der  Charakteristik  <p\  —  Umgekehrt»  jede 
Form  von  der  letztern  Charakteristik  (p,  q,  r,  s)  mass  aus  irgend 
einer  der  Formen  f,  f,  f*  n,  s.  w.  durch  Veränderung  des  Vor- 
zeichens im  zweiten  und  vierten  CoefBcienten  entstehen.  Denn 
(f|,— 9,  r, — s)  hat  die  Charakteristik  9>,  folglich  muss  diese  Form 
mit  einer  von  der  folgenden  fy  fy  /^,...,  z.  B.  mit  f^  identisch 
sein,  also  («,  — o,  r,  — s)z=z{a''y  b"y  c",  d''),  folglich  auch  (p,  q^ 
r,  J)  =  (a^  -6^  £*,  -d''),  ^.  e.  d. 

Die  Aufgabe,  alle  kubischen  Formen  mit  gegebener  Charak- 
teristik 9=(^,  By  C)  zu  finden,  wo  B  nicht  null  ist,  lässt  sich 
also  immer  auf  den  Fall  reduciren,  wo  B  positiv  ist  Denn,  wäre 
B  negativ,  so  würde  man  die  Formen  von  der  Charakteristik 
{Ay  — By  C)  suchen,  wo  —  Ä>0,  und  die  Vorzeichen  des  zwei- 
ten und  vierten  Coelficienten  verändern. 

22.  Aufgabe.  Es  sei  fp  =  (A,*  B,  Q  eine  gegebene 
quadratische  Form,  in  welcher  die  äussern  Glieder 
Ay  C  gerade  sind,  und  B  positiv  ist.  Man  verlangt 
alle  kubischen  Formen,  welcne  die  Form  <p  zur  Charak- 
teristik haben. 

Auflosung.    Nehmen  wir  zuvörderst  an«  dass/=:(a,  6,  e, 
eine  solche  Form   sei,  und  sehen,  was    daraus  folgt.    Man  wir 
folgende  Gleichungen  haben,  welche  den  Begriff  der  Charakteristik 
feststellen: 

.4=266— 2ac,  J5=:6c— ad,  C=2ci;-..26d. 
Aus  diesen  Gleichungen  leite  ich  durch  Rechnung  die  folgenden  ab : 

f*^^  (  \AA^Abb^2Bab  +  Caoy 

)BB^^AC-  Abd^B  {bc^ad)\^CaCy 

^CC=^da— 2i?cd+&r; 

d.  h.  wenn  ^=(a,  6,  c,  d)  eine  kubische  Form  ist,  deren 
Carakteristik  fp={Ay  By  C)y  so  geht  die  quadratische 
Form  {Ay  —B,C)  durch  die  Substitution  6,  d;  a,  c  in  die 
quadratische  Form 


QAAyBB-'^ACy  ^CC) 


fiber. 
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Umgekehrt,   wenn  die  Gleichungen    [12]  erfliilt  sind,   so  ist 
nach  der  Theorie  der  qnadt'atischen  Formen 

d.  i. 

Mj^lich^  wenn,  wie- «vir  hier  immer  annehmen»  BB — AC,  d.h.  die 
Determinante  too  tp,  nicht  verschwindet,  be — ad^-^-By  oder  =z^^B, 
Kannte  man  nnn  die  Zahlen  a,  6t  e«  d  so  ihestimmen,  dass 
die  Gieichiingen  [12]  hefriedigt  ivürden,  tind  be — ad  positiv,  mithin 
^rz-^B  würde,  so  h£tte  man  eine  Form  f^=^(a,  b,  c,  d)  von  der 
Charakteristik  ^  gefunden. 

Denn  es  findet  sich  aus  [12] : 

AicA—2bB+aC)=^0. 
C(rf4^2cJB+6O=0, 

BKcA''2bB+aC)  +  ^A(dA'-2cB  +  bC)-0, 

BidA'-^cB+bQ  +^C(rJ-26Ä+aC)=0*). 

Wäre  nun  Ci4'-26i?-faC  nicht  null,  so  müsste  nach  der  ersten 
und  dritten  dieser  Gleichungen  ^=0,  B=iO,  mithin  BB — AC 
=  />s=0  sein;  da  wir  aber  annehmen,  dass  />  nicht  verschwindet, 
80  kommt  cA—2bB  +  aC=zO,  und  auf  ähnliche  Art  dA-^2cB 
-f  6C=0;  daraus  folgt  wieder  leicht 

J?{il-2(66— ac)}=0,  J8lC-2(<rc-6€0|=0; 

folglich,  da  J9  ebenfalls  nicht  verschwinden  soll,  A^^ibb—^ac, 
C=:%:e—2bd.  Verbindet  man  damit  bc^ad=:B,  so  folgt,  dass 
q>=:(A,  B,  C)  die  Charakteristik  von  ^=(«,  6,  r,  d)  ist 

Diese  Betrachtungen  führen  uns  zur  LOsung  unserer  Aufgal>e. 

Man  bestimme  nämlich  alle  eigentlichen  Transform- 
ationen der  Form  {A,  — B,  C)  von  der  Determinante 
D  in  die  Form 


(^^AA,  BB -\aC,\cc) 


*'\    Die  ertte  dieser  Gleichungen  erhält  man  durch   Elimination  von 
C  swUchen  den  beiden  ersten  Gl.    [12],  beachtend,  dass^  6c— ai/=-|-^ 
ist;  die  xwelte  darch  Elimination  von  A  «wischen  den   beiden  letsten  Gl. 
die  dritte  durch  Elimination  von  A  zwischen  den  beiden  ersten  Gl. 
lAji  die  vierte  durch  Elimination   von    C  zwischen   den   beiden    letzten 
L  fl2]. 


Li 
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von  der  Determinante />I?J3,  wofpositiv  Ut;bezelch- 
net  man  den  Inbegriff  derselben  mit  6»  d,  a,  e,  ao  ist 
(a,b,  r,  cf)der  Inbegriff  aller  kubischen  Formen,  welche 
(^/ ^,  C)  zur  Charakteristik  haben.  Findetman  aber, 
dass  die  erste  Form  die  zweite  nicht  einschiiesst»  so 
existiren  keine  kubische  Formen  von  d  er  Charakter  I- 
stik  (A,  B,  C). 

23.  Die  Aufgabe,  auf  deren  Losung  es  hierbei  ankommt, 
nämlich  zu  beurtheilen,  ob  eine  gegebene  Quadratische  Form  eine 
andere ,  ebenfalls  gegebene,  eigentlich  einscnliesst,  oder  nicht,  und 
im  ersten  Falle  alle  eigentlichen  Transformationen  zu  finden, 
habo  ich  Im  Archiv  Th.  XIII.  p.  105.  auf  eine  fdr  die  Praxis  hin- 
reichend bequeme  Art  gelost.  Es  genfige  hier,  den  Weg  anzuge- 
ben, den  man  einzuschlagen  hat,  ohne  die  Entwickeinngen  bei- 
zuftigen. 

Es  sei  ^z=s(A,-nB,  C),  wo  B  positiv, 

X=QaA.  BB-läC,  ICC^=^(P.  Q.  ß). 

Om  alle  eigentlichen  TraDsformationen  aus  ^  in  2  'o  finden,  be- 
deute 9  einen  Theiler  von  B,  dessen  Quadrat  ini*  aufgeht;  man 
setze 

i-kP'         Ä- 2  !*+/*** 

ri3]..  .Ä=<K^'.  p=e»P',  e'=.2__,  Ä/= — ^_ — 

Q'Q'-D 


ß 

wo  ^  eine  ganze  Zahl  sein  wird,  und  k  den  Inbegriff  aller  Zahlen 

unter  ^  vorstellt,  fiSr  welche  Q',  R'  ganze  Werthe  erlangen  Länd- 
lich sei  ^=  (P*,  Q'9  R)  eine  mit  'fp  eigentlich  aequivalente  Form. 
Ist  dann  o^,  ß^»  y^,  i^  irgend  eine  eigentliche  Substitution  aus  ^ 
in  W9  so  erhält  man  alle  eigentlichen  Substitutionen  aus  i^  ia  V 
durch  die  Formel 

tn  «• 

lj^X+(<fiA-/>B)T],    ^[SOX+(ßOA-iOB)r]=4^.  ß^,  f,  9»; 

ferner  alle  eigentlichen  Substitutionen  aus  ^  in'  %  durch  die  Formel 

Setzen  vnr  also 
[14]  ....0»=*/»,  b^-9tfi,  tfi=(yS0+kf,  d9=»'ßO-l-Ji,fii 
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«o  kommt 

[16] ...  ma=za9X + (b^A-^aOB)  F, 
mb=b0X--ia9C^^B)  T , 
mc=  cOJC  +  (do^-^JB)  F, 
jiirf=dOA:-(coC-^o^  F; 

wo  JK,  F  alle  Werthe  bedeuten,  welche  der  Gleichunc  XX^DYY 
=mm  geoGgeo,  m  dat$  gröbste  gemeinscbafUiche  Blaass  von  il, 
2B,  C  ist 

Nachdem  man  also  die  mit  if^  eigentlich  aeqaivalente  Form  W 
nach  den  obieen  Regeln  bestimmt,  und  dabei  die  zugehörigen  Wer- 
the &,  d^,  k  kennen  gelernt  hat,  sucht  man  irgend  eine  eigentliche 
Transformation  aus  ^  in  9^:  ck^,  ß^,  ^,  d^,  und  berechnet  nach  [14] 
^3  b^f  €0,  d9.    Hat  man  aaf  diese  Weise  eine  Form  (a»,  «o,  e^,  d^ 

Sefunden,  welche  q>=:(A,  B,  C)  zur  Charakteristik  hat,  so  wird 
ie  Formel  [15]  mehrere,  oder  selbst  unendlich  Fiele,  liefern.  — 
Findet  man  mehrere  geeignete  Formen  !F,  so  erhält  man  auch 
mehrere  Systeme  von  allgemeinen  Formeln. 

24.  Diese  Resultate  zeigen,  dass  alle  kubischen  Formen, 
welche  eine  gegebene  Charakteristik  haben,  im  Allgemeinen  in 
mehrere  Systeme,  deren  Anzahl  aber  endlich  ist,  zerfallen.  Die 
Anzahl  dieser  Systeme  lässt  sich  wohl  nicht  a  priori  bestimmen. 
In  jedem  Systeme  sind  ebenso  viele  Formen  enthalten ,  so  viele 
Wurzeln  die  Gleichung  XX—DTY^=zmm  zulSsst,^  mithin  unend- 
lich viele,  wenn  D  positiv  und  kein  Quadrat  ist,  in  den  übrigen 
Fällen  eine  endliche  Menge. 

In  den  GL  [15]  ist  (a^,  b^,  c^,  dP)  als  die  Grundform  des 
eanzen  Systems  zu  betrachten.  Man  kann  aber  jede  andere  Form 
dieses  Systems,  bestimmten  Werthen  von  Xy '  Y  entsprechend, 
als  Gronaform  annehmen,  und  daraus  die  allgemeine  Formel  zu* 
sanimensetzen.  Diese  wird  desto  einfacher  sein,  je  einfacher  die 
Form  war,  von  der  man  ausging. 

Umgekehrt,  ist  (a,  6',  c,  cQ  eine  in  dem  System  [15]  enthal- 
tene Form,  und  Ist  die  Form  (a',  V,  c*,  d/)  durch  die  folgenden 
Formeln  bestimmt: 

m6'=6Z'— (aC-6jB)  P, 
mC^eX'^{dA--cB)T, 
md'=dX^(cC-^B)  r ; 

wo  X'X'-^DY'Y'^mm,  so  wird  sie  in  das  nämliche  System  ge- 
boren. —  Denn  man  findet,  dass  sich  o',  4',  c',  d'  auf^die  näm- 
liche Art  durch  a9,  6^  ^,  d^  ausdrücken  lassen,  wenn  man 

l(XX+DYY%  i(jrp+  Yxr 
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welche  Werthe   der  Gleichung  xx-^Dyy^mm  genfigen,  an  die 
Stelle  von  X,  F  setzt 

^5.  Beispiele.  1)  Man^  sucht  alle  kubischen  Formen  von 
der  Charakteristik  9  =  (16,  4,  8).  Zu  dem  Ende  sind  alle  eigent- 
lichen Transformationen  aus 

ij,=(16,-4,  8)  in  ;f=(128,  —48,  32) 

zu  bestimmen.    Die  Determinante  ist  />="— 112. 

Man  findet 

.«F=(128,--  44,  16);  (32,  -12,  8);  (8,  -12,  32) 
^=1,  ^=4,  *=1;    ^=2,  ^=2,  A!=0;     0=4,  ^=1,  *=0; 

ferner 

rf>,  jjo,  f,  do=,_3,  1,  _i,  0;  ^1,  0.  1,  -1;  0,  -1,  1,  -2; 
(oO, 60  CO,  c?>)=(-l,  ^,  -i,  1);  (2,-2,-2,0);  (4,  0,  ^2,  -1); 

folglich  erhält  man  drei  verschiedene  Systeme: 

8a=— 2:-.44F  Ha-    22:-40F   8a=     4Ji:-16F 

86==-3^-4F  86=-2-X— 24F  86=-32F 

8c=:-2:+20F  ft?=— 2jr+8F     8cc=— 2J:-8F 

8d=    -1+12  F  8d=    16F  8rf=-Z+12F. 

— 4D 
Da  ^=^=774,  so  hat  die  Gleichung  ZJi:+112FF=64  nur  die 


Wurzeln  Jir=8,  Fs=0;  Jir=— 8,  F=rO,  folglich  giebt  es  nur  sechs 
kubische  Formen ,  weiche  <p  n:  (16,  8,  4)  zur  Charakteristik  haben, 
deren  drei  den  drei  anderen  oonträr  sind,  nämlich  folgende: 

(-1,  -3,  -1,  +1);  (+2,  -2,  -2,  0);  (+4,  0,  -2,  -1); 
(+lr+3,  +1,  -1);  (-2,  +2,  +2,0):  (-4,  0,  +%  +1). 

S)  Man  sucht  alle  kubische  Formen  von  der  Charakteristik 
(10,  —7,— 18),  wo  Z>=>2*M.  Da  aber  -7  negativ  ist,  so  bestimme 
man  alle  Formen  von  der  Charakteristik  q)=(}0,  7,  — 18),  und 
verändere  nachher  die  Vorzeichen  im  zweiten  und  vierten  Coef- 
ficiente'n.  Es  sind  also  alle  eigentlichen  Transformationen  aus 
tp=(10,  7,  —18)  in  :r=(50,  139,  162)  zu  ermitteln.  Man  erhält 
nur  ein  System  von  Formen: 

2a=Jr+27F     wo  irX-229FF=4, 

26=22:+4F  jj_2  ^^^  ^^^^   11696402,  u.  «.  w. 

2c= — A+43F 

2<i=5Jr-53F  F=0,  15,  3405,  772920.  n.  s,  w. 
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3)  Man  findet  keine  kubischen  Formen  von  der  Charakteristik 
9>=(4,  1,  i). 

26.  Aufgabe.  Alle  zur  Charakteristik  {A,  0,  C)  ge- 
hörende kubische  Formen  zu  finden. 

Auflösung.  Es  bedeute  ft  das  grösste  gemeinschaftliche 
Maass  von  A^  C,  und  es  sei  A=ziLA^,  C=^iiC^,  feroer  p,  q  alle 
Werthe  (positive  und  negative)«  welche  der  Gleichung 

genügen;  dann  wird 

{pA^.qA^^pC^.^qO>) 

der  Inbegriff  aller  gesuchten  kubischen  Formen  sein. 

Beweis.    Dass 

(a,  6,  c,  rf)  =  (p4«,  qA^  ^pC^,  ^qC^) 

den  Gleichungen 

266— 2ai;=i<,  6c— arf=0,  %:c—1bd—C 

Genüge  leistet^  ist  leicht  zu  zeigen.  —  Es  werden  aber  auch 
zweitens  keine  kubische  Formen  von  der  Charakteristik  (Ayd,  C) 
existiren,  welche  durch  das  obige  Verfahren  nicht  erhalten  wür- 
den.   Denn  aus  den  Gleichungen 

266— 2ac=il,  6<?-ad=:0,  2ci7— 26rf  =  C 
folgt 

di4+6C=0,    cA-i-aC^O. 

Ist  also  fft  das  grösste  eemeinsehaftliche  Maass  von  A,  C,  so 
kommt,  A  =  (lA^,  C  =  iiC^  gesetzt, 

hieraus  ergieht  sich  weiter,  da  A^,  C^  relative  Primzahlen  sind, 

und  die  Substitution  dieser  Werthe  in  die  Bedingungsgleichungen 
giebt  zwischen  p  und  q  die  Relation  A^qq+C^^^j^, 

27.  Löst  m^n  die  Gleichung  il%  +  C«p/i=5f*  nach  der  Gauss' 
sehen  Methode,  so  erhält  man  im  Allgemeinen  mehrere  Systeme 
Ton  Formeln. 
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Es  sei  t2= — s  Z)<*  (mod.  5  (») ,    t  ein   solcher  Werth  uater 

1  **** 

2^|(,  f3r  wekben  die  Formen 

t 

eigentlich  äquivalent  sind,  und  cfi ,  ß^,  y^,  d^  eine  eigentliche 
Substitution  aus  ^  in  V.  Man  erhält  mehrere  zur  Form  h^  gehö- 
rende kubische  Formen  von  der  Charakteristik  (A,  0,  C)  nach 
den  folgenden  Formeln: 

[t6]  a=zA<^X+tfiA^Y), 
b=A%cfiX'^CPr), 
c=^C0(yOX+aOA^r), 

indem  XX'-D^rr:=l  gesetzt  wird. 

28.  Beispiel.    Gegeben 

9  =  (14,  0,  —28),  I>=3ö2,  f*=l4,  ^0,  C«»  =  l,  —2. 

Man  findet  (1,  0,  -2)  mit  ^=(7,  3,  1);^  (7,  -3,  1)  eigenHlch 
aequivalent,  und  o^«  v^=3,  — I  oder  — o/—  1;  folglich  sibd  alle 
zur  Charakteristik  (14,0,  ^28)  gehörende  kubische  ' Formen  in 
den  beiden  folgenden  Formeln  begriffen: 

(-jr+3F,  3X-2F,  ~2^+6F,  6i-4F), 
(_jr.-.3F,  -3-S:— 2F,  — 22:-.6F,  SX--AY); 

WO  AJi— 2FF=J,  also  4rp=ö»  2'  12*  TÖ  "' 

29,  In  besonderen  Fällen  lässt  sich  die  Auflösung  der  Auf- 
gabe, mit  der  wir  uns  hier  schon  länger  beschäftigen,  beträchtlich 
abkürzen.  Es  werde  noch  einer  dieser  Fälle,  welcher  im  Folgen- 
den in  Anwendung  kommen  wird,  besonders  betrachtet. 

Die  gegebene  Charakteristik  sei  9=(0,  B,  0),  wo  J?  nicht 
verschwinden  soll.  Is^  A=(^>  ^'  ^»  ^  ^>6  zugehörige  kubische 
'  Form,  80  hat  man  6ft— ar=0,  bc^^ad'=Bf  cc — bd=zß.  Multiplicirt 
man  die  erste  Gleichung  mit  c,*  die  dritte  mit  a,  und  addirt,  so 
kommt  b(bC'^ad)^:=bB=:0,  folglich  6=0.  Multiplicirt  man  die 
erste  Gleichung  mit  d,  die  dritte  mit  b,  und  adairt,  so  kommt 
c(6c-arf)=cÄ==0,  folglich  ^==0.  —  Unigekehrt  ist  Ä=:0,  c=0, 
.ad^ — B,  so  ist  (0,  B,  0)  die  Charakteristik  von  (a,  Ä,  c,  d). 
Alle  kubischen  Formen  von  dieser  Charakteristik  sind  mithin  in 

(a,  0,  0.  d) 


8.   W»,     U.   S.   W. 
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ItegtiSßn,  wo  a  ond  d  alle  Paare  Ton  Wertbeo  bedeuten,  dereo 
Producta ^J}  ist. 

Die  gegebene  Cbarakteristik  sei. ferner  ^=z(A,  B,  0),  wo  A 
gerade  sein  muss.  kt  f=(a,  b,  c,  d)  die  zugehörige  kobische 
rorra,  so  moss  A:=Mb — 2ac,  B^^bc—ad^  Q:=zcc — bd  sein.  Hier- 
aus folgt  Cil— 26AS&— 2a(cc— 6i{)=d0,  also  auch  cA^-^B^^^O,  wo 
A=^A^j  2A=fiJB^,  f»  das  grdsste  jgenieinschafUiche  Maass  von 
i4,2S  bezeichnet»  so  AdAsj^^B^  remtive  Primzahlen  sein  werden. 
Nach  der  letztern  Gleichung  ist  6  durch  Af^  thellbar,  mao  kann 
also  b=pA^  setzen»  und  dann  wird  cz=zpB^,  Durch  Substitution 
dieser  Werthe  verwandelt  sich  die  Bedingungsgieichung  cc^-bd 
=:0  In  (pB^—dA^p-r^ii,  aber  p  kann  nicht  verschwioden ,  da 
sonst  6=0,  c=0»  mithin  il=0  wäre,  welchen  Fall  wir  schon  be- 
trachtet haben/  folglich  pJ9<»-dii<^=jO,  daher  p  durch  A^  theilbar» 

oder  p=^^A^,  also  rf=^Äö-.    Die  Gleichung  bb—ac=i^A=^^^ 

verwandelt  sich  hiernach  In  ^AP^^a^B^=^^^i  folglich  ist  ^  ein 

I 

Theiler  von  5fk    Endlich  ergiebt  sich  a= -^ — .    DuchSnb- 

stitutSoo  findet  man  nun 

Ä=^J«  c={^A^B^,dzz^B^, 

1 


-1^(^^"-'^' 


1 


indem  ^  jedwed^i  positiven,  oder  negativen  Theiler  von  5 ft  bedeutet, 

so  beschaffen 9   dass  a  efaie  ganze  Zahl  wird.    Umgekehrt,  wenn 
a,  6,  c,  d  diese  Werthe  haben»  so  findet  sich 

26ö-*2ac=^»  bc-^ad^^B,  cc-^bdzziO, 

folglich  (a.  b,  c,  d)  eine  kubische  Form,    deren  Charakteristik 
( J»  B,  0)  ist 

30.  Diese  Methode  hat  vor  der  allgemeinen  einen  grossen 
praktischen  Vorthell. 

Z.  B.  Ist  9 =(20»  15,  0)»  so  sind  nach  der  allgemeioen  Me- 
thode folgende  Formen  in  Bezug  auf  ihre  eigentliche  Aequivalenz 
mit  ^r=(20»— 15»  0)  zu  untersuchen: 

(200,  15,  0);  (200,  -25,  2);  (200,  -65,  20); 

0=1,  ^=15,  A=0;   0=1,  ^=15,  k=z3;  ^=1,  «'=15,  fc=6; 

(200,  -105.  54);,^       (200,  -145,  104);         (8,  15,  0) 
i=l.  «'  =  15,  it=9;   #=1,  ^=15,  i5:=12;  d'  =  5,  0=3,  ib=0 
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Man  findetnwr  die  erst^  «od  dritte Formgeelgaet;»  und  esrerwandell 
sich 

^=(20.  ^15,  0)  I.  (300.  15,  0)i  j^^^^  aieSubstlt„tloo20.3.13.2 
«=1,  ^=15,  A=0> 

in  ^  -f '  ^        ( durch  die  Sabstitation  4,  -1,  1,0; 

folglich  erhält  man  die  beiden  kublscheD  Formen  (13,  20,  30,  45); 
(ly  4,  6.  9),  zu  welchen  noch  ihre  cooträren  kommen. 

Nach  der  zweiten  Methode  ist 

i<=20,  2B=:30,  ^  =  10,  il«=2,  J5o=3; 
(&r  ^  kann  man  nur  dbl»  db^  nehmen,  und  erhält 

a=g(8d-^=:±l»  ±13;  6=±4,  ±20;  c=±6,  ±30;  ifc=±9  ±45; 

wie  vorher. 

^  31.    Nach  diesen  Vorbereitungen  können  wir  nun  die  Klassifi- 
cation  der  kubischen  Formen  angreifen. 

Wir  rechnen  irgend  zwei  solche  Formen  in  eine  Klasse, 
wenn  sie  eigentlich  aeqaivalent  sind,  in  verschiedene  Klassen, 
wenn  sie  es  nicht  sind.  Y^ir  haben  gesehen,  das*  zur  eigentlichen 
Aequivalenz  zweier  kubischen  Formen  die  eigentliche  Aequivalenz 
ihrer  Charakteristiken  erforderlich  ist  (12).  Dies  ist  .aber  nicht 
umgekehrt  richtig.  Betrachten  wir  nun  zuerst  alle  Formen  von 
derselben  Charakteristik  (deren  bei  positiver  Determinante  un- 
endlich viele  sind),  und  untersuchen,  wie  vielen  verschiedenen 
Klassen  dieselben  angehören. 

Alle  zur  Charakteristik  9=(^,  B,  C)  gehörenden  kubischen 
Formen  sind  nach  23.  24.  im  Allgemeinen  in  mehreren  Systemen 
enthalten.  Betrachten  wir  ein  bestimmtes  System  (5),  und  bezeich- 
nen irgend  eineF«>rm  desselben  (die  Grundform)  mit  {a9,  6®,  tfi,  d9), 
so  ist  jede  Form  des  nämlichen  Systems  (a,.6,  c,  d)  durch  fol- 
gende Gleichungen  bestimmt: 

[17]  iita=a0JC+(60J-c«J5)F, 
m6=6ojr-(aOC-6<>5)  F, 
mc=^cox+(d^A^cOB)r, 
md^doX-(c^C--doB)r; 

wo  m  das  grdsste  gemeinschaftliche  Maass  von  A,  2/7,  C,  und 
Xy  Y    alle    (positive    und    negative)    Wurzeln    der    Gleicbimg 
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XX-^DYT^^mm  sipd  (D=BB^AC).  Zu  bemerken  Uf'hlehei, 
das8  die  letztere  Gletcbune  unendlteh  viele  Wurzeln  bat,  wenn 
-P  positiv,  zwei  Paare  von  Wurzeln 

F=:0    0      I  '^^""         quadratisch   oder >4; 

▼ler  Paare  von  Wurzeln 

X=m.  — m,  0,  0|  — 4/>    . 

FA    n    1       II  wenn  =45 
=0,  0,  1,  — 1  '         ^     mm 

sechs  Paare  von  Wurzeln 


2:=m,  -in,»  ,  -ö  .  ö.  -ö»  ^^„^  ^=^=3  Ist. 

|r_   /x  /v       "fc  «  1  «1  WWW 


Zirei  eiffentlicb  aequivalente  kubische  Formen  von 
derselben  Charakteristik  fp=^iA^  B,  Q  geboren  nun 
notb^v endig  demselben  System  an.  Bezeichnet  man  diese 
Formen  nämlich  mit  (o,  b,  c,  0%  (a'»  b',  cf^  21'),  so  ist  nach  14L 

mo* =a5r+(bi<-aÄ)  17, 

>  mb'=br-(aC^bJ?)t/, 

mt=cT+(pÄ—cB)ü,: 

miy=  b  T^(cC-bB)  U; 

wo  r*— l>C7*=iii*ist;  ans  diesen  Relationen  folgt  aber^dass  (a,b,c,b), 
(a'y  b',  C,  00  in  dasselbe  Syrern  geböreii.  —  Formen  aus  ver- 
schiedenen Systemen  s^nd  mithin  nicht  eigentlich  aequivalent, 
oder  sie  eehOren  in  verschiedene  Klassen.  Hiemach  kommt  es 
nur  noch  darauf  an;  zu  entsqheideB,  ob  Formen  aus  demselben 
System  in  dieselbe,  oder  in  verschiedene  Klassen  geboren.  Zu 
dem  Ende  sind  die  verschiedenen  Fälle  besonders  zu  betrachten. 

— 40 

I.  Wenn  D  quadratisch  ode^  >4  ist»   So    erhält   das 

^  mm 

System  [17]  nur  zwei  Formen  (aO,  fto,  c®,  d%  (— a^,  — &<>,  — «<>, 
—d^),  und  da  dies.e  conträr  sind,  so  geboren  sie  in  eine  Klasse. 

— 4ß 

II.  Wenn  -^ — =4,  so  erhält  das  System  vier  Formen,  nämlich 


(ao,  60,  i?o,  rfo), 
/6^4— o^B        gOC-b^B       d^A-coB          coC.-d^B\ 
V       m        '  m        •  m        ' m       /' 

und  die  mit  diesen  contraren  Formen,  welche  nach  14.  II.  eben- 
falls eine  einzige  Klasse  bilden. 
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m.  WenD  •5j;;^=3,  so  enthält  das  System  sechs  Fonim; 
da  aber  io  diesem  Falle  nach  14.  I.  nur  identische  oder  contrfire 
roimen  eigentlich  aequivalent  sind,  so  folgt,  dass  diese  Formen 
in  drei  verschiedene  Klascfen  gehdren,  deren  Formen  erhalten 
werden^  indem  man  von  den  Werthen      ^ 

V  1  i  11 

-*='«>  — ^m,  —  2*",  — m»  2*"»  o^ 

F=0,    -1,        1,        0,      1,    -1 

Ireend  drei  so  beschaffene  Paare  nimmt,  dass  die  Werthe  von  X, 
Y  Irgend  eines  Paars  nicht  durch  Veränderung  der  Vorzeichen 
eines  anderen  Paares  entstehen,  also  z.  B.  die  drei  ersten  Paare. 

IV.  Wenn  die  Determinante  endlich  positiv  ist,  so  behaupte 
Ich,  dass  die  unendlich  vielen  Formen  eines  Systems  drei  ver- 
schiedene Klassen  bilden. 

Um  dies  zu  erweisen  seien 

/^=(a,  6,  C  d),    p^ip,;  V.  &,  df) 

S^nd  zwei  in  [171  enthaltene  Formen,  zu  den  Werthen  JC,  Y; 
',  Y'  gehörend.  Man  wird  also  ausser  den  vier  GL  [i^  noch  vier 
andere  haben,  aus  jenen  hervorgehend,  wenn  a',  b',  c\  d*,  X',  Y* 
mit  o,  6,  r,  <2,  X^  Y  vertauscht  werden.  Aus  diesen  acht  Glei- 
chungen wird  man  leicht  folgende  herleiten : 

m6'=6Ä»-(aO-AJB)F', 
mc'=<JC»  +  (dA-eJB)  F». 
md'ss  dX^-icC—dB)  V ; 

wo 

ist.  Es  werden  nun  /*,  f  eisentitcfa  aequivalent  sein,  folglich  In 
eine  Klasse  gehören,  wenn  a",  Y"  sich  unter  der  Form  ^Uvy 
±ti8i>  darstellen  lassen,  indem  ^y,  scsv  die  oben  angegebene  Be- 
deutung haben  (14).    Diese  Bedingung  ist  also  zu  entwickeln. 

Da  JT,  F;  2?,  F' der  Gleichung  xx^Dyy:=:nim  genügen,  so* 
kann  man 

Jf=±U  F=±u^;  X'^±y,  F'=±tt^. 

setzen,  wo  die  Vorzeichen  ganz  willkfihrlich  sind.  Suhstitiiirt 
man  dies  in  die  obigen  Werthe  von  JF',  Y"^  so  findet  sich  offenbar 
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nüP  entweder  =±(tfitfir^Du,iMfif)  oder  ^iz(t^^+DußU^) 
wT*  entweder  =±(</itt;i'— H/mV)      ^^^^  =dbtf/i«A«'+M/«')- 

Drockt  man  aber  1^,  »;«;  V,  V/i'  auf  bekannte  Weise  durch  ig, 
«1  aus  ao  erhält  man  nach  leichter  Rechnung 

Tolglich 

-X''=±*fCu'-iu)  oder  a=± V+A«^ 
.  F^  =  ±t«+(M'TA«)    od«f  =  ±«Ai'+/i; 

wo  die  Zeichen  immer  wiiikührlich  sind,  nur  dass  dem  Index 
dasjenige  Zeichen  zo  geben  ist,  welches  ihn  positiv  macht  Hier* 
aus  ziehen  wir  den  Schloss.  Wenn  die  Formen  f,  f  za  den 
Werthen 

i=±%*,  i^=±»m;  -X'=±v>  "f'^i^^pf 

edleren,  und  die  Werthe  in  beiden  Paaren  gleiche^  oder  in  bei- 
den entgegengesetzte  Zeichen  haben,  so  vrerden  f,  f  eigentlich 
aeqoiTaient  sein,  wenn  f*' — fi^O(mod.  3)  ist;  haben  aber  jene 
Werthe  in  dem  einen  Paar  gleiche,  im  andern  entgesengesetzte 
Zeichen,  so  Ist  zur  eigentlichen  Ae^uivalenz  ^'-fa^O  (mod*  3.) 
erforderlich,  und  umgekehrt.  Hiemut  ist  die  obige  Behauptung 
Dan  erwiesen,  nämlich 

die  in  der  ersten  Klasse  enthallenen  Formen  entsprechen  den 
Werthen 

+  ^»f  +  «8»;  ^^»f  -^«8»;   +^»*  —«8»;   —4«»  +«%«. 

Die  in  der  zweiten  Klasse  den  Werthen 

+^■+1»  +«%•+!  >  — fe«+i>  -«sn+i ;  +*3n+a,  -«8«+a;  -<i«+z. +t%«ia. 
Die  hl  der  dritten  Klasse  den  Werthen 

+^«+s»  +«8»+a;  -^«+t*  —«%«+«5  +<i»+i»— «8ft+i ;  —  ^«+1»  +«^ii+i- 

Als  Repraesentanten  der  Klassen  kann  man  z.  B.  die  den 
Werthen  m,  0;  ^i,  iii;  ^,  —  «i  nehmen. 

32.  Aus  dem  Vorhergehenden  ergiebt  sich,  dass  die  An- 
zahl  der  verschiedenen  Klassen  aller  kubischen  For- 
men von  derselben  Charakteristik  entweder  ebenso 
gross»  oder  dreimal  so  gross»  als  die  Anzahl  der  ver* 
schiedenen  Systeme  ist,  in  w^elche  diese  Formen  zer- 
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so 

legt  werden  kfianen;  n&mlich  eben  so  gross  in  den 
Fällen 

mm  mm'^ 

— 4/> 

dreimal  so  gross  in  den  flbrigen  Fällen: =:3and/>>0. 

"  mm 

33.  JSs  sei  f  eine  kubische  Form ,  <p  ihre  Charakteristik.  Ist 
9  nicht  schon  reducirt,  so  lässt  sie  sich  durch  mehrere  Substitu- 
tionen in  eine  mit  ihr  eigentlich  aequivalente  Reducta  tp'  ver- 
wandeln,  z.  B.  durch  die  Substitutioo  a,  ß,  y,  d,  wo  ad'-ßyz^:! 
ist.  Traosformirt  man  nuo  f  durch  diese  nämliche  Substitution  in 
ff  so  wird  f^  mit  f  eigentlich  aeaoivalent  sein,  denn  indem  f  in 
/*  durch  die  Substitution  a,  B,  y,  o,  wo  aö—ßy^zl,  fibergegangen 
ist,  geht  /*  in  f  zurfick  durch  die  Substitution  d,  — /J,  — y,  +«  (7). 
Bezeichnet  man  ferner  die  Charakteristik  von  f*  mit  (A',  B',  &), 
so  ist 

A'^Aaa-i-  'lBay-\-  Cfy,    B'zsi  Aaß  +  jB(«a + |5y) + C>*. 
C=Aßß'  +  2i?/Jd'  +  CTd'(9.) ; 

folglich  (i4',  Ä',  C)  mit  9'  identisch,  woraus  zweitens  fola^t^^ass 
die  kubische  Forin  f  die  quadratische  Form  9' zur  Charakteristik 
hat.  Jede  gegebene  kubische  Form  f  kann  mithin  durch  »etne, 
oder  mehrere  Substitutionen  in  eine  damit  elsentlich  aequlFakmte 
Form  f  verwandelt  werden,  deren  Charakterisok  eine  Reducta  ist. 

Mau  denke  sich  lilr  eine  gegebene  Determinante  D^O  oder 
^l(mod.  4.)  alle  reducirten  quadratischen  Formen,  In  welchen 
die  äussern  Glieder  beide  gerade  sind,  und  bei  negativem  D  nur 
die  positiven  Formen  (9.),  aufgestellt;  sie  seien  1/;,  ^',  '(;*',  .^ifi»-"^ 
ihre  Anzahl  ist  bekanntlich  begrenzt.  Ferner  denke  man  sich  alle 
kubischen  Formen,  deren  Charakteristiken  diese  reducirten  For* 
men  sind,  ebenfalls  aufgestellt  Jede  beliebige  kubische  Form 
von  der  Determinante  D  wird  sich  auf  eine  der  letztem  zurfick* 
fähren  lassen.  Alle  kubischen  Formen  von  derselben  Charakteri* 
stik  bilden  aber  eine  bestimmte  Menge  von  Klassen  (32.),  folglich 
sind  wir  zu  dem  schönen  Theorem  gelangt: 

Alle  kubischen  Formen  von  der  selben  Determinante 
lassen  sich  in  eine  endliche.  Menge  von  Klassen  zer- 
legen. 

Bezeichnet  man  die  Anzahl  der  Klassen  der  kubischen  For- 
men zur  Charakteristik  ^  mit  v,  die  zur  Charakteristik  i/  mit  ¥* 
ü.  s.  w«,  die  Anzahl  der  Klassen  aller  kubischen  Formen  von  der 
Determinante  D  mit  N,  so  ist 
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34.  Aufgabe.  Alle  kubiscfien  Fc^rmen  von  dersel- 
beo  Determinante  D  zu  klassificiren,  wenn  die  letz- 
tere ein  Quadrat  ist. 

Aaflosnng.  M^n  steile  alle  redocirten  qaadratischeii  For- 
men von  der  gegebenen  Determinante  Z>  =  A/^  auf  (wo  A  positiv), 
welche  bekanntlich  {A^  A,  0)  sind,  wo  A  zwischen  den  Grenzen 
0  und  2A — t^  incl.  eiogeschlossen  ist;  da  aber  nur  gerade  Werthe 
Ton  A  zulässig  sind,  so  werden  die  wirklich  aufzustellenden  Formen 

(0,  A,  0),  (2,  A,  0),  (4,  A,  0)  ^(6,  A,  0),,.^(2A-2.  A,  0) 

sein,  ihre  Anzahl  offenbar  =A*  Man  bszeichne  sie  mit  ^^  ^', 
^'^^...ilrA-^.  Man  bestimme  die  zur  Charakteristik  ^  ffehOrendea 
kubischen  Formen  (29),  und  behalte  von  je  zwei  contraren  (o,  b^ 
c,  Ö),  (— a,  — 4>,  — c,  — Ö)  immer  mir  die  eine  bei,  z.  ß.  die,  de- 
ren erster  Coefficient  positiv  ist;  alle  auf  diese  Weise  resultiren- 
den  Formen  werden  in  verschiedene  Klassen  gehören  (14.  !.)• 
Verfahrt  mau  ebenso  in  Bezug  auf  die  Reducirten  i^\  ^"9  ij/", ... 
^^^9  so  wird  man  die  Repraesentanten  aller  Klassen  erhalten. 
Denn  da  nach  der  Theorie  der  quadratischen  Formen  die  Redu- 
cirten 1^,  if^',  ^^^,...1^/*-*^  sämmtlich  in  verschiedene  Klassen  gehö- 
ren (keine  zwei  eigentlich  aeouivalent  sind),  so  gilt  Dasselbe  von 
den  in  Rede  stehenden  kubiscnen  Formen. 

Beispiel.    />=:81,  A=9. 

t=(0,  9,  0);    (2,9,0);    (4,9,0);    (6,9,0);    (8,9,0); 

(10,  9,  0);    (12,  9,  0);    (14,9,0);    (16/9,0) 

V;=(0,  9,  0) Klassen  (1,  0,  0,  -9);  (3,0,0,-3);  (9,0,0,-1). 


^=(2,  9,  0).....c=g^^^^V  Klasse  (0,  1,  9,  81) 

^=(4,  9,  0)....a=:^(s^^A  9  a=:g>  folglich  keine  Klasse  vorhaii* 


den.  ^=1 


^=(6,  9,  0)....ii=^f^),  a=>-|j 

^^      ^^  X>  keine  Khisse. 

^=1, 3         +3 


i(;=(8,  9,  0)....  a=J(64^-^),  a=7....Kla8se  (7,  16,  36,  81)  ■ 
^=1 

*=:(10,9,  0)....a=4('25^-J)> 


11= -Q-..^  keine  Klasse. 


a^i 
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23t 
*=1,  3  f 


keine  Klasse. 


^=(Wi9.0)...a=5(8d-|), 
^=1,  3 

^=(14,9,0)...a=J(343^-J),  a=38,.,.  Klasse  (38,  49,  63,  81) 

0=1 
*=(16,  9,  0)....a=^r512^— ^Y  a=-g-....  keine  Klasse. 

(>  =  1 

Hieraus  folgt»  dass  alle  kabisehe  Formen  von  der  Determinante 
81  in  sechs  verschiedene  Klassen  zerfallen,  welche  durch  folgende 
Formen  repraesertirt  werden  können :~ 

(1,  0,  0,  -9);  (3,  0,  0,  -3)5  (9,  0,  0,  -1);  (0,  1,  9,  81)-, 

(7,  16,36,81;;  (38,49,63,  81). 

35.  Es  sei  B  eine  ungerade  Primzahl,  (^,  iS,  0)  die  Cha- 
rakteristik.   Dann  ist  gft,    oder    dass   grOsste    gemeinschaftliche 

Maass  von  -^A  und  B,  offenbar  =1, 

AOz=^Ä,  B^^B,  ^=1,  a=5(408_i). 

Die  Congruenz  z'^l(mod.  B)  hat  drei  Wurzeln  unter  B,  oder 
eine  Wurzel,  jenachdem  B  von  der  Form  3n-f  1>  oder  von  der 
Form  Sn+^  ist.  Beachtet  man  nun,  dass  zu  der  Charakteristik 
(0,  B,  0)  die  Klassen  (l,  0,  0,  — JB),  (iS,  0,  0,  —1)  gehören,  so 
erglebt  sich  folgendes  Theorem: 

Alle  kubischen  Formen  von  der  Determinante  J9^ 
zerfallen,  wenn  B  eine  ungerade  Primzahl  ist,  für 
J7=:3ii-|-2  in  drei  verschiedene  Khissen,  deren  Reprae- 
sentanten  (1,  0,  0,  — Ä);  (Ä,  0,  0,  -1);  (0,  1,  J?,  B^  sind; 
für  B=3n+1  in  fünf  verschiedene  Klassen,  deren  Ke- 
praesentanten  (1,  0,  0,  B);  (B,  0,  0,  -1);  (0,  1,  B\  B^); 

sind,  indem  z,  z'  die  beiden  von  der  Einheit  verschiede- 
nen Wurzeln  der  Concruenz  2'^I(niod.  B)  unter  B  be- 
deuten. Für  jB=:t  inshesondere  giebt  es  eine  Klasse 
(1,  0,  0,  -1);  für  J?=3  drei  Klassen  (i,  0,  0,  —3);  (3,  0,  0, 
-J);  (0,  1,3,  9). 

Beispiel. 

J9=:7=:3ii-fl     z»=l(mod.  7),  z=:2,  z'=s4; 
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die  Klusaea  sind, a)i|o  t  .    i,  r 

(1,  0,  0,  -7);    (7,  6,  0,  -1);    (0,  1,  7,  49);    (1,  4,  14,  49); 

(9,  16,28,49). 

-36.    Es  sei  £=2/1,  wop  eine  ungenft!«  PrinkzahL  DieWerthe 
voD»^  werden  sein:  0,  1,  2,  3,, .,2p — 1.    Betrachten  wir  zuerst 

den  Werth  ^A^p-   In  diesem  Falle  ist  das  grösste  geraeinschaft- 

liche .  Maass  •  von  a^.  und  B  offenbar  z=:p, 

we  IN=:I  oder  =j0  sein  kann.    Dies  giebt  die  Klassen 

Es  kann  zwei^ns^^  ungerade,  ab^  nicbt  =p  «ein.  In  dieserar 
Falleist  .     : 

WO  ^^<2/7  sein  muss.  Die  Cpngroenz  2'=!  (mod.  ^)  hat  un- 
ter 2/?  eine,  oder  drei  Wurzeln,"  jenajchdemp  von  der  Form  3?i+2, 
oder  von  der  Form  3»  -f  I  ist ;  folglich  sind  die  entsprechenden 

Klassen  in  f-^  9  ^*  2/?i,  4p^J  begri^en.,  wo  für  z  jede  dieser 
Wurzeln  zu  setzen  ist.  —  Es  hann  dtitteils  5  A  gerade  sein.  In 
diesem    Falle  ist 

WO  ^  =  \  oder.  =2  sein  kann.    Für  ^  =  1  erhält  man  Klassen  un- 

(z*— 2  \ 

•— -,  :2,  pz,  p^U  wo    r  die  Wurzeln   der  Con- 

n:^  ^?^2  (mod..  p)  unter  />   bedeutet.     För  0=2  erhält  man 


lassen  unter  der  Form 


X^~-^>  22»,  2pz,  ^pA,  wo  2:8=1  (mod.  p). 


Theil  XVII. 
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Es  kann  endlich  A=0  sein.    Diesem  Fall  enfepredien  «He!  tUte- 
sen  (1,  0,  Oi  -2p) ;  (2,  0,  0,  -p);  (p,  0,  0,  -2);  (2p,  0,  0,  -1). 

Die  CongmenE  z'^2(mod.p)  ist  nicht  immer  iSshar;  hat  sie 
aber  Wurzeln,  so  ist  deren  AnzaJil  ebenfalls  =1  oder  3,  jenacb- 
d«te  /i==3n4^2,  3n  +  l  Ist 

Die  Congrnenz  2z' ^1  (mod.  p)  ist  gleichfalls  nicht  immer 
lösbar.  Denn  ist  sie  erfüllt,  so  muss  ^'==/(mod.p)  sein;  npin 
kann  man  aber  f  so  bestimmen,  dass  2/=l(mod.p)  ist,  utiä  dann 
wird  2'=/'(mod.p),  welcher  Forderung  nicht  immer  genilgt  werden 
kann.  Man  sieht  nieraus  aber,  dass  die  Anzahl  der  Wurzeln  der 
Congruenz  2s'^l  (mod.p),  wenn  sie  nicht  null  ist,  entweder  =1, 
oder  ==3  sein  muss,  jenachdem  p=3n-f2,  oder  =3ii4'l  ist. 

Alle  kubische  Formen  von  der  Determinante  (2p)*, 
wo  p  eine  ungerade  Primzahl,  slndmithin  in  folg«na«B 
Klassen  enthalten: 

(1,0,0, -2p);    (2,  0,  0, -p);    (p,  0,  0. -2);    (2p,  0,  0, -1); 
(^,1,2,4);    (eil,  p,  2p,  4p); 

y-^f  21,  2p2,  4ppV...2»=l(mod.2jp)*) 

Q^~f  2x2,  ipz,  2pp) 22^sl(rat>d.^), 

y  >  22,  p2,  ppj  ..•.*^»=2(mod.p); 

woraus  leicht  folgt,  dass  die  Anzahl  der  Klassen  nieht  kleiner  als 
7  und  nicht  grösser  als  15  Ist 

BeispieL    p=3L    Man  findet 

2=1,  5,  25;  2^=8,  9,  14;  2^=4,  7,  20; 

folglich  sind  die  Klassen  der  Formen  von  der  Determinante 36 folgende : 

(1,0,0^2);  (2,0,0,-31);  (31,0,0,-2);  (62.0,0,-1); 
(-15,  1,  24);  (15,  31,  62,  124);  (0, 1,62,  3841);  (2,  25,  310,  3844); 
(252,  626,  1550,  3844);  (33,  128,  496,  1922);  (47,  162,  568,  1922); 
(177,  392,  868,  1922);    (2,  16,  124,  961);    (11,  40,  217,  961); 

(268,  400,  020,  961). 


•)    Maa  löit  diese  Goomensen    leicht  mit   Hülfe    der   tVeztafela 
des  Herni  Prof.  Jacobi  (S.  Caaoa  ArithmeUcttt). 
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97. '  Bevor  wfr  knr  neeMveo  Determinante  übeTgehen,  wollen 
wir  zuiii  faesseren  Verständniss  folgende. Bemerlfung  über,  die  qua* 
draflscben  Firmen  voraussenden. 

Die  Rednction  der  quadrafi^hen  Formen  von  negativer  De- 
terminante nehmen  wir  nach  Gauss  vor.  Die  Form  (A,  B,  C) 
von   der  negativen  Determinante  BB—AC=zD  heisst  reducirt, 

wenn  BvXäii.^^A^  C  nicht  <,A  ist  (bloss  in  Räcksicht  auf  die 

a|)foliitei)  Werthe).    Dabei  Ist  Ä^Y  —jjö^  il<y  —Jz).    Z. 
B.  ftif /^— 71  sind  die  Redncirten  folgende: 

(1,  0,  71);   (2,  ±1,  36);   (3,  ±1,  24);    (4,  ±1,  18)  J    (6.  ±1,  12); 

(8,  ±J,  Ö);  (5,±a,  15);    (8,  ±3,  10); 

verbunden  mit  ebenso  vielen  anderen^  in  denen  die  äusseren  Glie- 
der n<^a^v  sind. 

Ferner  tet  zu  bemerken.  Zwei  reducirte  quadratische  Formen 
von  derselben  negativen  Determinante  sind  immer^  aber  auch  nur, 
eigentlich  aequivalent,  wenn  sie  entweder  identisch  sind,  oder 
wenn  sie  entgegengesetzt  sind,  und  im  letztern  Falle  entweder 
ancipites,  oder  die  äussern  Glieder  gleich  habend,  d.  b.  die^  entge- 
gengesetzten reducirten  Foraien  (/t,  B,  C)i  (A,  — B,  C)  sind  im- 
mer, aber  nur,  eigentlich  aequivalent»  wenn  von  den  beiden  Be- 
dingangen  2B^=:J-A,  il=C  mindestens  ein^  statt  findet. 

38.  Sind  nun  tp,  q>'  zwei  verschiedene  Charakteristiken  und 
nichQ  entgegengesetzt;  oder  sind  sie  entgegengesetzt»  aber  weder 
ancipites,  noch  mit  bleichen  äusseren  Gliedern  behaftet,  so  kon- 
non  (siet  niebt  eigentlich  aeqoivalent  sein,  foldich  werden  die 
ihnen  entsprechenden  kubiscnen  Formen  ebenfalls  in  verschie- 
dene Ktasffen  gehören.  Wir '  haben  daher  nur  folgende  Aufgabe 
zu  lösen: 

39.  Aufgabe.  Zwei  kubische  Formen  von  negat  De- 
terminante haben  zu  Charakteristiken  reducirt  qua- 
dr«itii^ebe  F6.rmen>  welche  entgegengesetzt,  and  ent- 
wieder  ancipites  sind,  oder  die  äusseren  Glieder  gleich 
haben;,  'man  soll  beurtheilen,  ob  jene  eigentlicn  ae- 
^«ivaleot  sind,  oder  nicht. 

Aku/lM«iUBg.  Die  Reducirten  seien  a>=<il»  A  C);  q>':=:{A 
— Ä,  C);  A  kann  nicht  verschwinden,  Ä  werde  als  positiv  an- 
genommen. Die  entsprechenden  kubischen  Formen  bezeichne  man 
mit  A=(a,  *,  c,  d);  r=(«',  Ä',  c-,  d')- 

I.  tp  und  q>'  seien  ancinttes,  so  dass2£=i4  ist  (A  ist, posi- 
tiv und  gerade  nach  9.).  Die  eigentliche  Aeauivalenz  von  /J  /*  ist 
nun  nach  14.  16.  zu  untersuchen.  Bekanntlicn  geht  q>  in  m'  durch 
die  eigentliche  Substitution  l,  —-1^  0«  1  fiber,  und  durch  die  näm- 
liche Substitution  verwandelt  sich  f  in 

f=:(«,  b,  c,  0)=(o,  — a-f  6,  a-26  +  c,  — a+36-3c  +  c/). 

3* 
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Die  Dothwendige  und  auereichende  Bedingung»  dass  /,  f* 
eigentlich  aequivalent  sind,  ist  nun  in  dem  Falle  — ;r=:3>  ^^^^^ 

— 4Z> 

f  mit  f  identisch,  oder  conträr  sei ;  in  dem  Falle  ■■■  =:4,  dass 
'  Wim 

f  entweder  mit  f  oder  mit 

c  _^bA+aB       aC+bB     öA+cB       cC±öB\ 

oder  mit  deren  contrSren  Formen,  identisch  'sei,  wobei  zu  be- 
merken, dass  die  drei  Formen  f^  f,  f|  dieselbe  Charakteristik  9' 
haben. 

Zwei  kubische  Formen  (ai,  bi,  Cj,  t)|);  (a^,  b^,  c^,  Öj)  von 
derselben  Charakteristik  (A,  — ß,  C)  werden  identisch  sein,  wenn 
ai=(^f  bi  =  b.2  ist.    Denn  man  hat 

bibi— ÄiCj  =  babi— «aC«,    biCj— ajöi  =b2Ca— «aö« ,    c,Ci -biö, 

folglich  nach  der  Voraussetzung 

bibi— aiCi=bibi  -aic^ 
biCi— aiÖi=biCt~«iÖa, 
CiCi  -bx^i  =  CaCa— biDa  • 

Aus  der  ersten  Gleichung  folgt  Ci^^c^, .  wenn  di  nicht  null  ist, 
folglich  nach  der  zweiten  Gleichung  auch  D|=Oa.  Wenn  aber 
ai=0    ist,    so    kann    bi    nicht  verschwinden,  denn  sonst  wäre 

bibi  —  aiCi  =  2^  =  ^'  gegen  die  Voraussetzung,  folglich  nach  der 
zweiten  Gleichung  Ci==Ca>  und  nach  der  dritten  Oi=ba* 

Verbindet  man  diese  Bemerkung  mit  dem  Vorhergehenden, 
so  folgt: 

Zwei  kubische  Formen  /==:(n,  6,  c,  d);  f=^(a\b\c^,d% 

welche   zu  Charakteristiken    entgegengesetzte    redu^ 

cirte  Ancepsformen  (p=(Af  B,  C),  (p':=z(A»  — B^  C)  haben, 

sind  immer,  aber  auch  nur,  eigentlich  aequivalent,  wenn 

— 4D  —4// 

in   den   Fällen    >4,   =3  die  Bedingungen 

mm  ^    *     mm  °      ° 

±a'==a,    ±b'  =  b'-a\ 

— 4D 

in    dem    Falle     =4  die  Bedingungen 


oder  .auch 


dba'=fl,  db &'  =  &-«; 
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wi  '    ^  m 

erfüllt  sfodf  wo' die  Zeichen  sich  auf  einander  bezie- 
hen, m  das  grosste  gem.  Maass  von  A,  ^By  C  (positiv 
genommen)  bedeutet. 

n.  Sind  in  <p  oder  q>*  die  äussern  Glieder  deich,  so  geht  be- 
kanntitch  q>  in  q>'  durch  die  Substitution  Oj  -*I^  1,  0  über,  durch 
welche  sich  /  in  f=:(a,  b,  c,  D)  =  (</,  — c,  6,  — a)  verwandelt.  In 

den  FälleD  "^ — ^*\  muss  nun  /'  mit  f  identisch,  oder  conträr, 
mm  — "  ' 

— 4i> 

hl  dem  Falle =4  entweder  mit  f  oder,  mit 

mm 

^      f-cA\dB        dAr^B   ^aA+bB        bA—aB\ 

oder  deren  contrfiren  Formen  identisch  sein.    Daher  folgt: 

Zwei  kubischeFormen  f=^(a,  6,  c,  d);  /*=(a',  6',  c',d% 
welche  zu  Charakteristiken  entgegengesetzte  redu- 
cirte  Formen  mit  gleichen  äussern  Gliedern  (A,  B,  A);. 
{A,  ^B,  A)  haben,  sind  imiuer^  aber  auch  nur,  elgent- 

— 4Z>S4 

lieh  aequivaient,  wenn  in  den  Fätlen  ..q  die  Be- 

min  •— ** 

dingungen 

— 4Z> 

in  dem  Falle =4  die  Bedingungen 

mm  "      ® 

oder  auch 

.    ,     — Cil+rfÄ      ^.,     dA^cB 
±«=— ^i '    T6'=— ^^ 

erfOllt  sind,  wo  die  Zeichen  sich  aufeinander  bezie- 
hen, m  das  grosste.  gem.  Maass  von  A,  2B  (positiv  ge- 
nommen) bedeutet.  . 

40.  Aufgabe.  Alle  kubischenFormen  von  derselbßn 
negativen  Determinantain  Klassen  zu  bringen. 

A  0  f i  o  s  u  n  g.  Man  stelle  zuerst  alle  reducirten  quadratischen 
Formen  vop  der  gesehenen  Determinante  auf,  so  dass  die  äussern 
Glieder  positiv  uno  gerade  sind.  Man  bezeichne  sie  der.  An- 
schaulicbKeit  wegen  mit 
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w«bei  zu  beraerken,  dass  von  zwei  fiber  einander  stehenden  Potnittii 
die^eine  vod  selbst  weef&llt^  .  weim  das  Mittelglied  v^rschwiiidetJ 
Bi  Bf  B',  u.  s.  w.  sollen  positiv  sein.  .    .• 

.    Man  eptwickcile  sodann  alle  kubiscbe  Formen  zur  .^Ifan»kt^stik 

?»  und  bringe  s'^  m  Klassen,  welche  durch  BeprUsent^uteh  yer« 
eteo  sindA  Die  'Klassen  der  Formen  zur ' -jßntgegengesßtzten 
Charakteristik  H>i  findet  man  durch  Veränderung  der  Vorzeichen 
im  aw»eiten  und  vierten  Gliede.  —  Ebenso  verfahre  nns  in  Be* 
zug  auf  die  reducirten  Formen  ^',  if/| ;  i^,  tf/'j ;  u.  s.  w.  —  Alte 
Klassen  zu  derselben  ^hiM^akteristil;,  pd^r  zii  nicht  eigentUeb  afH 
quivalenten  Charakteristiken^  sind  verschieden ,  und  werden  beibe- 
halten. Es  ist  nun  nachzusehen ,  ob  unter  den  Reducirten  Paare 
von  entgegengesetzten»  eigentlich  aequivalenten  Fdrmenv  voffkom- 
men.    Veseftzt  man  finde  ein  solches  Paar 

i\ff^^{M  Bf*,  €>)  mit  den  zogek^lgen  Ktassetfforroen  f^f,  f,  f^, 

U.  8.    WL 

•^=(il^  -*>M  t>)  rmi  den  zugehoVigeri  Klassen fbrnien/x,/iVA*i/i*'» 

Alsdeanhatman  zannter^^aohen  (30.),  ob  fi  mit  irgend  einer  der 
Formen  fftff^^f^^»  «•  ^*  eigentlich  aequivaljent  ist,  o,der  picht  j 
Im  ersten  Falle  wird  die  Form  fi  ausgeworfen,  dagegen  beibehal- 
ten, wenn  man  sie  mit  keiner  der  besagten  Formen  eieeotlicb  ae- 
auivalent  findet.  Verßlhrt  man  ebenso  in  Bezug  auf  aie  Formen 
(19  fi"»  tx"  u.  s.  w.,  so  wird  |nan  aUe  möglichen,  verschiedenen, 
Klassen  der  kubischen  Formen  von  der  gegebenen  Determinante 
finden. 

Man  kann  zur  Abkürzung  der  Methode  noch  bemerken :  Wenn 
c.  B.  fi  mit  f  eigentlich  äquivalent  gefunden  worden  ist,  so 
wird  jede  andere  mit  ^  in  einer  Reihe  befindliche  Form  mit  f 
nicht  eigentlich  aequivalent  sein, 'wie  leicht  erhellt.  Sind  also  fi 
nnd  /*,  ebenso  ^'  und  /*^,  in  einer  Klasse,  so  werden  bei  der  Un- 
tersuchung jeder  andern  Form  der  zweiten  Reihe,  (f^"  fi"'*  u-  s.w.) 
in  Bezug  auf  ihre  ^igentttche  Aequivalenz  mit  einer  Form  der 
ersten  Reihe  die  Formen  f',  t*"  fibergangen  werden  können,  u.s.w. 

Beispiel. 

Z>=— 112=0  (mod.  4.). 

Redttcirte  Formen  * 

(2,0,56);    (4,0,28);    (8^0,14);    (8,      4,16).; 

(8,  -4,  16). 

Zur  Charakteristik  (4,  0,  28)  und  (8,  0,  14)  findet  man  keine  ku- 
bische Formen,  dagegen  n  ..  ' 
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\zuT  Cbaraktemtik  (8,  4,  16) die  Klasseo  (0»  —2,  --2^  2); 

(1,-1,-3.-1);    (-1,  --2,0,4); 
ir  Cbarakteriatik  (8,  ^4,  16). — die  Kiasaeo  (0>  +2,  — 3>  -2); 

(1,  +1,  -3,  +1);  (-1,  +2,  0,  -^4). 

NuD  findet  man 


faur 


(0,  -1-2,  —2,  —2)  eigentlich  aeqoivalent  mit  (0,  —2,  —2,  2); 
(1,  +1,  —3,  1)  eigentlich  aequivalent  mit  (—1,  —2,  0,  4); 
(—1,  +2,  0,  — 4)  eigentlich  aequivalent  mit  (1,  —1,  — 3,  —1); 

folglich  sind  alle  kubische  Fotmen  von  der  Determinante  — 112  in 
4  Klassen  enthalten,  welche  durch  die  folgenden  Formen  reprä- 
sentirt  werdeo  kOnnen : 


(0,1,0,^88);    (0, --2,  -2,2);    (1,-1,-3,-1);  M, -2,  ft  4). 

Die  Form  (0,  —2,  —2,  2)  ist  mit  ihrer  entgegengesetzten  (0,  -f  2, 
—2,  —2)  eigentlich  aequivalent  gefunden;  sie  ist  mit  derselben 
aber  auch  uneigentlich  aequivalent  (VS.),  woraus  leicht  folgt,  dass 
die  Form  ^,  ~2,  —2,  2)  sich  selbst,  sowie  überhaupt  Jeder  Form 
ttrer  Klasse  auf  beiderlei  Welse  aequivalent  ist»  Dieser  Um- 
stand hat  bekanntlich  in  der  Theorie  der  quadratischen  Formen 
ein  Analogqu« 

41-  Uqn  die  kubischen  Fprmen  von  positiver  Determinante 
asa  Uassifioiren ,  wird  man  nach  dem  nämlicbeo  Pr'^ictp»  wie  vor- 
her« s«  verfahren  haben.  Man  stellt  nMmlichzuerstallereaucirten  qua* 
dratischen  Formen  (A,  B,  C)  von  der  gegebenen  Determinante 
auf,  so  dass  die  äusaern  <jUed«r  gerade  sind.  Reducirt  beisst 
abee  eine  solche  Form  nach  Gauss,  wenn  0<Jff<V/^  und 
VÖ^B'<JhA<^VD+B  ist,  indem  Z>  die  Determinante  bezeichnet» 
Hierauf  tbeilt  man  diese  Reducirten  in  Perioden,  und  entwickelt 
die  allgemeinen  Formeln  für  den  InbegrilT  aller  kubiscbeii  Formen, 
welche  diese  Reducirten  zu  Charakteristiken  haben.  Alle  Formen 
von  derselben  Charakteristik  kann  man  nach  dem  Vorhergehenden 
klassificiren.  Man  weiss  femer,  dass  zwei  kubische  Formen ,  zu 
nicht  eigentlich  aequivalenten  Charakteristiken  gehörend,  ebenfalls 
nicht  eigentlich  aequivalent  sind,  mithin  verschiedenen  Klassen  an- 
gehören. Es  kommt  also  nur  darauf  an,  zu  entscheiden,  ob  zwei 
kubische  Formen;  deren  Charakteristiken  sich  in  derselben  Periode 
befinden,  in,  dieselbe  oder  in  verschiedene  Klassen  geboren,  und 
auch  diese  Aiffgabe  ist  im  Vorhergeheoden  gelSst  worden. 


42«  VMe  von  den  vorhergehenden  Scblüsa^n  verlieren  ihre 
Kraft,  wenn  die  Determinante  verschwindet.  Es  sind  also  die 
auf  diesen  Fall  Bezug  habenden  Resultate  noch  zu  entwickeln. 
Wir  sind  aber  genoUugt,  einige  Betrachtungen  über  die  quadra- 
tischen Formen  von  der  Determinante  Null  voi^9W§§hen  z«  las- 
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sen,  da  sieb  dieser  Palt  in  den  Disq.  Atitbin.  nicht  soweit 'liu* 
Einzelne  ausgeßihrt  findet»  als  hier  errorderiich  ist  .     .   ,« 

43.  Aufgabe,  Die  eigentliche  Aequivalenz  zweier 
quadratifiicnen  Formen  von  der  Determinante'  null,  zu 
beurtheilen,  und  alle  eigentlichen  Transformationen 
der  einen  Form  in   die  andere  zu  flnden. 

Auflösung.    Die  gegebenen  Formen  seien 

und  «- 

:  BB-^ACzizD^O,  B'ß'--Aa^O. 

Offenbar  haben  A  und  C  gleiche  Zeichen.  Es  sei  m  dass  grusste 
gem.  Maass  von  A,  C,  mit  dem  Zeichen  dieser  Zahlen  genom- 
men j  nach  der  Gleichung  BB--AC=0  gebt  es  in  B  auf*  Man 
kann  daher 

A:=mgg,  B^^^mgh,  C^mhh 

setzen,  wo  g  und  h  prim  gegen  einander  sind ;  denn  das  Zeijchen 
des  Products '^A  kann  so  angenommen  werden,  dass  mgh  mit  B 
einerlei  Zeichen  hat    Es  ist  hiernach 

<P=ijngg,  mgh,  mhh)\    (p'=(mg'g',  mg'h',  mh'hr) 

zu  setzen,  wenn  überhaupt  eigentliche  Aequivalenz  zwischen  q> 
und  q>'  möglich  sein  soll;  denn  das  grosste  gem.  Maass  von  il,  d, 
C  muss  dem  grössten  gem.  Maass  von  -  A\  o',  O  gleich  e^n. 

Geht  nun  tp  in  q/  durch  die  Substitution  a,  ß,  y,  S  über,  so 
das9  aö—ßyr^l  ist,  so  wird  man  folgende  Bedingun^gleicbungen 
haben :  ' 

\lg'h'=g''aß  +  gh{cc8  +  ßy)+h^/S=^{ga+hy)(gß  +  hd), 
lU.  h'^=:g^ß^  +  2ghßö  +  k^z^ß  +  hS)^. 

Aus  I.  und  HI.  folg); 

ga  +  hy^±g\...[ll  gß^M^±h'...:[2]  ; 

womit  noch  aö— j3y=l...[3]  «u  verbiiiden  ist  Bezieht  man  die 
Zeichen  nicht  auf  einander,  so  wird  fei.  Tl.  nicht  befriedigt  Um- 
gekehrt, wenn  a,  ß ,  y,  ö  dön  drei  vorhergehenden  Gleichungen 
genügen,  so  werden  die  Gleichungen  I.,  11.  und  IIL  befriedigt  und 
(p  gent  in  q)'  durch  die  eigentlich'  aequivalente  Substitution«,  ß, 
y,  0  über. 

Bestimmt  man  t  und  u  so.  dass  ^ti— ä<=1  (wo  man  für  t, 
n  etwa  die  kleinsten  positvon  Werthe  nehmen  kann),  so  sind  he- 
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kanotlich  alle  WurselD  der  Gteidiimg  [1]  mid  der  Gleichung  [2] 
10  folgenden  Formeln  begriffen : 

wo  r  und  r'  ganz  nnbestimmte  Zahlen  sind.  Substitnirt  man  diese 
Werthe  in  [SJ,  so, findet  sich  noch  zwischen  r,  r'  die  Bedingungs- 
gleichung ^V~AV==Fl  9  und  um  die  letztere  zu  losen >  mache 
mm  ^V^— AT=1,  dann  findet  sich 

r'=Ttt'-^A',  rr=T  «'-»'; 
wo  Q  eine  wiHkthriiche  Zahl,  folglich  durch  Substitntioa  . 

(l)(«=±(y«*-Ä<')-^^'A, 
W=±(A'tt-Au')-pAÄ', 

Diese  Formel  enthält  den  InbegriflC  alier  eigentlichen  Suhstttutionen» 
durch  welche  (p  in  9'  übergeht 

44.    Hieraus  folj^  ... 

1^.  Die  einzige  nothwendige  und  auch  ausreichende  Bedingung 
dereigentlicheiil'Aequi^alenz  zweier  quadratischen  Formen  von  der 
Determinante  null  ist  die,  dass  das  crosstegem.  Maass  von  Ay 
C  dem^grOssten  gem.  Maass  von  Ä'f  O  gleich  ist,  indeAi  die 
gegebenen  Formen  durch  (A,  B,  C);  {A\  B^  C)  bezeichnet  sind. 

2^.  Da  q>  mit  g)^  uneigentlich  aequtvaient  ist,  wenn  p  mit  der 
Entgegengesetzten  von  g>'  eigentlich  aequivalent,  so  sind  zwei 
eigentlich  aeqsMvalente  Formen  von  der  Determinante  null  immer 
gleicb2;elt}g  auch  uneisentlich  aequtvaient'.  Uiii  alle  unei^enflfcben 
Transformationen  zu  finden ,  braucht  man  in  (1)  nur  g'  und  u^  mit 
den  entgegengesetzten  Zeichen  zu  nehmen. 

3*^.  Cni  alle  eigentlichen  Transformationen  der  Form  <p  in 
sich  selbst  zu  finden,  hat  man 

^=^,  A'=A,  u'==it,  r=t; 

folglich  wegen  j^—A<=3l:  /  \ 

17=  +  Q99 

U  =  ±\  +  Qffh, 

4^.  Die  quadratische  Form  (rngg,  mgh»  mhh)  lässt  sich  immer 
in  die  damit  eigentlich  aequivalente  (m,  m,  m)  verwandeln.  Alle 
eigentlichen  Substitutionen ,  durch*  welche  dies  zu  Stande  kommt, 
zu  finden,  hat  man^sl.  A^=l,  u'— ^=1,  folglich  «'=1,  f=:Q,  und 
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/ 

Die  Form  (nt^m^m)  kann  die  redacirte  von  {mgg,  rngh,  mkh)  ge- 
nannt werden. 

5®.  Reducirte  Formen  von   der  Determinante  noll  (m,  m,  m) ; 
(m',  m',  mO  kOnnea  nicht  aeiju^vale^t  mßiu,  wenn  m  und  m*  yer- 
'  schieden  sind,  folglich  ist  die  Menge  der. Klassen  der  quadrati- 
schen Fomen  ron  der  Determinante  null  nneitdii^h. 

45.  Aufgabe.  A^ie  kabiAoben  Formen  von  der  De- 
terminante null  v^u  finden,  welcl^e  eine  gegebene 
Charakteristik  haben. 

Auflösung.  Die  gegebene  Charaktei^stik  sei  (p=i{AtB,  C), 
wo  BB — ACz=:0  ist.  mmmtimtn  an»  ea  cei  f=^(a,  b,  c,  d)  eine 
kubische  Formen  zu  dieser  Charakteristik,  so  wird  man  folgende 
Gleichungen  haben  s 

2bb^2ac=iA,  be—ad—B,  2cc-ibd^C, 
und  die  Gleichung  BB^AC^^O  verwandelt  sich  hiernach  In 

a^d^Sb^d^  +  4<tt»  +  4öc»--6aM=s:0. 
Ans  der  letztem  Gleichung  folgt  durch  Multyilica^ipn  mH  a^  c^: 

(aV  +  26»-3a6c)*Ä:4(4^-a<?)^  adei  (ä/I-t^#P=4(^)', 

(€Pa  +  2c»— 36cd)«=4(cc— 6rf)»  oder  (cC-d:j5)*=4  (^'; 

woraus  man  sieht,  dass^il  und  C  gerade  und  ptositiv  sein  mösseou 

Nach  43.  war  nun  A  =mggs  B=mgh,  C=imhh,  wo  a  und  A 
prim  gegen  einander  sind.  Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Glei- 
chung (bA—aB)'^=i.(2j  *  so  kommt  iii*^*(65r— aA)*=  ^  "•*fl^* 
folglich,  indem  wir  zuvörderst  annehmen,  dass  A^  folglich  auch  g, 
nicht  verschwindet,  ("^z~  )  =5*'*»    welche    Gleichung    zeigt, 

dass  qm  eine  Quadratzahl,  und  a  durch  g  theilbar  ist*     Setzen 

wir  nun  Äni=fi*9  so  kommt 
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mMiiD  o  durch  j^,  folglicb  b.  doreh  jf«  theilbar.  M|ui  kann  abo 
a^S/^a',  b=:gl^  setzen,  und  erfaßt  6'=a'A±|«,  folglicb 

a=ff»af,  b=g(a'h±ii),  c=hia'h^2ii),  d=lfl(^^y 

Da eine  ganze  Zahl  sein  muss^  so  kann  man  a*hi:3(L=gdf 

setzen,  und  es  kommt 

(4)    ö=yV,  fc=y(Ä'«:**),  <»A(i*VT|*),  d=ÄW,  a'Ä— d'^=:T3^ 

Das  Resultat  ist  also  übersicfitKch  folgendes:  Sollen  zur  Cha- 
rakteristik q>  kubische  Formen  gehören  können^  so  muss^ 

(5)  9=  (2/*y,  2ii^gh,  2ii«A«) 

sefai,  wo  g  und  h  prim  gegen  einander  sind.  Dies  yorausgesatzL 
siod  alle  gesuchten  Formen  des  dritten  Grades  (a,  6»  c,  <Q  diircn 
die  Gleichung  (4)  bestimmt,  indem  a'  ut^  df  der  Gleichung  q/h-^'g 
=  =F3fi  genügen  mfissen,  welche  immer  lösbar  ist.  * 

Sind  aber  t,  i»;t^.<«  beliebige  l^Wtocl*  decGIelohang  ^^AtsO^ 
etwa  die  kleinsten  pösitiFCii^  so  bt 

folglich 

i^U^it^Z^i^^Tg\ 
J6=±pa(l+3tt)+r^A, 
)c==±^Ä(^tt^-lH,n?A«.  . 
Usn:dl;3/«tcA?^4-rAffs 

wo  die  Zeichen  sich  auf  einander  beziehen,  r  eine  vrillköhrljche 
ganze  Zahl  ist. 

Wenn  A^  also  auch  B^  verschwindet,  aber  nicht  C,  so  hat  man 
"      M^d(?=±,a,   6^-ttit=*0,  b€^beh=t^C. 

,  '        i  t  •  ■ .   t .,  '••  I   '       « 

Ans  den  beiden  ersten  Gleichungen  folgt  aber  leicht 

o(«— *rf)=0«  i(cc— 6«i)=0; 
folglid^ 


0=0,  6=0,  ee=^Ci 


fel^üdk 
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CT)  (0,  0.  ±y|c,  d), 


der  Inbegriff  der  kubischen  Formen  zur  Charakteristik  (0^  0,  C), 
wo  d  eine  wiUkuhrfiche  Zahl  bezeichnet. 

Ist  die  Charakteristik  endlich  (0^  0,  0),  so  hat  man 

66— a<:  =  0,  6c— cirf=0,  cc^bd:=^Q. 

Bedeutet  m  das  grosste  gem.  Maass  von  a  undit^  so  kommt 

a=fna',  cz:zm&,  b=mb',  yb*^a'c^\    . 

folglich,  da  a'^  C  prim  gegen  einander  sind^ 

c'=p«   c'=y«,  b'=pqi 

mithin 

a=Tnffl,  brsmpg,  cz=imq^. 

Die  Gieichang  6i;-^ad3:0  wird  d—^^p  folglich 

m^zpm'i  a=^m'p\  6=iii'p*gr,  cz=m*pq^,  ds:zm'q\ 
Umgekehrt  die  kubische  Form 

(8)  {w!p\m'T^q,  m'pq\  m*q^ 

hat  die  Charakteristik  (0,  0,  0),  folelich  sind  alle  kubischen  For- 
men von  dieser  Charakteristik  in  der  vorhersehenden  Form  be- 
griffen,  indem  m\  p,  q  wUikührliche  ganze  Zahlen  bedeuten. 

46.  Die  Form  q>:=z{mgg\  mgh,  mhk)  geht  durch  die  Substitu- 
tionen 

±l—Qgh,  -—Qhhf+ggg,  ^l-^fgh 

in  sich  selbst  fiber.  Ist  nun  f=(a,  6,  c,  d)  eine  kubische  Form 
zur  Charakteristik  q>,  so  sollen  di^  Formen  (a,  b,  c,  Ö)  =  f  be- 
stimmt werden,  in  welche  /  durch  die  vorhergehenden  Substitu- 
tionen sich  verwandelt 

Man  findet  nach  den  Fundamentalgleichungen  : 
a= p  V(— «*•  +  3blflg-3chg^  +  €?^»)  ±3c>  V(a**-26^*  +  Cf^) 

^  b=pV*(— «*'+36A«5r-3cV+rf^»)±^«^(2öA»-^6^A«+  dg^) 
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+iQh(dg'-ch)±d. 

SalMrtituirt  man  nun  die  sich  aus  den  .Gieichangen 

266 — 2ac=mffg,  bc — ad=mgh,  2cc— 26c£=:mAA 

ergebenden  Werthe  von  g,  h,  so  findet  sich 

aÄ«-26^A  +  cg^—0,  bh^-2cgh+dg'^zsiO, 

-ah^  +  36AV-Ä;V+d:-7»=  -A(flh'^---2bgh  +  cg^ 

+  g(blfl-'2cgh  +  dg^)=zO. 

2ah^—3bglfl+dg^=i2h(ah^-'2bgh+cg^+g(bh^^2cgh  +  dg*)=0, 

2dg^^3€hg^+ah^=y(b^'^'-2cgh  ^dff)  +  A(aA«-26^A  +  cg'^)=0, 

ah*  +  6^A— 2c^a=aA«-.26^Ä  +  cg^  +  3(bgh-cg^)  =3  (bgh^cg^), 

dg*  +  cgh-'2blfl=:dg^^2cgh + 6A«  +  3(c^A— 6A«)  =3(c^A-6A«) ; 

folglicb  durch  Substitution : 

(9)  (a = ±  a  +  3Q(bg^-agh) , 

jb=±6  +  3p(r^«-6^A)  =±6  +  3p(6^A-aA«), 
jc  =  ±c  +  3()(r^A-*A«)   ==±^  +  3Q(dg*^cgh), 

Zu  bemerken  ist,  dass  die  Form  f^{^  b,  c,  Ö)  mit Y==  (i«» 
b,  c,  d)  dieselbe  Charakteristik  hat,  wie  man  durch  Entwickelung 
der  Werthe  von  bb*-<ui  bc-— aO,  co^-^bO  findet. 

47.  Aufgäbei  Zu  b^urthei'len,  ob  zwei  .eegebene 
kubische  Formetl  Von  derselben  Charakteristik  mit 
der  Determinante  null  eigentlich  aequivalent  sind 
oder  nicht,  ^ni,  im  ersten  F^lie  alle  etge.Dtlichen 
Transformationen  der  einen  Form  In  die  andere  zu 
bestimmen. 

Aufiusung.  Die  gegebenen  kubischen  Formen  seien  /=(f{» 
^9  ^p  d);  f^(a',  b\  c\  d')^  ihre  gemeinschaftliche  Charakteristik 
9.    Man  hat  nothwendig  (45). 

wo  g  und  A  prim  .gegen  einander. 
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<11)  tt*=3«>l^+ir'i^» 


wo  s=±i,  €'=±I,  r,  r' bestimmte  ganse  Zahlen,  t  und  u  die 
kleinsten  positiven  Wurzeln  der  Gleichung  gu — ht=zi  sind. 

Geht  nnnf'mf'  durch  die  Substitution  a,j5,  y,  d  über,  wo 
ai — ßy=U  so  wira  <p  m  (p  durch  diö  nämliche  SubÄtittttion  Gber- 
gehen  (9.)-  *  Alle  Substitutionen  dieser  Art  aber,  durch  welche 
<p  in  sich  selbst  öbergelit,  sind 

±1— WA>  -^»  +9Sl9y  ±14W*    (^Jf 

folglich  kann  nur  durch'  eine  oder   mehrere  dieser  Substitutionen 
f  in  f*  übergehen.    Hieraus  folgt,  dass  f  mit  einer  der  durch  (9) 
bestimmten  Tormen  (ft,  b,  c,  0)  identisch  sein  muss.     Substituirt 
man  ab^r  in.  (9)  fiir  a,  6,  e^  ^4  ihre  Wertbe  aus  (10)  in  dw  Cpef 
ficienten  von  3^,  so  findet  sich 

a=^±a±isQiig^,  b=±b+3€Qiig^A,  c=±c+3fpfi^A«,  i>=±d+3f^fiÄ»; 

mithin  muiss  sich  q  so  bestimmen  lassen,  dass 

(12)  fl'=±a+36c^», 
&'=±6  +  3€(w*y«A, 

Die  Zeichen  von  e,  b'  sind  bekannt,  die  Zeichen  von  a,  b,  c,  d 
sind  noch  willkührlich,  beziehen  sich  aber  auf  einander,  und  stim- 
men "mit  ^en  Voraeiobea  fn  def  Substitution 

Wenn  nun  erstens  die.  .Zeichen  vpn  «,  t*  einai|der  gleich 
«ind,  so  findet  man  fiir  die  obern  %eic|ien  in  (1^) 

i^oraus  sich  P— "jin*  ergiebt.  Pär  die  untern  Zeichen  in  (12) 
würde 

3(c'+e)frf+V+r)^si»p;i^,-  Of'+e)Kt  +3/A)+(r'+r)5rA=3f^HyA, 

folglich,  wenn  man  die  erste  Gleichung  mit  A  muUiplicirt,'  diiid 
dann  subtrahirt,  (€^-|-e)fi=0,  was  unmöglich  ist. 
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Wean  zweitens  die  Zeichen  von  £,  ^  vefSchM^  6likl«  so 
findet  man  ffir  die  untern  Zeichen  in  (12) 

'(«^+r)iy»_  (t^+r)/7'*_  (r^+i-)iy**_  (i-Hr)A»_^ 

woraus  sich  ^«=-7^  ergiebt      Für   die  obern  Zeichen  in  (12) 
wflrde  auf  ähnliche  Art  wie  oben  (c'— €)fi=0,  was  unmöglich  ist. 

t>as  Resultat  Ist  tttoo  Aenülfehtlich  folgendes: 

Nachdem  man  ^\^  Charakteristik  auf  die  Form 
2k(2|^^^>  2fi%A,  ^^^*  ^^®  da2u  gehörenden  kubischen 
Formen  auf  die  Form 

a3)(/=(3«^(^«+r^,  fW(l  +  3rt)+iy«Ä,f/iA(3ti^-l)  +  r^Aa, 
j  3£fai*«+rA»); 

\f^{Zei^i3^4tr's\  €'fi?(r+3tt)+ryA,£'f*A(3»jy-.I)+r'^A«, 
^  %  3€'fttiA«+r'A») 

ebracbt  hat,  wo  die  numerischen  Werthe  von  s,  ^  der 
linheit  gleich  sind,  werden /*  und /^  eigentlich  sequi- 
valentsein,  wenti  Are  Bedingung 

(14)  r'-^rsO  (mod.  3^) 

eirfflUI  ist/ttod  umg^ekehrt. 


■ei 


Und  wefnn  «lia«  f.fm\X{a^h,  c,  d);  (tif,  V,  e^  dl)  he- 
chii^t,  so  l«it  B^tt wendig 


(IÖ)(a'T«=*3ffw*» 

)c'rc=3e^fft^A*, 
WTrf— 3«^f*A*; 

wo  die   Obern,   oder    untern  Zeichen    su  nehmen  sind, 
jenachdem  fE'=-|-l,  oder  ee's-^il  ist 

Es  giebt  nur  eiÄe  eigentliche  Transformation  aus  f 
is^,  nflsilich 


«'  — ^^*  — f**i  +«W»   »'+WA? 
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Beispiel. 

f=H,  4,  3,  0) 


Hier  ist 
^=1,  g=2,  A=3,  a=2,i=:l,  r=2,  €=—1,  1^^  =  !,  c'=  +  l, 

r'— £«VssO  (mod.  3.), 

folglich  /*,  /*  eigeDtlich  aequivalent.    Da  p=  — g-= — 1,  so  ist  die 

einzig  mugliche  elgeotliche  TransfoiTnatipD  .  ai»  f  in  f  dieäe: 
5,  9,  -4,  —7. 

48.  A,ufgabe.  Zu  beurtheilen^  ob  zwei j^ege baue. ku- 
bische Formen  von  der  Determinante  quil  eigentUcfa 
aequivalent  sind,  oder  nicht,  und  im  ersten  Falle  alle 
eigentlichen  Transformationen  der  einen  Form  in  die 
andere  iu  finden. 

Auflösung.  Die  gegebenen  Formen  seien  f,  /*,  ihre  Cha- 
rakteristiken '9>,  g>\  jSind  die  letztem  nicht  eigentlich  aequivalent* 
so  konnert  es  die  kubiscfien  Formen  auch  nicht  sein.  Siiid  tp^  qn' 
aber  ei^entfieh  aequivalent,  was  immer,  aber  auch  nur  dann  der 
Fall  sein  wird  (44.)»  wenn 

ist,  wo  o,  A,  ebenso  a\  AVpiim  gegen  einander,  so  suche  man  irgend  eine 
eigentliche  Transformation  aus  9  in  cp'  (43.)»  nnd  transforroire/ 
durch  eben  diese  Substitution  in  eine  andere  kubische  Poftil  «f^; 
welche  mit  f  die  gemeinschaftliche  Charakteristik  q>'  haben  wird. 
Man  untei:suchey  ob  f  und  f  eigentlich  ac^quivs^Qot  .si^4iloder 
nicht  (47),  und  im  einen,  oder  aD4ern'I^altewerdep  /^/^eigepit^i^jb 
aequivalent  sein,  oder  nicht. 

Bedeutet  a,  ß,  y,  8  irgend  eiDe  eigentliche  Transformation 
aus  (p  In  q>',  ist  /  durch  dieselbe  m  f  transformirt,  und  p,  9,  r,  $ 
die  eigentliche  Transformation  aus  f  in  f,  so  wird 

ap  +  ßr,  Vil  +  ßsp  XP+^r,  yg  +  öi 

4ie  einzig  mugliche  eigentliche  Substitution  aus  f  m  f^  sein, 
(vergl.  180'  .  , 

49.  Es  sei  f=(,a,  6,  c,  d)  eine  kubische  Form  von  der  De- 
terminante null,  4p:^(2f(V'  ^^(\^ff^p  Sjtjt^A'ti)  ihre  ChVakteristik.  Die 
letztere  kann  durch  Substitutionen  a,  ß,  y,  d  in   die  mit  ih^    ei- 

f  entlich  aequivalente  Form  (2u^,  2ft^  2(i^)  transformirt  werden  (44.). 
Vansformirt  m^a  nun  /  durcli  die  nämliche  Substitution  in  f,  so 
wird  die  letztere  Form  mit  /  eigentlich  aequivalent  sein^  und  die 
Charakteristik  (2^^  2ft^  2ft^)  haben.  Hieraus  folgt,  dass  jede 
kubische  Form  von  der  Determinante  null  sich  auf  eine  mit  ihr 
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eigentlich  aequiralente  Form,  deren  Charakteristik  eine  Kedncirte 
ist,  zarfiekffihren  lässt.  Alle  quadratischen  Reducirten  von  der 
Determinante  null,  welchen  überhaupt  kubische  Formen  zuge- 
horen.  Bind  q>z=(2fi^,  2ft^,  2fi^}>  wo  ifir  f&alle  ganzen  Zahlen  0,  1, 
2,  3,....  der  Reihe  nach  zu  setzen  sind.  Da  nun,  für  zwei  ver- 
schiedene Werthe  von  ft,  die  Formen  (p  in  verschiedene  Klassen 
geboren^  so  gilt  dasselbe  von  den  entsprechenden  kubischen  For- 
men, und  man  sieht,  dass  die  Anzahl  der  Klassen  aller  kubischen 
Formen  von  der  Determinante  null  unendlich  ist. 


90.  Das  Problem:  zu  untersuchen,  ob  von  zwei  gegebenen 
Formen  des  dritten  Grades  die  eine  die  andere  eigentlich  ein- 
schfiesse,  oder  nicht,  und  im  ersten  Falle  alle  eigent- 
lichen Transformationen  der  ersten  Form  in  die  zweite  zu  bestim- 
men»  gestattet  eine  ähnliche  LOsung,  wie  das  betreffende  in  der 
Theorie  der  quadratischen  Formen,  welches  ich  im  Archiv  Th. 
XDL  p.  105.  ff.  behandelt  habe. 

Es  seien  nämlich  /=(a,  b,  c,  d);  f^Caf,  6',  c',  d*)  die  gege- 
benen Formen  des  dritten  Grades,  q>=(A,  B,  C);  g)'=(^',  /?', 
C)  die  Charakteristiken  derselben  resp.,  endlich  D,  //  die  Die- 
terminanten  von  /*,  f.  Verwandelt  sich /"  in  /*  durch  di^  eigent- 
liche  Substitution  a,  ß,  y»  ^»  ^^^  setzt  man  cr^— ^ys=e,  so  ist 

[1]  a*=^a€fl  +  iba^y + Scoy« + dy^ , 

6'  =  aa^ß  +  btt(ad  +  %)  +  cy(^ßy + 2aö)  +  dy^i , 
c'=  aaß^  +  bßißy  +  2u8)  +  clf(ccö  +  2ßy)  +  rfy^, 

mji  =  Aaa+2Bay+CyY, 

^=Aaß^B(ad+ßy)+Cy8,        D^^De^; 

^z=:Aßß+2Bßö+Cdd. 

Den  Fall  6=0  werden  wir  zuvorderst  ausschliessen ;  und  da  die 
Substitution  eigentlich  sein  soll ,  so  wird  ^  >  1  sein.  Soli  also  p 
unter  /  enthalten  sein  können,  so  muss  D'  durch  D  theilbar,  und 

der  Quotient  eine  sechste  Potenz  sein.     Ferner  sind  ö^',  B'>^  (^' 


durch  e'  theilbar.  Endlich  wird  das  grosste  gem.  Maass  von  -ti, 
6(36),  i?(3c),  d  im  grössten  gem.  Maass  von  af,  6' (36'), 
dCic%  d'  aufgehen.  Diese  Bedingungen  werden  sämmtltch  als 
erfSIIt  angenommen. 

ttm  sei  ^  das  grösste  gem.  Maass  von  or,  y;  a^sfi«**,  y=:jwy<», 
(ijo  yo    werden   prim    gegen  einander  sein),   und   a^6^— p*^3'<>=  1. 
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Wegen  der  Gleichung  a^-^zsie  oder  «®ä— y^/J=  —  istdAnn,  wen» 

wir    -  =  v  setzen,   noth wendig  ßzrzvß^ J^fufi ^  d=rvd®+«yO.    Man 

denke  sich  für  /3<^,  S9,  k  bestimmte  Wertbe  genommen.  Es 
sei  Ä^,  /5^'  ein  anderes  Wurzelpaar  der  Gleichung  €fix — y^y=^  !• 
also  ä^=i8^ — g>yO,  ß^z=zßo — g)aO^  ^q  gj  eine  ganze  Zahl,  man  wird 
ß=vß^'+n'aO,  d=vd^'  +  %y^  setzen  können.  Durch  Substitutioo 
findet  sich 

ß=i*vßo+%aO=v{ß^-'fpa'')+.9i'a''=vß''+xc^+(%'-'%''Vq>)tt'' , 
folglich  «^=r»-|-^9).    Umgekehrt  macht  man 

und  setzt  , 

so  wird  die  Gleichung  «•ä-— y'^jjzsv  befriedigt.  We^en  Jt'^H-ft'^ 
kann  man  nun  tp  dergestalt  bestimmen,  dass  x'  zwischen  0  und 
y— 1  incl.  liegt  Es  kann  also  für  d ",  ß'^  ein  solches  Wurzelpaar 
der  Gleichung  a^ö^-^v'^ß^^l  genommen  werden,  dass  alle  Wur- 
zeln der  Gleichung  ao-ßy^e  in  j5=rj3"+xa®,  5=^^"  +  »^*»  begrif- 
fen sind,  und  die  ganze  Zahl  x  zwischen  den  Grenzen  0  und 
und  y— t  Incl.  enthalten  ist.    SubstStuirt  man  nun  die  Werthe 

[3]    ar=^a^  y=^y«,  /3=/3*+va%  d=öHvy 

in  die  Gleichungen  [1],  so  findet  sich  nach  leichter  Rechnung: 

5B=a/J«»+ 36)3««*'* +3cßod'*«  +  rfd*» ; 

wo  die  Grossen  links  durch  folgende  Gleichungen  bestimmt  sind: 

[4]    ii'=^»a, 

!•'  =  ^(v2(E  +  2atvJB  +  Je«21) , 
d'=v»3fc  +  3v««€+3v»«Ä+«»a  . 

Da  nun  a^d^— /3Y  =  1,  so  folgt  ans  den  vorhergehenden  Glei- 
chungen, dass  die  Form  /=(a,  b,  c,  d)  in  die  mit  ihr  eigentlich 
aequivalente  Form  ß  =(21,  J&,€,  Ib)  durch  die  Substitutioo  a",  i^, 
y^t  d*  abergeht.  Umgekehrt,  geht  f  in  S  dnrch  die  eigentlich 
aequvalente  Substitution  «®,  ß^y  y^,  d<*  über,  indem  aogenommeB 
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wird,  dass  sieb  aus  den  Gteieliangeii  [4]  faiiz«  Wertbe  von  71, 2^,  (2,  ® 
ergeben,  so  ist  leicht  zu  zeigen,  dass  fin  f  durch  die  Substitution 

«,  ft  y,  Ä=K-  ß^+*«*.  f*y^  ^Hvy« 

Gbereeht,  wo  ad^ßy=z(iv=e  ist. 

Wir  haben  hiernach  folgende  altgemeine  LOsung  unseres 
Problems:  Vorausgesetzt,  dass  />,  De^  die  Determinan- 
ten der  kubischen  Formen  f=(a,  ä,  c,  d,);  f=(a\  b\  c', 
if)  sind,  wo  e>l,  sei  ft  ein  positiver  Iheiler  von  e, 
e 
-=v,  %  eine  Zahl   zwischen   0  und  v — ]    incL,  die  drei 

Zahlen  ^,  V,  X  aber  von  der  Beschaffenheit,  dass  die 
durch  die  Gleichungen  [4]  bestimmten  Werthe  von  ^, 
25>  (L,  Z>  ganze  Zahlen  werden,  und  die  Form  j=r:(2f, 
Ib^  C,  V)  mit  f={a,  6»  c,  cQ  eigentlich  aequivalent  ist; 
bezeichnet  man  dano  den  Inbegriff  der  eigentlichen 
Transformationen  aus  f  \n  ^  mit  a%  ß^,  y^,  ö^,  so  wird 
fii  f  durch  die  Substitution  fta^  vj3^  f  xa%  fiv*,  vi°^  +  «/ 
fibergehen;  und  wenn  man  alle  auf  obige  Weise  be- 
stimmten Formen  ^  in  Betracht  «ieht,  6<y  wird  man  zu 
allen  eigentlichen  Transformatl<»nen  aas  f  ^^  t  ge- 
langen. 

Findet  man  keine  Werthe  f»>  V|  »  von  der  Art,  dass 
2,  J&,  (C,  2>  ganze  Zahlen  vverden,  oder  entsteht,  wenn 
dies  auch  der  Fall  ist,  keine  mit  /'eigentlich  aequlva- 
lente  Form  ^,  so  ist  sicher  f  inter  f  nicht  eigentlich 
enthalten. 

Unter  den  nach  dieser  Methode  entdeckten  Substitutionen  wer- 
den keine  zwei  identisch  mekn.  Denn  dass  zuerai  zwei  veradlie- 
dene  Transformationen  aus  /  in  dieselbe  Form  ^  nicht  dieselbe 
Transformation  aus  f  in  f  hervorbringen  kunnen,  erhellt  leicht. 
Es  sei  ferner  a®,  ß",  y",  ^  eine  Transformation  aus  f  in  ^,  zu 
den  Wertheu  ^,  v,  k;  a^,  ß^%  /•',  d"'  eine  Traasformation  aus  f 
in  die  von  ß  verschiedene  Form  ß',  zu  den  Werthen  fi',  v',  k' 
gehurig.    Dann  ist 

:vd«  +  »/•  =  v'd«'+jt'y'»'....(4),  |ttv=fi' v'  =  ^....(5). 
Aus  (1)  und  (3)  folgt 

folglich 

da  aber  jeder  dieser  Brdche  in  den  kleinsten  ZaUen  ausgedruckt 
ist»  irad  a^,  a^'  gleiche  Zeichen  haben,  indem  die  Zeichen  ve«  ft 
und  ^'  gleich  «iod,  so^  Mgt  a^'s&cf^',  Y'^y^',  mühia  aitcli^»|»'^ 

4* 
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und  nach  (6)  vt=zv';  daher  oaeh  (2)  und  (4) 

v(ßO  -/^OO  =  (»'  -x)aO,  v(dO  -«OO 1=  (%'— x)yO ; 
folglich 

(x'  — x)aO,  («'— x)yO, 


oder 
oder 


(x'— »)oOdo,  (%f^x)ßOyO 


(ä'— X)(a0d0— jJOyO), 


d.  i.  »' — X  durch  v  theilbar,  also  x'=x  indem  x  und  x'  beide 
zwischen  0  und  v — 1  liegen  sollen;  hierausfolgt  weiter  ßOz:zßO\ 
dO:=:So',  mithin  die  Formen  S»  S'  identisch. 

51.    Für  die   Praxis  des  Verfahrens   werden    noch   folgende 
Bemerkungen'  zweckdienlich  sein. 

Bezeichnet  man  die  Charakteristik  der   Form  (21,  ^,  C»  Jb} 
mit  (A",  L,  M)y  so  folgt  aus  den  Formeln  [4]  durch  Rechnung 

[6]    A'=:ii^e^K, 

C=e^(v^M+2xvL  +  x^K); 
folglich,  wenn  man  diese  Gleichungen  mit  [4]  combinirt, 

~-x2l 

,[6] 2t=^3.>»=*^;^; 

-^^  ^^   vL    ^f»      ^*    ^v  J 

Nach  der  Voraussetzung  müssen  ^ —  ,  — r— ^ —  ganze  Zah« 

len  sein.    Man  wird  also  damit  anfangen,  nur  diejenigen  Theiler 
.  fi  in  Betracht  zu  ziehen,  für  welche  af  durch  ft',  b'  und —^ 

durch  ft«, -ä —   durch   ft  theilbar.     Die   Congruenz   x2I  ^  -5 

(mod.  v}  wird  die  verschiedenen  Werthe  von  x  unter  v  geben, 
wodurch  zugleich  die  Werthe  von  25  bekannt  werden.    Die  bei- 
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den  letzten  Gleichungen  [61  liefero  die  Werthe  voo  €,  und  JD, 
wenn  TL  nicht  verschwindef.  Verschwindet  a',  also  auch  31,  so 
kann  man  sich  bei  der  Berechnung  von  S«  €,  JD  unmittelbar  der 
Foimeln  [4]  bedienen« 

Beispiel. 

/==(a,  *,  c,  d)=a  2,  0,  —1)....  9  =  (8,  1,  4)....Z>=--31 
/'=:(«',  b'  &,  1^0  =  (i.  7,  13  -8) ...  9'=(72.  99,  4Ö0)..I>'=-31.,  3« 

Hier  iste=3/fi  kann  nur  =t  sein,  also 

v=3,  a=l.  x^r  (mod.  3)  =1,  JB=2,  (E=0,  3b=-l; 

fotgiieh  ^=(1,  2,  0,  —1).  Es  ^iebt  eine  eigentliche  Substitution, 
dnfch  welche  /  in  die  mit  ihr  eigentliche  Form  S  übergeht ,  näih- 
Uch  nfi,  ßO,  yo,  ÄO=l,  0.  0,  1,  folglich  ist  f  unter  /  enthalten, 
Qdd  1,  1,  0,  3  die  einzig  mugliche  eigentliche  Transformation 
flnf. 


52.  Durch  die  vorhergehende  Theorie  sind  die  Untersuchun- 
gen über  die  A'equivalenz  und  Einscbliessung  der  Formen  des 
ddtten  Grades  der  Hauptsache  nach  erledigt.  Es  müsste  nun 
die  Theorie  der  Darstellungen  folgen,  durch  welche  zunächst  jede 
homogene  Gleichung  des  dritten  Grades  mit  zwei  Variabein  auf- 
^lost  würde. 

Daesmiraber  noch  nichtgelun^en  ist,  diesen  schwierigen  Gegen- 
ilnxA  erschupfend  zu  behandeln,  wenn  sich  auch  schon  eine 
Mei^e  emzelner,  andallend  merkwfirdiger,  Resultate  dargeboten 
bat,  so  dflrfte  es  angemessen  scheinen,  die  Bebandinng  desselben 
ans  gegenwärtig  nocn  vorzubehalten. 
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Veber  den  l^»rtra§r  der  Iielire  ¥on  den 
KegrelarcbnlUen. 

Von 

dem   Herausgeber» 


I. 

Bei  d*m  elementareD  Vortrage  der  Lehre  von  den  Kegek^ 
•chaittett»  den  tck  fBr  jetzt  bloss  alleio  im  Aoge  liabe,  giebtmaD 
gewöhnlich  für  jede  dieser  drei  Carven  eine  aus  ihrer  Entstehung 
m  der  Ebene  hergeleitete  besondere  Definition»  gebt  von  dieser 
DeGoitioD  zu  der  Gleichung  der  Curve  über,  und  leitet  aus  der- 
selben dann  die  verschiedenen  Eigenschaften  der  Curve  her.  bes- 
ser und  wissenschaftlicher  wäre  es  indess  vielleicht,  wenn  man, 
um  Alles  gleich  von  vorn  herein  unter  einen  allgemeinen  Gesichts- 
punkt zu  Tassen ,  von  einer  allgemeinen  Definition  aller  drei  Ke- 
gelschnitte ausginge,  aus  dieser  Definition  dann  eine  allgemeine 
Gleichung  dieser  Curven  herlfiitete«  hierauf  die  verschiedenen  Ar* 
ten  der  in  dieser  allgemeinen  Gleichung  enthaltenen  Curven  auf- 
suchte, deren  specielle  Gleichungen  entwickelte,  und  sowohl  aus 
diesen,  als  aucn  aus  der  allgemeinen  Gleichung  die  Eigenschaf- 
ten der  Curve  herleitete.  Dass  dieser  Weg  wesentliche  Vorzuge 
vor  dem,  welcher  gewöhnlich  bei  dem  elementaren  Vortrage  der  Lehre 
von  den  Kegelschnitten  eingeschlagen  wird,  haben  würde,  scheint 
mir  keinem  Zweifel  zu  unterliegen;  die  gai^ze  Darstellung  wiirde 
dadurch  offenbar  an  Einheit  gewinnen,  und  sich  mehr  der  schö- 
nen Methode  nähern,  welche  man  in  der  analytischen  Geometrie, 
wo  man  die  Kegelschnitte  gleich  von  vorne  herein  als  Linien  der 
zweiten  Ordnung  betrachtet  und  durch  eine  ganz  allgemeine  Glei- 
chung charakterisirt ,  zu  befolgen  pflegt.  Es  käme  nur  darauf  an, 
eine  leicht  verständliche  allgemeine  Definition  der  Kegelschnitte 
zu  finden,   und   die  Darstellung,    wie  es  der  elementare  Vprtrag 
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foffdeit,  flberbtQpt  so  einfach  wie  mSglicIi  zu  machen.  Vielleicht 
dürile  der  folgende  Weg,  den  itfa  Ibier  zosleich  auch  deshalb 
betrete 9  um  zu  zeieen,  wie  man,  wenn  man  denselben  weiter  ver- 
folgt, anch  auf  die  einfachste  und  leichteste  Weise  zu  der  fär 
▼icie  Untersuchungen  so  wichtigen  allgemeinen  Polargleichuog  der 
KMelsehnitte  gelasgen  kann»  zu  weiterer  Beachtung  bei  dem 
Unterrichte  in  der  Lehre  von  den  Kegelscbnittee  sieb  einigermas- 
sen  empfehlen. 

H. 

Erklärung. 

Wenn  e'ine  krumme  Linie  nach  einem  solchen  Ge- 
setze gekrQmmt  ist,  dass  die  beiden  Entfernungen 
eines  jeden  ihrer  Punkte  von  einem  gegebenen  Punkte 
und  einer  der  Lage  nach  gegebenen  geraden  Linie  ein 
constantes  Verhältnins  zu  eilnander  haben^  so  nennt 
man  diese  krumme  Linie  einen  Kegelschnitt. 

Der  j^egebene  Punkt  wird  der  Brennpunkt  oder  Focus> 
die  gegebene  gerade  Linie  wird  die  Directrix  des  Kegelschnitts 

Senannt.  Den  Exponenten  des  constanten  Verhältnisses  zwischen 
en  beiden  Entfernungen  eines  jeden  Punktes  des  Kegelschnitts 
von  seinem  Brennpunkte  und  seiner  Directrix,  oder  bestimmter  die 
Zahl,  mit  welcher  man  die  Entfernnne  eines  jeden  Punktes  des 
Kegelschnitts  von  der  Directrix  multipliciren  muss,  um  die  Ent- 
fernung dieses  Punktes  des  Kegelschnitts  von  dem  Brennpunkte 
zu  erhalten ,  welche  natürlich  immer  als  positiv  zu  betrachten  ist, 
wollen  wir  die  Charakteristik  des  Kegelschnitts  nennen,  und 
im  Folgenden  immer  durch  n  bezeichnen. 


Aufgabe. 

Die  allgemeine  Gleichung  der  Kegelschnitte  zu 
flnden. 

Auflösung.  Man  nehme  der  Einfachheit  wegen  den  Brenn- 
punkt als  Anfang,  die  durch  den  Brennpunkt  gebende  und  auf  der 
Directrix  senkrecht  stehende  gerade  Linie  als  Axe  der  x  eines 
rechtwinkligen  Coordinatensystems  der  xg  an,  und  bezeichne  in 
diesem  Systeme  die  Coordinaten  des  Ourchschnittspunkts  der  Di- 
rectrix mit  der  Axe  der  x  durch  t ,  0.  Sind  nun  x,g  die  Coordi* 
unten  ebes  beliebigen  Punktes  des  Kegelschnitts  in  denf  in  Rede 
stehenden  Coordinatensysteme ,  so  ist  sc^+g'*  das  Quadrat  der  Ent- 
fernung^ dieses  Punktes  von  dem  Brennpunkte,  nnd  (or— t)*  oder 
({— :r)^ist  offenbar  das  Quadrat  seiner  Entfernung  von  der  Direc- 
trix. V  Daher  ist  nach  der  vorhergehenden  allgemeinen  firklfirung 
der  Kegelschnitte 

1)  «•  +  y«=!j|*(i"-jr)* 

die  allgemeiae  Gleichung  dieser  Curven. 
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Folgerangen   aus    der    allgemeinen  Gleichung   der 
Kegelsennitte. 

Die  ersten  Coordinaten  der  Pnnkte,  in  denen  die  Aze  4er  x 
von  dem  Kegelschnitte  geschnitten  wird,  erh&it  man,  vrenn  man 
in  der  aligemeinen  Gleichung  der  Kegelschnitte  y=0  sehit,  und 
aus  der  dadurch  hervorgehenden  Gleichung  dann  x  be^timnit  Ffir 
3f=0  \ii  aber  nach  1) 

ar«=:n«(f— ar)«, 
also 

folglieh  fiir  iy=0: 

Die  doppelten  Zeichen  in  dieser  Gleichung  lassen  sogleich 
erkennen t  aase  im  Allgemeinen  die  Axe  der  ;i;1n  zwei  Punkten 
von  dem  Kegelschnitte  geschnitten  wird,   deren  erste  Coordinaten 

ni  .     ni 

un.d 


«+1   "'*^"  «—1 

sind.    Nur  der  Fall  macht  eine  Ausnahme  hiervon,    wenn  fi=l 
ist,  weil  in  diesem  Falle 

ni 

unendlich  wird,    d.  h.  keinen  bestimmten  Werth  hat,    so  dass  es 
also  in  diesem  Falle  nur  einen  durch  die  erste  Coordinate 

"^  ni 


«+1 


bestimmten  Durchschnittspunkt  des  Kegelschnitts  mit  der  Axe  der 
X  giebt 

Dies  fiihrt  unmittelbar  darauf ,  zwei  Klassen  von  Kegelschnit- 
ten zu  unterscheiden,  nämlich: 

1.  Kegelschnitte,  welche  die  Axe  der  ;r  ein  Hai  schneiden, 
deren  Charakteristik  n  =  ]  ist; 

2.  Kegelschnitte,   welche  die  Are  der  x  zwei  Mal  schnei- 
den,  deren  Charakteristik  n^\  ist. 

Ueberhaupt  aber  werden  sich  offenbar  die  folgenden  drei  Ar- 
ten der  Kegelschnitte  unterscheiden  lassen: 

1.    Kegelschnitte,  deren  Charakteristik  ti=:l  ist; 
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S.    KegekchDitte,  deren  Charaktemäk  n<l  ist; 
3.    Kegebcbnitte,  dereo  Charakteristik  fi>l  ist 

Jede  dieser  drei  Arten  der  Kegelschnitte  wollen  wir  nun  etwas 
nfther  betrachten. 

Die  allgemeine  Gleichung  der  Kegelschnitte  >  deren  Charakte- 
ristik 11=1  ist,  ist  nach  1) 

3)    .  :r«  +  y«=(t-.«)«. 

Femer  ist  nach  dem  Obigen  ot  die  erste  Coordinate  des  Darch- 

sehnittspankts  des  Kegelschnitts  mit  der  Axe  der  x.  Nehmen 
wir  diesen  Pu^t  als  Anfang  eines  neuen  dem  primitiven  Systeme 
parallelen  Coordinatensystems  an^  und  bezeichnen  auch  in  diesem 
neuen  Systeme  die  Coordinaten  durch  x^  y,  so  müssen  wir  Inder 

vorhergehenden  Gleichung  für  o?,  ^  respective  ö<^^»  ^  setzen» 
wodurch  diese  Gleichung  die  Form 

oder,  wenn  man  aufhebt»  was  sich  aufheben  iSsst,  die  Form 

4)  y«=— 2u: 

erhält.  Bezeichnet  man  den  absoluten  Werth  von  **iX  durdi  p, 
80  ist  die  Gleichung  des  Kegelschnitts 

wenn  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt»  jenachdem  t  ne* 
eativ  oder  positiv  ist,  wobei  man  immer  die  aus  dem  Obigen 
bekannte  Bedeutung  der  Grosse  t  gehörig-  itn  Auge  zu  behalten  bat. 

Die  aligemeine  Gleichung  der  Kegelschnitte,   deren  Charakte- 
ristik n^l  ist»  ist  nach  1) 

6)  afl+y^=rfl(i—x)^, 

und  die  ersten  Coordinaten  der  beiden  Durchschnittspunkte  des 
Kegelschnitts  mit  der  Axe  der  .t  sipd 

ni  ,     ni 

und 


n+1  "  "  n  — 1' 
Also  ist  nach  den  Lehren  der  analytischen  Geometrie 


1/  ni  ni  \ 
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d.  i.»  wie  man  Mcht  findet. 


die  erste  Coordinate  des  Mittelpankts  der  durch  die  beiden  Dorch- 
schnittspunkte  des  Kegelschnitts  mit  der  Axe  der  ^  der  GrOsse 
und  Lage  nach  bestimmten  geradeti  Linien  Nimmt  man  diesen 
Punkt  als  den*  Anfang  eines  neuen  dem  jprimitiyen  Systeme  pa- 
rallelen Coordinatensystems  an,  und  bezeichnet  auch  in  tliesem 
neuen  Systeme  die  Coordinaten  durch  ^,  y»  so  mtiss  man  in  der 

Gleichung  6)  för  07,  ^  respective    ^ .  +ar,  y  setzen,  wodurch 

diese  Gleichung  die  Form 


(Ä+'r+»-=-('-Ä-y 


oder 


(Ä+*)'+»"==''*(;3=:i+*)'' 

d.  i.,  wie  man  hieraus  mittelst  leichter  Rechnung  findet,  die  Form 
erhält.    Diese  Gleicbnog  kann  man  sowohl  unter  der  Form 
als  «neh  uater  der  Form  ' 

darstellen.    Ist  nnn  m<1,  «e  sind  die  GrSssen 

beide  positiv,  und  man  kann  also 

10)        «•=(rilJ^'        **=r=13' 

wo  o  und  6  positive  Grössen  bezeichnen  sollen ,  setzen ,  wodurch 
die  Gleichung  8)  die  Form 


»)     e)*+(o*= 


erhSlt    Ist  dagegen  k>1,  so  sind  die  GrSssen 
beide  positiv,  und  man  kann  also 
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WO  a  und  k  positive  Grossen  beseiefanen  sollen,  seiaBen,   i^odorch 
die  GMchnng  9)  die   Fonn 


">    (f)'- (?)'=• 


erhält 

Die  KegelschDitte,    deren  Charakteristik  n=:l  ist,    heissen 
Parabeln,  und  ihre  Clleichang  Ist  iiach  dem  Obfgen 

14)  y*=dbf>a:. 

Der  Punkt,  in  welchem  das  von  dem  Brennpunkte  auf  die  Direc- 
trix  gef&llte  Perpendikel  von  der  Parabel  geschnitten  wird«  wel- 
cher bei  der  vornergehenden  Gleichung  als  Anfans  der  xy  ange- 
nommen worden  ist»  wird  der  Scheitel  der  Parabel  genannt,  und 
die  Grosse  p  heisst  der  Parameter  der  Parabel 

Die  Kegelschnitte,   deren   Charakteristik   n<l  ist ,^  heissen 
Ellipsen,  und  ihre  Gleichung  ist  nach  dem  Obigen 


">    (ö'+ar- 


Die  beiden  Punkte,  in  denen  das  von  dem  Brennpunkte  auf  die 
Directrlx  gefsUte  Perpendikel  von  der  Ellipse  geschnitten  wird, 
heissen  die  Scheitel  der  Ellipse.  Der  Mittelpunkt  der  die  bei- 
den Scheitel  mit  einander  verbindenden  geraden  Linie,  welcher 
bei  d^r  vorhergehenden  Gleiohung  als  Anfang  der  x%i  angenom- 
men worden  ist,  wird  der  Mittelpunkt  der  Ellipse  genannt.  Die 
Grosse  2a  heisst  die  Hauptaxe,  die  Grösse  26  die  Nebenaxe 
der  Ellipse. 

Die  Kegelschnitte,   deren   Charakteristik  n>l   ist,   heissen 
Hyperbeln,  und  ihre  Gleichung  ist  nach  dem  Obigen 


»'    ©'-(?)'=>• 


Die  beiden  Punkte,  in  denen  das  von  dem  Brennpunkte  auf  die 
Directrix  gelallte  Perpendikel  von  der  Hyperbel  geschnitten  wird, 
heissen  die  Scheitel  der  Hyperbel.  Der  Mittelpunkt  der  die 
beiden  Scheitel  mit  einander  verbindenden  geraden  Linie,  welcher 
bei  der  vorhergehenden  Gleichung  als  Anfang  der  xy  angenom- 
men worden  ist,  wird  der  Mittelpunkt  der  Hyperbel  genannt 
Die  Grosse  2a  heisst  die  Hauptaxe,  die  Grösse  26  die  Neben- 
axe  der  H^'perbei. 

Sowohl  bei  der  Ellipse,  als  auch  bei  der  Hyperbel,  wird  die 
OrTSsse 

17)  p  =  — 

der  Parameter  genannt. 

Fflr  0=6  geht  die  Gleichung  der  Ellipse  in  die  Gleichung 
int»  Kreises  ül^r.  Eine  Hyperb«,  bei  welcher  0=36  ist,  wita 
tine  gleichseitige  Hyperbel  genannt 
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Die  EigenscfaiEiften  der  Kegelschnitte  aus  den  obigen  6lri- 
cliungen  zu  entwiciceln »  ist  liier  naturlich  gar  nicht  meine  Absicht 
Indess  verdient  doch  noch  Folgendes  ülier  die  Ellipse  und  Hyper- 
bel bemerkt  zu  werden. 

Aus  den  Gleichungen 

(f)'+(Ö=« -©'-(!)=• 

dieser  beiden  Linien  ergiebt  sich  nSmlich  leicht,  dass  dieselben 
um  ihre  Mittelpunkte  herum  auf  viillig  symmetrische  Weise  lie- 
gen, woraus  folgt,  dass  es  für  jede  dieser  €urven  ausseif  dem 
ursprunglich  als  gegeben  betrachteten  Brennpunkte  und  der 
ursprünglich  als'  gegeben  betrachteten  Directrix  noch  einen  zwei- 
ten. Punkt  und  eine  zweite  gerade  Linie  auf  der  andern  Seite  des 
Mittelpunkts  geben  muss,  welche  gegen  den  Mittelnunkt  und  über- 
haupt gegen  die  ganze  Curve  übrigens  ganz  dieselbe  Lage  haben 
wie  der  ursprünglich  gegebene  Brennpunkt   und   die  ursprünglich 

§egebene  Directrix.  Deshalb  legt  man  Jeder  Ellipse  und  jeder 
[yperbel  zwei  Brennpunkte  und  zwei  Directrixen  bei»  nennt  die 
halbe  Entfernung  der  beiden  Brennpunkte  von  einander,  d.  h.  die 
Entfernung  eines  jdden  der  beiden  Brennpunkte  von  dem  Miltel- 
puokte,  die  Excentricität  der  Ellipse  oder  der  Hyperbel^  und 
bezeichnet  dieselbe  in  beiden  Fällen  durch  e. 

Bei  der  Ellipse  hat  man  nach  dem  Obigen  zwischen  den  vier 
Grossen  n,  i,  a,  b  die  beiden  Gleichungen 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  ergiebt  sich  ohne  Schwierlgkeii: 

18)      1-«»=||.      n«  =  V-'      •■•=^«- 
Nach  dem  Obigen  ist 


die  erste  Coordinate  des  Mittelpunkts  der  Ellipse  in  Bezng  auf 
den  ursprünglich  gegebenen  Brennpunkt  als  Anfang;  also  sind 
offenbar 

n'H  ^  nH 

und 


t 

a*-b* 

,.      n»- 

'     «•    .' 

nH 

1-«« 

die   ersten  Coordinaten   der   beiden  Brennpunkte  der  Ellipse  in 
Bezug  auf  ihren  Mittelpunkt  als  Anfang,  und 
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ist  in  Bezog  auf  deoselben  Anfang  die  erste  Coordinate^des  ur- 
sprünglich gesehenen  Brennpunkts.  Führt  man  in  diese  Ausdrücke 
die  vorher  gefundenen  Werthe  von  it^  und  i*  ein ,  Bö  ergiebt  sich, 
dass 

die  ersten  Coordinaten  der  heiden  Brennpunkte  in  Bezug  auf  den 
Mittelpunkt  als  Anfang  sind,  woraus  man  ferner  unmittelbar  für 
die  fixcentricitit  e  den  Ausdruck 


19)  ^=Va«-6« 

erhält.  Die  ersten  Coordinaten  der  Durchschnittspunkte  der  bei- 
den Directrixen  mit  der  Axe  der  a:  in.  Bezug  auf  oen  Mittelpunkt 
als  An&og  sind,  wie  man  leicht  findet:  ^ 


wo  die  erste  Coordinate 


. 

t 

und 

"!-««' 

i 

l-tl« 


der  ursprünglich  gesebeuen  Directrix  entspricht.  Führt  man  die 
vorher  gefundenen  Werthe  von  n^  und  t^  ein^  so  ergiebt  sich, 
dass 


die  ersten  Coordinaten  der  Durchschnittspunkte  der  beiden  Direc- 
trixen mit   der  Axe  der  x  in  Bezug  auf  den  Mittelpunkt  als  An* 
'  fang  sind. 

Für  den  Kreis,  d.  h.  för  a=6,  ist  ni^O«  «=0  und  i  wird 
unendlich,  woraus  man  sieht,  dass  der  Kreis  strene  genommen 
nicht  unter  der  obigen  allgemeinen  Erklärung  der  Kegelschnitte 
enthalten  ist« 

Bei  der  Hyperbel  hat  man  nach  dem  Obigen  zwischen  den 
vier  Grössen  n,  i,  a,  6  die  beiden  Gleichungen  '' 


(««—1)»*"-  '      n«-r 
Ans  diesen  beiden  Gleichungen  ergiebt  sich  ohne  Schwierigkeit: 
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Nach  dem  Obigen  ist 


die  erste  Coordinate  des  Mittelpunkts  der  Hyperbel  in  Bezug  vä 
den    ursprflnglich    gegebenen   Brennpankt  als  Anfang;     also 
offenbar 

ffii  .     nH 

—  -ö^ — 7  ond 


die   ersten  Coordinaten  der  beiden  Breiinpnnkte  der  Hyperbel  hl 
Bezug  auf  ihren  Mittelpunkt  als  Anfang,  und 


ist  in  Bezug  mt  denselben  Anfang  die  erste  Coordhiatl^  des  trr* 
sprünglicb  gegebenen  Brennpunkts. Tfibrt  man  ip  diese  Ausdrucke 
die  Torber  gefundenen  Werthe  von  n^  und  i^  ein,  so  ergiebt  sich, 
dass 

die  ersten  Coordinaten  der  beiden  Brennpunkte  in  Bezug  auf  den 
Mittelpunkt  als  Anfang  sind,  woraus  man  femer  unmittelbar  för 
die  Exceotricität  e  den  Ausdruck 

21)  c=Vd«  +  ^ 

erh&lt.  Die  ersten  Coordinaten  der  Durchscbnittspunkte  der  bei- 
den Directrixen  mit  der  Axe  der  a:  in  Bezug  auf  den  Mittelpunkt 
als  Anfang  sind,  wie  man  leicht  findet: 


m   ""*i5=i' 


wo  die  erste  Coohlinate 


der 

vorher 

dass 


ursprünglich  gegebenen  Directrix  entspricht.    Führt  man  die 
er  gefundenen  Werthe   von  n*  und  t^  ein,    so    erglebt  sich. 


Va«+6? 


die  ersten  Coordinaten  der  Durchschnittspunkte  der  beiden  Direc- 
trixen mit  der  Axe  der  x  in  Bezug  auf  den  Mittelpunkt  als  An- 
fang «ind. 
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Für  die  gleichseitige  H3^erbel»   d.  h.  fflr  a^^b,    ist  nszyi 


and    «■=^0' 


IIL 


Wir  wollen  uns  jetzt  einen  beliebigett  Kegelschnitt  denken 
und  den  einen  Brennpunkt  desselben  als  den  Anfang  eines  belie- 
bigen rechtwinkligen  Coordinatensystems  der  jry  annehmen.  Ein 
beliebiger  von  dem  in  Rede  stehenden  Brennpunkte  ausgehender 
Vector  dies^  Kegelschnitts  sei  r,  und  der  von  diesem  Vector 
mit  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  a  eingeschlossene  Winkel« 
indem  wir  diesen  Winkel  von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der 
jp  an  durch  den  rechten  Winkel  {xy)  hindurch  von  0  bis  *SßO^  zäh- 
leo,  sei  (5.  Sind  dann  a,y  die  Coordlnaten  des  Endpunkts  des 
Vectors  r  in  dem  Systeme  oer  a:9f,  so  ist  in  völliger  Allgemeinheit: 

1)  x=rcosS,    9=:rsinS. 

DöTch  denselben  Brennpunkt  wie  vorher  als  Anfang  lege  man  fer- 
ner ein  zweites  rechtwinkliges  Coordtnateusystem  der  jry;'  die 
Axe  der  :t^  sei  die  Hauptaxe  des  Kegelschnitts,  welche  bekannt* 
fiefa  durch  die  Brennpunkte  geht,  und  aut  den  Directrixen  senk« 
recht  steht,  und  den  positiven  Theii  der  Axe  der  y  nehme  man 
so  an,  dass  man  sich,  um  von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der 
jc*  durch  den  rechten  Winkel  (^.vO  hindurch  zu  dem  positiven 
Theile  der  Axe  der  &  zu  gelangen,  nach  derselben  Richtung  hin 
bewegen  muto,  nach  welcher  man  sich  bewegen  muss,  -um  von 
dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x  durch  den  rechten  Winkel 
(jnf)  hindurch  zu  dem  positiven  Theile  der  Axe  y  zu  gelangen. 
Bezeichnen  wir  dann  den  von  dem  positiven  l^neile  der  Axe 
der  a^  mit  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x  eingeschlosse- 
nen Winkel,  indem  wir  diesen  Winkel  von  dem  positiven  Theile 
der  Axe  der  x  an  durch  den  rechten  Winkel  (^y)  hindurch 
von  0  bis  360®  zählen,  durch  m,  so  ist,  wenn  die  Coordinaten ^, 
y  und  x^y  ^  einem  und  demselben  Punkte  entsprechen,  nach  der 
Lehre  von  der  Verwandlang  der  Coordlnaten  in  völliger  AUge- 
meinbeit: 

t=£j/oosi» — tf'sino), 
^  =a?'sin0  +  y'coso) ; 
also,  wie  DUO  hieraus  leicht  findet: 

c'=  ^cosm-l^ysincD, 


Lr'  =  ^cosi 


3) 

Iy'=  —  j;sin  o  +  ycostü ; 
nnd  folglich  nach  1): 

(jp'=  r(cos( 

(y'=:-~r(sin0co6c5-^cosa»sin€)M— r8in(a>— 6) . 
Nach  IL  1)  ist,  wenn  n  und  t  dieselbe  Bedeutung  haben  wie  hi  IL 


^=:  rCcosocofi^o+sinosino))!::  rcos(a»— c5), 
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die  allgemeine  Gleichung  des  Kegelschnitte;  fuhrt  man  aber  in 
diese  Gleichung  für  x'^  y'  ihre  Werthe  aus  4)  ein ,  so  erhält  man 
auf  der  Stelle 

5)  r*=n*{t— rcos((o — 5))*, 

also 

6)  r=±»{i— 4'C08(a)— ö)|,             • 

^  oder 

7)  f  \  l±ncos(o>— ö)  J=±m, 

wo  nun  hauptsStchlich  die  Frage  entsteht,  wie  man  in  diesen  Glei- 
chungen die  Zeichen  2u  nehmen  hat. 

Um  diese  Frage  mit  Sicherheit  und  Bestimmtheit  zu  beant- 
worten, wollen  wir  jetzt  annehmen,  dass  t  positiv  sei»  was  offen« 
bar  verstattet  ist,  oa  im  Vorhergehenden  die  Lage  des  positiven 
Theils  der  Axe  der  x'  noch  ganz  unbestimmt  gelassen  worden  ist 

FGr  die  Parabel  und  Ellipse  ist  bekanntlich  n'Tl,  und  man 
kann  also  in  diesem  Falle 

n  co8(q)  —  5)  =  cosg) 

setzen.    Dann  ist 

1  ±  ncos(o) — 5)  =  l  db  cosqp ,  * 

d.  i. 


(2eo6{^9)^ 
|2sln59« 


lJ:fiC08(ai — o):=S, 


woraus  sich  ergiebt,  dass  im  vorliegenden  Falle  die  Grosse 
l±ncos((»^9))  stets  positiv  ist,  und  daher,  weil  nach  der  Vor- 
aussetzung i  positiv  ist,  in  der  Gleichung  7),  also  auch  in  der 
Gleichung  6),  die  oberen  Zeichen  genommen  werden  müssen,  fär 
die  Parabel  und  Ellipse   also  immer 

8)  r=nti — rcos(cö  — ö^l  , 

ist. 

Bei  der  Hyperbel,  wo  ft>l  ist,  mfissen  wir  die  beiden 
Zweige  dieser  Curve,  nämlich  den  Zweig,  in  welchem  der  als  Pol 
angenommene  Brennpunkt  liegt,  und  den  Zweig,  in  weldiem  der 
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als  Pol  angenommene  Brenopunkt  nickt  liegt  >  die  wir  der  Kürze 
wegen  beziehungsiveise  den  ersten  und  den  zweiten  Zweig  der 
U3^erM  nenneo  wollen,  von  einander  unterscheiden. 

Die  ersten  Coordinaten  der  beiden  Scheitel  der  Hyperbel  im 
System  der  x^yf  sind  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen 

m  ,      ui 

und 


n  +  1  n  —  V 

Von  diesen  beiden  Coordinaten  ist  — r^  die  kleinste  >   r     die 

^usste.  Fiir  den  ersten  Zweig  der  Hyperbel  ist*  also  offenbar 
inuner 

»+  1 
al00 

eine  positive  Grosse,  so  dass  folglich,  weil jr^    eine    nega* 

tive  Grosse  ist,  jedenfalls  auch 

i — a?'=i — rcos(Gii  —  ö) 

eine  positive  Grösse  sein  muss,  woraus  sich  ergiebt,  dass  in  die- 
sem Falle  in  der  Gleichung  6)  das  obere  Zeichen  genommen,  und 
daher 

r=n{t — rcos(ai — ö)) 

eesetzt  werden  mnss.    Für  den, zweiten  Zweig  der  Hyperbel    is 
dagegen  offenbar  immer 

^  n  —  1 
also 

eine  positive  Grosse,  woraus  sich,   da  — ZTZTi      ^^^^     negative 

GrSsse  ist,  ergiebt,  dass  in  diesem  Falle  —  (f— orO  eine  posi- 
tive, also 

i^^^jp'sbi  ^  r  cos(o>-*-«&) 

eine  n<^gative  Grosse  ist,  und  daher  in  derGieicbnng  6)  das  untere 
ZeidMMi  genommen ,  fblglrch 

Theil  XYII.  5 


Digitized  by 


Google 


86 

r  = — n  { t — rcos  (m — 5) ) 
gesetzt  werden  muss.    Ueberhaupt  ist  also  filr  die  Hyperbel 

9)  r  =  ±n{  i— reo8(©— 5) } , 

weun  maii  för  den  ersten  Zweig  der  Hyperbel  das  obere»  für  den 
zweiten  Zweig  derselben  dagegen  das  untere  Zeichen  nimmt 

Demnach  ist  för  jeden  Kegelschnitt 

10)  r==±»{t  — rco8(i»— 5)), 

wenn  man  för  die  Parabel,  die  Ellipse  and  den  ersten  Zweig  der 
Hyperbel  das  obere,  för  den  zweiten  Zweig  der  Hyperbel  das 
untere  Zeichen  nimmt. 

Nimmt  man  nun  aber  n  nicht  wie  bisher  stets  positiv,  son- 
dern för  die  Parabel,  die  Ellipse  und  den  ersten  Zweig  der  Hy- 
perbel positiv,  för  den  zweiten  Zweig  der  Hyperbel  dagegen  ne- 
gativ,   so  ist  ganz  allgemein  för  jeden  Kegelschnitt: 


also 


oder 


oder 


11)  r=nU'— rcos(a) — o)}, 

12)  r(l  -f  ncos(o>-€5))=m. 


13) 


nt 


'l4-ftC0S((l»~Q)' 


14) 
oder 


-.  +  j-cos(o— ü) 


'^^  ^"^  !«£+  £-cos(»  — o)| 


-1 


Die  ersten  Coordinaten  der  Scheitel  im  System  der  a'y'  sind 
ffir  jeden  Kegelschnitt  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen 

ni  .     ni 

— r-7  und  i  > 

n+1  n— 1 

wo  ffir  die  Parabel  jedoch  nur  die  erste  dieser  beiden  ersten  Coor- 
dinaten,  welche  positiv  ist,    gilt.     Für  die  Ellipse  und  Hyperbel 

entspricht    ^jn>  welches  positiv  ist,  dem  Scheitel«  der  dem  als 
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Pol  aDceDommenen  Brennpunkte  zunächst  liegt.    Hieraus  ergiebt 
sich,    dass  man  den  positiven  Theil   der  Axe  der  x'  immer  von 


Pol 
sich , 

dem  als  Pol  angenommenen  Brennpunkte  an  nach  dem  Scheitel 
des  Kegelschnitts  hin  nehmen  muss,  welcher  diesem  als  Pol  an- 
genommenen Brennpunkte  zunächst  liegt. 

Setzen  mr 

16)  ^=~>   B=t; 

so  Ist  unter  den  im  Vorhergehenden' gemachten  Voraussetzungen 

17)  r  =  { il  +  -Bco8(a)  —  ö)  j-* 

die  allgemeine  Polargleichung  der  Kegelschnitte,  und  A  Ist  posi- 
tiv fär  die  Parabel,  die  Ellipse  und  den  ersten  Zweig  der  Hyper- 
bel,  negativ  für  den  zweiten  Zweig  der  Hyperbel,  JS  dagegen  ist 
Immer  positiv. 

Für  die  Parabel  ist 

also  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen 
18)  4=^=-. 

Für  die  Ellipse  ist  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen 


also 


und  folglich 


.     6«      1 


19)         ^=-,    B^^^^—^ 


.     v:^  ^~^. 


oder,  wenn  man 


setzt: 


20)  .==1 


6* 
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Also  ist  il>B. 

Für  die  Hyperbel  ist  nach  dem  vorhergebeDden  Paragraphen» 
wenn  man  immer  für  den  ersten  Zweig  die  oberen «  für  den  awei- 
ten Zweig  die  unteren  Zeichen  nimmt: 

also 

uod  folglich 


^+i*_^V'+(0' 


^^) 

^-±-'  ^~ 

6»-       b*.       - 

oder. 

wenn  i 

man  auch  jetzt 

23) 

b 
a 

setzt: 

24) 

-4 

„     2Vl  +  £« 

'    ^-      P 

Also  ist  der  absolute  Werth 

von  A^B. 

p 


Auf  diese  Weise  kann  man  die  Constanten  A  und  B  leicht 
durch  die  gewöhnlichen  Elemente   der  Kegelschnitte  ausdrücken. 

Zählt  man  überhaupt  den  Winkel  9)  von  der  geraden  Linie, 
an ,  welche  von  dem  als  Pol  angenommenen  Brennpunkte  aus 
nach  dem  diesem  Brennpunkte  zunächst  liegenden  Scheitet  des  Kegel- 
schnitts hin  gerichtet  ist,  nach  einer  gewissen  Richtung  hin  von 
0  bis  360^,  60  geht  aus  dem  Obigen  leicht  hervor,  dass  die  all- 
gemeine Polargleichnng  der  Kegebchnitte 

r=(il  +  Bco8y)-» 
oder 

1 


r= 


A+Bcoaq> 
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Ist.  A  ist  positiv  för  die  Parabel,  die  Ellmse  und  den  ersten 
Zweig  der  Hyperbel 9  negativ  für  den  zweiten  2^weig  der  Hyperbel; 
JS  dagegen  'ist  immer  positiv.  Für  die  Parabel  ist  Az=zB ,  für 
die  Ellipse  ist  il>£»  fär  die  Hyperbel  ist  der  absolute  Werth 
von  A'^B. 


IV. 

Um  eine  Anwendung  der  aligemeinen  Polargleichune  HL  17) 
der  Kegelschnitte  zu  zeigen^  will  ich  nun  noch  die  folgende  in 
vielen  Beziehungen,  bekanntlich  besonders  in  der  Astronomie, 
sehr  wichtige  Aufgabe  auflösen. 

Aufgabe. 

Aus  einem  gegebenen  Punkte  als  Brennpunkt 
einen  Kegelschnitt  zu  beschreiben»  welcher  durch 
drei    gegebene  Punkte  geht. 

Auflosung.  Die  Vectoren  der  drei  gegebenen  Punkte, 
welche  natürlich  als  gegeben  zu  betrachten  sind,  seien  ri,  T^iV^i 
die  von  diesen  Vectoren  mit  einer  beliebigen  von  dem  gegebenen 
Brennpunkte  ausgehenden  geraden  Linie  eingeschlossenen,  eben- 
falls als  gegeben  zu  betrachtenden  Winkel,  welche  von  der  in 
Rede  stehenden  geraden  Linie  an  nach  einer  und  derselben  Rich- 
tung hin  von  0  bis  360^  gezählt  werden,  seien  (5|,  (d^,  03;  der 
auf  gleiche  Weise  genommene  Winkel,  welchen  die  von  dem 
gegebenen  Brennpunkte  aus  nach  dem  diesem  Brennpunkte  zunächst 
negenden  Scheitel  des  gesachten  Kegelschnitts  bin  gezogene  ge- 
rade Linie^  mit  der  obigen  von  dem  Brennpunkte  aus  gezogenen 
geraden  Linie  etnschliesst,  sei  o.  Dies  vorausgesetzt,  haben 
wir  nach  UL  17)  die  drei  folgenden  Gleichungen: 

iri=:{^  +  Äcos(©  — öl))-*, 
ra=M  +  i?cos(co— öa)l-^ 
r8={-4  -I-  Äco8(©— 5a))-*; . 


oder 


iriM  +  Äcos(a)— 5j))  =  l, 
r^[A-^  £cos(a>  —  €d2))  =  l  > 
ra  { i<  -|-^cos(o>—  5a)  I  =  1 ; 


in  denen  ri,  r^,  1^;    5i,  cd^,  öa  die  gegebenen,    dagegen  w,  A, 
B  die  gesuchten  Grossen  sind ,  durch  welche  letzteren  der  Kegel- 


schnitt vollkommen  bestimmt  wird 
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.Formeln  für  A. 
Aus  den  Gleichungen  2)  erhält  man: 

1— ri-4=riÄcoa(»  — Ol), 

1  ^rsil=rs£co8((»  —  Os) ; 


also 


1 — TxA Tx  cosoi  -t-sinOi  tangio 

1 — Ta^      r^'    cosOa-f-sinOstangfo  ' 

1— Ts-^  ~"  rs  '  cosös  -fsinOstango)  * 

1 — T^A  f^   cosSs+sinSstango) , 

Y—T^A      ri 'cosOi-f  sio^itango' 


und  hieraus 


folglich 


rj(l — riil)cosG)t  —  ri(l  — r2il)co80| 
=  —  I  r«(l — rx^)sln5a  —  »"iCl— »"i-^  «»nSi )  tangao , 

r8(l  —  rail)cos58— '•«(l — r8-4)cos5a 
=-"1^8(1  -"  rj-4)sin58  — »*2(J  — r8^)8'»nöa }  tango , 

r|(J  — r8il)cosc)i  — r8(l  -— riil)cosOa 
=  —  Jri(l  —  r8i<)slnc5i  — r^Q.  — riil)sin^ )  tango; 


T%(\ — ri^jcosOa — r|(l  — rai^jcosOi 
r8(l — rÄil)cos58  — r^ — T^A)tM%^ 
_  T^  — riiijslnSa  ""  ^i  (i  ~  ra^)8in5j 
"  r8  (1  —  r2-4)sinÖ8  —  ra(l  — r8i^)sinöa ' 


woraus  si^h  leicht  ergiebt: 


0=  rar8sin(cSf  08)-(l— n^ 
+  r8risin(58  -  5i)  •  (1  —r%A) 
-|-rira8in(S|  —  5«) .  (1  —r^A) 


oder 
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0=  siD(Sa-53)  .(-^^a) 


also 


3)        ^  __.!l la _         '^a       . 

sift(5|  -Sa)  +  ßio(5a— Ü3)+sin(Ö3-Oi) 

oder,  wie  man  leicht  Gndet: 


4)       A=- 
oder  auch 


--«in(5a— 5s)+  — 8iD(ös— üi)H — 8in(0|— cS,) 

1  «         *   1        I       ^TZ.     I      ' 

4siii  2  (öl  —5a)  sin  g  (5»— ös)  »in  5  (03— coi) 


ö)  2Az 


C08^(öa  — 03) 


fi  sin  2  (Si'i-Qa)  •*»  2  ^'^^ ""  "*  ^ 


cos  2(03— öl) 


rasin  ^(öa— «s)  ««" .;}  (»i  —  S») 
008  5  (Qi  —  5a) 

Tr'"T77T 


r38in|(fi>8  — üi)sin^(5a— 53) 

Formeln  für  B. 

Aus  2)  ergiebt  sich: 

i^a— Ti  =  FiFa  { co8(© — 5|)  -  co8(g)— Oa) )  B , 
rs— ra=rar3  {  co8(ö— 5a)— co8(a)— 5^) )  B, 
Ti^r^^zrifi  (cos(a)— öa)  — eos(»— 5i)|B; 
also 
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( Jg  =  (co»^3— C080|)coso  +  (sinOs — 6inc3i)8ina) . 

Aus  den  beiden  ersten  dieser  Gleichungen  erhält  man  leicht: 

=  ( 8in(ö|  — öa)  +  8in(S2— Ö3)  +  8in(5j — Qg )  j  sino ,   - 

=1  sin(ö, — c52)+sin(c32^^3)  +«10(03 — öj)  j  cos» » 
Quadrirt  man  nun  und  addirt,  so  erhält  man: 

[    [(^-r;)"""'+(^-K)"^  +  C7-i^)'=^T|    I 
^[(l->„.  +  (i-l>,..,H.(J-,l)..«.]' 

=  t  46in.j(öi— Ö2)sint^(5a— Ö3)sing(53— 5|)|*. 
Der  Factor  von    -^    ist: 

Also  ist 
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"^     r  I   z      i       -     1      ^     ' 

wobei  inaii,  ivenii  man  ^  npdttelst  cli^s^r  Forni^  durch  Aiiszie- 
hang  der  Qu^ratwoh-i^l  befiitilimt«  zu  hfeachteii  bat»  da«a  JSnacb 
III.  Dekannilich  iquner  positiv  i^t. 

Formeln  für.  «>• 


Durch  Division  erhilt  man  leicht  aus  2): 
l+-TCos(»  — 5i) 

It  -^ 1 

T 'S ZT"       ' 

*    l+-jC08(a> — ü,) 


l+^cos(»  — ©s) 

*     1+ J^C0S(CD  — 0|) 


»'S 


=  1; 


also 


n-Ta 


^  riCOS(0D— 6i>l)-«T«COS(0> — Ü2) 

^_ ra— ra 

^         r^cps(© — cSa)--^8Cos(fiah:-^s)  * 

^         r3Cos(a>— (rDs)— r|Cos(o> — Oi)  ' 
Folglich  ist  ' 

rtC08(fl>— 5|) — raC08(fl>-T^5a)  _  racos(o —tfa) — fa^^^^C^'i^— ^a) 
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woraus 


+  ^zin  — r2)co«(io  —  S3)  =  0, 
und  hieraus  ferner 

7)  tanga?=r     ^i(^^-^3)coggi  +nifr5-n)coa5a  -f  rs(rx-Ta)co8S, 
rifra— r,)8inOi  +r2(r»— ri)sinÖÄ  +  r5(r|— ra)8in5, 

oder 

8)  tango 


Be8tininit  man  aus  den  oben  (ur  --|    gegebenen    Ausdrücken 

N^     die  Grusse  B  durch  A,    und  fdhrt  die .  erhaltenen  Ausdrücke  In 
die  Gleichungen  2)  ein,   so  erhält  niaii: 

*    ^       ri008(fl(>  —  Ol) — r^eosCco — o«)  ^ 

,.^$, <r,-r,)co»(a^-S^  ^^ 

'    ^        r2Cos(fi} — o^  —  r9cos(o)— 03)' 


d.  i. 


rs  cos(o)  —  Qg)  —  riCos(c9  —  Si) 


Srir^inaCSi  — Oa)«in{»-«(5i+5«)l 

r,  cos(a — Ol)— räcos(oo — ö^)  '   -^ 

2rarjSin5(5a— ©»)«IdI»-  «(5«+58)| 

^ f >|—  1 

rtCOs(o>— Oft)  —  rjcos(a) — 5,) }  ^ 

2r,risiii  ^(Si— «i)«»!»— 2^®»  +  ^*^' 

rsCOs(«— O3)— Ti  cos(a)— Ol)  ' 


also 
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») 


oder 


1») 


A  = 


A  =r 


1  l"I  • 

r2  co8(flh— 5^) — r3C08(a> — Sg) 

raC08(»— gg)— riCos(ca — S|) 


il  = 


--•C08(©— Ol)— —  C08(C9  — CD^) 

2  sin  5(01  —  Q9)8tn  { o — « (®i  +  ^«) 


1 


--  C08((8— COa)—  -t  C08  (a  —  ö.) 

il—  J  J 

2  8iD ^ (Sa—  58)8in  { «— 2  <^«  +  ^»  ^ 


A  = 


r-  co8(co— üj)—  —  cos  (» — öx) 
28m  g  (Sa— öi)8in  { «  —  j  C^«  +  ^i) ) 


Mittelst  dieser  Fonneln  kano  man^  finden,  wenn  man  omit 
tdst  einer  der  obigen  Formeln  7)  oder  8)  berechnet  hat. 

In^Yerbindnng  mit  dem  Obigen  ei^iebt  sich  ans  9)  und  10;: 

^1— ^2 


11) 


oder 


B=i 


B-- 


B  = 


2»ir^g(Si— c»,)»fa  Im— 2(Si  -f  Q^\ 


2r/-,siD2(5«-Ö3)««»  t«— jC«*«  +  **«)' 


i 1 T~Z — I 

2r,r,smg(ö,— a>i)8m  tu—  ^(Ot^^i)^ 
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/j~ — rz — :: —    tz ' 

2  sin  ä  (ü,  —  Os)sin  I  c»  —  2(<>>i  +Si)  J 

12)  {     «=— T ^— ^T • 

2  sin  g  (Oa  —  5j)8in  { »— cj(0a+08)  I 


2  sin  2  (Ü3  —  üi)sm  | «—  ^{ii^z-^^i)) 

Mittelst  dieser  Formeln  kann  B  gefunden  werden /wenn  man 
a>  kennt. 

Die  Formeln  7)  oder  8)  liefern  fär  den  zwischen  0  und  360^ 
liegenden  Winkel  a>  immer  zwei  um  180^  von  einander  verschie- 
dene Werthe.  Man  sieht  aber  ans  den  Formeln  11)  oder  12) 
leicht,  dass  diese  beiden  Werthe  von  cd  jederzeit  fur^  zwei  dem 
Zeichen  nach  entgegengesetzte  Werthe  liefern,  und  da  nun  B 
bekanntlich  stets  positiv  sein  muss,  so  hat  man  Hir  oo  immer  den- 
jenigen der  beiden  in  Rede  stehenden  Werthe  zu.  nehmen ,  wel- 
cher für  B  einen  positiven  Werth  liefert  Daher  kann  es  nie  zwei- 
felhaft bleiben,  wie  man  den  Winkel  «>  in  jedem  Falle  zu  nehmen 
hat«  und  die  Aufgabe  ist  folglich  immer  vollkommen  bestimmt. 


Andere   Auflosung, 


So    elegant    auch  die    obigen  Formeln  dem  erSssten 
nach  sind,  ^so  hat  mir  doch  eigentlich  für  die  w&kliche  i 


Theile 
Anwen- 
dung immer  die  folgende  Auflösung  unserer  Aufgabe  am  geeignet* 
sten  geschienen. 

Man  setze 

BsxntnzzzXy  BcoBm:=zT; 

80  hat  man  nach  2)  die  folgenden  Gleichungen: 

A  -|-  JCsinöj  -|-  Ycqsoi  =  --  > 
A  +  Xsinos  +  FcosSa  =  —  • 
A  +  X^Q^  +  FcosQs  =  — 

'^8 
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Ans  diesen  Gleichnngen  folgt  durch  Subtraction: 

2X8m2(öi— 5j)co82(öi  +  öa))        ^       | 
—  2Fsin2(5i  — 3a)»'n2(öi +  5«)) 

1    -         -  1     -  -.     ^ 

also 


sing  (5i  —  (d2)8in2  (»i+ög) 


SXcotg  (S,  +  5,)-.2F  =  — j-^— 1^— ^J 

sin  2  (öa-öa)  sin  ^  (5«  +  (S^) 

und  »  ^ 


2X^2Ftangg(5i  +  5J:5:-^f--^ ^^j —  , 

sin  q{Qi — Q^coB  2  («1  +  ©i) 

2J:-2rtang^(5,  +  58)=      ^  ^     ^*     ''I  ^ — 

sin  g(Q^—<i>a}G08 2  ((!>».+ Ss) 


Setzt  man  nun  der  Kfirze  wegen 
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'1 ü. 


13) 


1      _     r_       ' 

2  sin  2  (Öi-tO,)  sin  g  («»j  -  5i) 


2  Sinnes» -ö,)slo  ^(ö»— 5i) ' 
80  erhält  man   auB  dem  Obigen: 

Fs^ifcos  5(3a  +  Sa)  —  iVcos  0(^1  +  ^  * 

Ferner  erhält  man  leicht  mittelst  des  Obigen: 

15)         il= —  —  üf  cos  2  (ö,  —  Ss)  +  iV^cos  2  (öl  —5a) . 

Diese  Formeln  scheinen  mir  zur  Berechnung  von  A,  X,  Y 
sehr  bequem.  Zur  Berechnung  von  o  und  B  ergiebt  «ch  aber 
aus  dem  Obigen 


und 


t6)  tango=-p 


17)  B  =  lä-  = 


smo      COSC9 


wo  man  f3r  o>  den  zwischen  0  und  360^  liegenden  Winkel  zu  neh 
men  hat»  welcher  der  Gleichung  16)  genfi^  und  mittelst  der  An» 
drücke  17)  f&r  A  einen  positiven  Werth  faefert 

Weil,  wie  man  leicht  findet 


sin^- (09+  Ü8)8in ^  (5«— «s)  +  »«0 ^  (Oj  +CÄ,) sin  «j (^i — S«) 


=— sin  ^  (05 + 5i)8in  ^  (cd,-^,) 


und 
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cos  2  (25,  +  5,)siii  2  (5,-o,)+co8  ^  (5i + o,)8in  g  (Sz — 5,) 
ist;  so  ist  aach 


=— cos^(08  +  5i)8m2(ö8-öi) 


18)        X= 1 p- 

2ri  siD  2  (5i  —  (da)sin  ^  (O3  —  ©i) 

8"nc^(58  +  5i) 

+ r-- 1 

2r«8iD^(5a—  ös)«»  ^  (ö^  —  €?») 
sin  2  (»1  + 5») 

"*■ — rz — I — n 

2r86iu  2(03  —  üi)sin  g  (q^  — Sj) 


und 


cos  5  (Sa +05) 

19)         F= j— 1 

2ri  sin  g  («i  —  Sj|)siD  ^  (5a  —  Oi) 

cos  5  (08 +  50 

+ rz-^ — rz—r 

2rasin  g  (öf  —  Oa)«*"  5  ^^*  ""  ^•^ 
cos5(5i+5a) 


är,  sin  2(^8 -  Si)siD g (5»—  öj) 

Nimmt    man  nun  hierzu    noch   den  aus  5)  sich  ergebenden 
Ausdruck  von  A,  und  setzt  der  Kürze  wegen 

iF=  t2risin2(5i— 5a)sin2(58~5i)}-^ 
G  =  {2rasin2(5,— 58)sing(5i-5Ä)|-^ 
JSr = 1 2r8sin^(58  —  5i)sin2(5t-5B)  |-* ; 
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so 

80  hat  man  zuf  BeHtimmung  von  A^  X,  Fdie  folgenden  Fonneln : 

21) 

S^=r— FcoSöCö«— 03)— Gcos^Cös—Si)— ffcoSgCöi  —5a) , 
X=     Fsin  ^  (öa+  ög)  +  6?siD  g  (Ö3 + ©i)  +  iafsin  ^  (5i+5«) , 
fF=    FcoS2(52+.53)+Gcos^(03+5i)+£fco6  2-(öi+öa)* 

Die  Grossen  a>,  £  werden  nnn  femer  wie  oben  mittelst  der 
Formeln  16)  und  17)  gefunden* 

Auc^  ist     . 

also  nach  21): 
22)  Ä«=Fa+(?«+i^ 
-|-2FCrco8  2  (Ol— 5a)  +2G£rcos2  (5a  —  Ss)  +2iafFco8 g" (5s— Ö^) . 


Bestimmung    der.   übrigen    Elemente    des    itegel- 
schnitts  ans  den  GrOssen  JL  und  B^ 

Wenn  A  positiv  und  A^B  ist^  so  ist  der  Kegelschnitt  be- 
kanntlich eine  Parabel»  und  nach  III.  18)  ist 

2  2        2 

A-B^^.     also   P=2=5 

Wenn  A  positiv  und  A'>B  ist,  so  ist  der  Kegelschnitt  eioe 
Ellipse,  und  nach  III.:  21)  «st 


Also  ist 


und 


.2      ^   2\rrT^ 


2 
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woraiM 


a-        A        ~  Ä         ~ 


folgt.    Bekanntlich  Ist  aber 


also 


2      26«       1       b*      A»-B^ 


_      A A 

"— 3nrB«  -^  (  A^B)  iA+B)' 

6=     ^  1 


Wenn  il  ^ positiv  und  A'^B  ist,  so  ist  der  Kegeiscboitt  der 
erste  Zweig  einer  Hyperbel,  und  nach  III.  24)  ist 

p  p 

Also  ist 

,     2 


aod 


Worms 


6»      fi»      .       fi«-^» 


Ä=J\nrni,    ,.=^=^_i=if_^  . 


6  _  VS*^^_V(B-AHB+^ 
a-         A       —  A      ■ 


folgt.    Bekanntlich  ist  aber 


also 


2       2i«       1       6«      B«-.<1» 


"-  B^^lP  -  {B-Ä){B-{-A) ' 


W&-A*—  ^^^-A){B\M 

Tbeil  \VII. 
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Wenn  A  negativ  ist,  so  ist  der  Kegelscbnitt  der  zweite  Zweige 
einer  Hyperbel,  und  nach  III.  24)  ist 


Also  ist 


und 


woraus 


P  P 


2 


a—  2 3  ' 


folgt    Bekanotlich  ist  aber 


2      26*  16"     B^—JP 

p=-Ä=ir'   -3=5"=  "35"- «5 


also 

A 


Ä»-3»-"     {B-A)  (B+A) ' 
1  l 


6= 


Vä5-3«     V  (Ä-i<)  (B-M)  ■ 


Dass  iD  diesem  letzteren  Falle  meB  ^~A  sein  kantt,  er- 
hellet leicht     Denn  wSre 

so  wSre  auch,  wobei  man  zu  beachten  hat,  dass  —A  und  B  po- 
sitive Grossen  sind, 

'J7cos(o> — 5i)  T  —  3 , 
also 


3+Bcos(«d-5i)'T0, 
was  wegen  der  Gleiehong 
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ri  M  +  Bcoa  (o— 5|) } = 1 

aninCglich  ist  Daher  ist  in  diesem  Falle  immer  B^-^A^  d.  h'. 
der  absolute  We^ tb  von  A^B,  wie  auch  aus  111.  schon  be- 
kannt ist. 

Wir  scbliessen  mit  der  folgenden  Aufgabe: 

Aufgabe, 

Aus  einem  gegebenen  Punkte  als  Brennpunkt  eine 
Parabel  zu  beschreiben,  welche  durch  zwei  gegebene 
Puqkte  gebt. 

Auflosung.  Bedienen  wir  uns  ähnlicher  Bezeichnungen  wie 
vorher,  so  haben  wir  jetzt,  weil  bei  der  Parabel  bekanntlich  A=zß 
ist,  die  beiden  folgenden  Gleichungen: 


23) 
oder 


24) 


^ri  il  {  l  +  C08(ö«- Ol)  I  =5  1 , 

r^A  { 1  +  cos(ö)—  «a) } = 1 ; 


2ri  -^cosjCiü— 5|)«=  1, 
2rt  ^  coss*  (cd— 52)*=  1 ; 


•    woraus 

»1     Us2(ai- 

-5i)i                      cos.jCcö— öi)i 

^      ....  1     Ä^Anr     '                                                   \ 

^cos^(a)- 

-5a)J                      cos^C»  —  ö«)) 

»•l 

folgt.'  Also  ist 

cos^-Cwöi)           ^^^ 
cos^  (ö— ö») 

folglich 


COS^  (Ol-Üa)  -cos^  (  Co  —  «1  )        ^^^  ^  ^^^ 

n       I~r        iT  -  v^  Vril-Vr^' 

cos^((ö— G)a)+co»2^^  ""  <^i) 
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c1.  i. 

8inj(5i-öa)sinJ2»-4(üi+ö,))      vr,:fvr, 
cos  j  (5,  —  5,)  cosi  2  «»—  4  ( öl + ««)  1  ~ 

also 
25)       tang{  j  (Oi  +  ö«)  —  5  ^^'^  =  Vn+lTi^  ^®*  4  ^^»""^«^ ' 

Aus  dieser  Gleichung  konnte  man  leicht  tang' 5  o)  entwickeln , 
und    da    5-  (0  positiv  und   nie  grosser  als  180^  ist,   so  sieht  man, 

dass  mittelst  derselben  »  oo,  also  auch  ca  vollständig  bestimmt  ist, 

wobei  es  sich  aber  natürlich  von  selbst  versteht,   dass  es  wegen 
der  doppelten  Zeichen  zwei  Werthe  von  o  giebt. 

Hat  man  a,   so  erhält  man  A  mittelst  der  Formeln 

1  I 


26)        A^ 


1         _      —  1  _     ' 

2ri  cos  o-  (a>— öl)*      Sr^cos  5  (»  —  ö«)* 


oder,  weil  bekanntlich 

p*  ^        A 

ist,  den  Parameter  p  mittelst  der  Formeln 

27)  p  =  4i'j  cos  2*  (»•—  öl)*  =  4ra cos  2  (® ""  ^a)* ' 

So  wie  der  Winkel  m  haben  auch  A  und  p  zwei  Werthe. 
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III. 

Conseqiieiices  tirees  des  formales  rela- 
tiTes  ä  la  transformatloii  du  modale. 

Par 

Monsieur  Ubbo  H.  Meyer 

de  Groningae« 


En  adoptant  les  notatioifs  da  No.  XXXIII.  «T.  XVI.  les  for- 
mules  trouv^es  daos  le  §.  VI.  permettent  d'änoncer  le  thi^oröme 
soivaat: 

Thioreme  L 

Soient  B,  K,  6»  t  des  constantes  d^termipö.es  par 
^ies  ^qnatioDS 

OD  aara 

1  " 

1        ^' 

^^-P^IT^    P^ 

n 

Et,  «n  d^tciminaDt  les  fonctions  Tiu,  ^n»  Ca»  lÖn  par  la 
eoodition  de  devenir  0€,  I,  1,  1  pour  :r=€=0,  et  par 
les  ^qaationB 
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]c»«=iip(i--p^^J==np(i^  c»PS^^ 


on  anra  encore 


(3)    P/^,t=^^,     eex,fc=^^,    *^*'*=^- 

Enfin^  en  döterminaot  6  et  A  par  les  ^quatioDS 
/v  j6  =  5o,        A=Sfc, 

on  aara  les  relations 

Nous  avons  deja  fait  robservation,  qu'il  sera  bon  de  traiter 
s^parement  les  deux  eas  oü  n  est  pair  et  oü  n  est  impair»  afin 
de  r^daire  les  seconds  membres  des  equations  (y)  k  des  formes 
quarr^es :  c'est  ce  qae  nous  allons  faire  dans  le  paragraphe  sulvant 


§.  I.     Considöration    dlstincte    des    deux  cas  oü  n  est 
pair  et  impair. 

10«  Soit  n  an  nombre  pair. 
En  vertu  de  l'^quatfon 

P=0 

on  trouvera  ais^ment 

(2)  npfp=fo^fn^p=n^fn^,^i, 

puls 
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P=:l  p=l  ^'  ä+P        «f=l      f^ 

et,  loreque  les  fonctions  /p  et  F,  jouissent  de  ia  propriet^S  de  sd- 
tisiüre  aux'coDditions 

(2)  fp^=fv>  iV»-i='r. 

on  anra 

p=-      * 

[T/p=/;|n/i,l  ' 

(3)  r    v=". 


[lrpFp=  IffpFpl 

MaiDtenant,  comme  od  a 
d'o& 

(4)  PiT-»=P«.  Ps\q—Pt-^, 

et  par  suite 

OD  poarra  «nbstituer  i^ix  «IqaaÖoDs  (y),  eo  vertu  dea  formulea  (3), 

n 
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De  plus  «n  observant,  que  1*od  a 

et  8e  rappelaiit,  que  3«,   5>fi,  €n,  JD»  se  räduisent  a  ö«,  1,  1,  t 
pour  x=:^=ß,  on  tirera  des  pröc^^dentes : 


(7) 


I  n  n 

a>,=i2,V(i-^;^^J=fi/£(i-c«/%,i», 


Ed  appliquant  Jes  formules  (3)  aux  ^quations  (a),  et  ayant  ^gard 
rormul 


aac  formales  (9),  (4),  (5)^  on  trouvera 

f  «~*  ^    «— * 

\H=2Pr  Inihpi  ^np^^p  ^ 


d'oü 


-        1   P=I^??.  I  _ 

(9)  ö=  ^~  TT  —2 s  *=r  c»  fipPV+lr 


La  valeur  de  k  ^tant  coDDue^  oo  en  d^dait  celle  de  h,  Mais  od 
determinera  k  independammetat  de  k,  en  observant  que,  comme 
on  a 


i2r^,c=6> 


il  s'en  suivra 
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ou,  smmat  les  öqaatioiu  ^), 

doDc  OD  anra,  en  vertu  des  ^qnations  (8)  et  (7), 

ao)    *=  ~^ßii-m_,  PHpr 

f  «        ,  n  n 

n  n  n 

2^,    Soit  n  UD  nombre  impair. 
En  vertu  de  F^quation  (I)  od  aura 

iipfp=  n  A-p = Jip/a_p_i, 

p=l 

pob 

/rpFp=  /rpFp/TpFna.  =rF„_.iiTpFpApF«-pli;  . 

et  lorsque  les  fooctions  fp  et  Fp  jouUsent  de  la  proprietö  de  sa- 
tislaire  aus  conditions  (2),  ii  viendra 

V/p={/r''  /p>2,fl^Fp=F«-itflpFpl«. 
p~i  p=i  — 

pnpoarradonc  substitner  aux  equationes  (y),  eo  avant  ögard  aux 
fonnules  (4)  et  (5),  '^  J        .fe 

p=««» 


"-«"-'U^O-Ä,.)!" 
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-«+1 


^-\d(-^^p 


d*oii  Ton  tire,  eu  dgard  aux  iormules  (6), 


Ol) 


0 

tl-1 

fl 

Pareillement  les  ^uations  (a)  pearent  dtre  remplacöes  par 

\k=  Pt  {wpftg+g* = ffp  JP^c±Lt. 

11  nun  « 
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•On  pouirait  d^ermfaier  h  k  Taide  des  ^quations  (i)  et  (11); 
mab  on  obtiendra  ane  expression  plus  simple  par  les  traDsfor- 
matioDS  suivantes. 

D*abord  od  d^duit  de  la  seconde  des  formules  (ß) 


1-s^'  .^^^p\^. 


n 

Ed  observant  ensuite,  qa*en  vertu  des  formules  (Q  on  a 

ßtantk,  6a=(fk+nrk, 
et  qoe«  puisque  n  eBi  ün  nombre  impair»  on  aura,  non  seulement 

mais  encore 

U  viendra,  en  faisent  xz=.x,  puis  x^^c^ 


1-^  « 


/»»,.,*  ^,+?P, 


^  Ä»i»«„» 

1     1 

V   * 
«'^.+&, 
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n  n 

d'oü,  en  vertu  de  la  premiöre  des  formules  {ß). 


et  enßn,  en  faisant  z=0, 


Ä  .  *P 


(13)    Qoy^^It,-^,  ti<>9,k=np-^ 

n  n 

MaiDtenant«  comme  on  a 

n 

la  seconde  des  formales  (13)  donnera,  en  faisant  jy=:-T: 

jt 


(14)  Ä=JTp- 


Mais  ft  ötant  impair,  on  aura  aassi 
donc  ii  viendra,  en  faisant  y=r, 


*="'  Ä^=^i'Tz^=*'^PÄ5r 


'•  n  « 

ou  bien 


(15)  Ä=6«ir*     1 

Remarqaoos  encore>  qu'en  appliqoant  la  formule 
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aux  formules  pr^c^dentes^    eile  se  pr^senteront  sous  une   aatre 
forioe.    Ainsi  (es  öquations  (12)  se  cnangeroDt  en 

n 

Kz=  n    /»,  ap  =  ff     W*- 

p=a  T-JTr    j,^      Ä^p^. 

n 

En  combinant  cette  exßression  de  K  avec  ceile  de  H  fouroie  par 
ia  premiere  des  öqaatioDs  (12) ,  od  trouvera 

(»«>   ^=s=p^-x  -i^- 

n 

PareillemeDt  l'öqaation  (15)  se  röduira  k 

«-1  n-i 


§.11.      TraDsformations    ulterieures    des    formules 
trouv^es. 

En  r^siimant  les  r^snltats  obtenus  dans  ie  paragraphe  pr^c^- 
dent,  OD  pourra  eDoncer  ies  th^orenies  suivants. 

Theoreme  IL, 

Soit  n  un  nombre   pair.    DötcrmiDODS   les   constan- 
tes  H,  K9  6,  k  par  ies  ^quations 

~r        —  — y  •  ^ 

ni,      n*      n  n 

nun  n 
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On  aura 


»  n  n 

l_c«i»,^/»,    l-c^/Mj^P*»     l-c«/»5,P*, 

1»  n 

n 

ThioThme  IIL 

En  supposant  n  impair,  on  d^terminer  a  H  et  K  par 
les  ^qaations 

n        n        n  « 

Ä       i       "  • 

et  on  aura 

«  •  n 

e9.,t=ex,_capaJ/S27 l-c^i^l»;  '  1-c«pCi,P«,' 

n  n  *      » 

l-c"P\^P«,  l-c«pa,  JP».     1-C«/M»_2^P», 
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Le  th^oröme  Ill.y  applicable  au  cas  oü  n  est  pair,  reproduit 
le   th^or^me  cpnna  ^e  JacobL      Ce   thöor^me    sera   donc  com- 

Sl^t^  par  le  th^oröme  II.  applicable  au  cas  oü  n  est  pair  et  con- 
ulsant  par  suite,  comme  on  devoit  s'y  attendre,  ä  la  transforma- 
tion  du  module  d^couverte  par  Lagrange.  D'ailleurs  ces  denx 
tbiktremes  sont  compris  dans  le  th^or.  I.^  qui  subsiste  pour  tout 
nombre  entier  et  positif  n. 

Les  formules  pr^c^dentes  se  pr^senteront  sous  dautres  for- 
mes  eu  y  apuliquaDt  les  formules  trouv^es  dans  le  §.  IV.  du  No. 
XXXIII.  T.  X Vi.  Or  ces  transformations  ötaot  faciles  k  executer^ 
Dous  ne  les  <$crivons  pas.  Occupons  nous  seolement  des  relations 
par  iesquelles  les  fonctions  ä  variable  imaginäire  sont  liees  aux 
ronctions  k  variable  reelle. 

» 

On  aura  pour  cela»  en  vertu  des  formules  (16)  et  (19)  du  pa- 
ragraphe  eit6, 

p&.»_iö^^,  ei.,*=-ö;^,  ^'*=iö^»' 

Ott 

^'''*"-'«^'    •^*''*=er»'     ^'''•""ö^' 


et 


,      /».m""t     P^x,c 


Od  aura 


de  m^me 


n  .Pex,h        ^  ^  D  ^«*»* 

^'"^^^'Q^u'  ^"^^'"^oT/y  *^^>*=e^,-:i' 


P^ey^_  P*0iy,k 


Maintenaot  on   deduit  du  thäor.    I.,  eu  ^gard    k   la  relation 
9b=ne$ 
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P*tX,f> 


donc  OQ  aara 


d'oü,  en  faisant  j=  -p*  =  ^^&, 


j_  p».,» 


ÜB        n 

(2)  I      fox.t        »  »+-i«M 

En  faisant  ensuite  successivement 
et  en  observant  que 
on  dödnit  de  la  precädente 
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-5-«».» 


^^»  "^  ^^» 


.— —— , — ....■ rv»  > 


|f»,» 


1    :^.»- 


P«_» pa.  r    ■■■■-     /»,,«  ' 


1     ^''*        1-^^^ 


puis»  si  n  est  pair^ 

(4) 
/  1     P^'*       1     ^^       t     ^'.» 

W       V        1^/  r-V 

<?»,tfi»^   1-äär-,     ^-pKTZ.       '"J»""«-« 

i^»>»I— ■55—  *— M *     pa    , 


—  p« —  1     jjj —  *"~'ßS — 


et,  81  ff  est  iropair. 


Theil  XVn. 
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1^  ^x,ft    j     A^M       I     ^x,ft 


'"i^..»    '"^..»,    '"■?^.' 


(5)  ^«.„k-Q,.»—^^^^ — _^^_ — ^^- — 


Ajoutons  que  de  la  formale    (23).  §.  VI.  du  No.  XXXIII.  T. 
XVI.  jointe  aux  relations 


ÖTc=«TJb,      ßQe^Qk, 


on  deduit 
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1— ]ÖC — 


'— TH — 


puis,  8*1  n  est  pair^ 

(8) 


(8) 


'n^*'*              1^*,*                i^k,'             ,^^*,* 
1  Pl^  ^'^P» ]P « 

"l       P'ox.k    ~\      P*Bx,k        "\      P*ex^  ' 


et,  81  n  est  impair. 
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P*ex,k  ^     P*e,,k 


1— 


'»•*.» 


«■„.—  iftM      /»..j-,     P»,.,.     .     I»,,,.      • 


/»«M 


1_  ^g«.*       1    ^g».* 


^. 


/» 


/»l 


1— 


e*,* 


K^f 


l 


Aa  moyen  de  ces  fonnules  on  sera  conduit  a  udb  equatioo 
ropre  k  determiDer  le  module  c  par  k.  En  effet,  lorsque  dans 
es  premieres  des  formules  (4)  et  (5),  apr^s   avoir   divisö  par  6, 


Pi .         , 

change  6  en  k,  puis  x  en  0.r,  et  en  diTisant  encore  par  B, 
les  seconds  membres  deTiendront  respectivement  ^gauz  a  ceux 
des  formales  (8)  et  (0)  divis^s  par  n;  donc  aussi  les  premiers 
membres  seront  ^gaux  soas  la  m^me  condition.  On  aura  par  con- 
säquent  pour  n  pair  et  pour  n  impair 

(10)      •        ^'''««%*'=i'*«'»*> 

en  d^signant  par  0^  h*  ce  que  deviennent  9,  h  par  le  changement 
.de  b  eD  k.    Mais  on  a 

etb=ZXh,         BQb^HQh, 

Wxc—nxh's    BffQe=n(^kf\ 


d'oü 


et  par  saite 


piiis 

BB'Se  =  nck' 
d  nc  on  tirera  de  T^quation  (10) 
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d'oü 


ji=ey.    c=A': 


ce  qni  montre  qoe,  par  le  chaDgement  de  6  en  k,  ou,  ce  qai  rerient 

aa  mdme,  de  c  en  A«  9  ae  r^daira  ä  t^»  A  ä  c  et  par  snite  A  en 

bf  propoaition,  qu'oo  a  la  contnme  d'Introdaire  aana  dämonstratioD. 
On  pourra  observer,  qu'en  posant 

e=ec,  A=Ao,  A=Ac, 

il  r^aultera 

0^=0*,  A'=Aa 

ce  qni  donoera 

(11)  n=eSh,    c=ÄA,  6=:A4, 

<m,  en  vertn  de»  äquatiooe  (9),  (10),  (12),  (15);  $.  I.: 
]o  Si  n  est  pair, 

a 

ä 

^20.  8i  n  est  impair. 
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n 


■^rr^vi^C^.»'-  ^'^^..'"-t-L..* 


(13)^      J="#      , 


»'=^  '^V».* 


W-1 

2 


*,". 


§.   III. 

Application  d«^  formuleis  trouvees  au  cas  particulier 
oü   n  est  egal  ä  2. 

L'einploi    des   fornmlea   prec^dentes   exige    la   d^termiiiation 
pr^alable  des  valeurs  particuli^res 

n  '     «  *      «  '       n^'        n^'       «^' 

pouT  tout  noinbre  entier  et  positif  p  ioferieur  k  n.  Pour  le  cas 
que  nons  allons  considdrer,  oii  n  est  ^sal  ä  %  il  s'agira  doDc  d'ex- 
primer  Pj^    Qi     R^     en  fonction  de  Pj,  Qx,  Rxy  ce  qui  revient  k 

«*'      5*»     jt* 
räsoudre   les    equations  (6),  $.  V.  du  No.  XXXIll.  T.  XVI.   par 
rapport    ä  P,,  Q«,  Ä^. 

JMettons  les  formales  citäes  sous  la  forme 
dou 

6«+ß^-c«Qax=2  i:i^^ . 
en  observant  qne 

En  combinaot  ees  Equations  oii  en  tirera 
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(i)  '''<?-ß'=*'8qifesör/ 

P^,       Py     Q«g»_^,   Pf      RxP.       P*x    . 

en  obgerrant  que 

/M,=l-Q»„  c«/M,=l-Ä«„  ft»/»,=Ä«,-Ö*,; 

d'oo 

Px      _i~Q*      ePx  _\.—Rx        bPx        Rs—Qx 
1+öi-   Px    't  +  Rx-  cPx  '    Rx+Qx-    bP.    ' 

il  viendra 

PxQ,_     Ptx    _1      l-fit;t 
QxRx   _  ,,1        /Vr       _  Rtx-\-Qvc 

Px'"  Rv-Q*^~      Ptx     ' 
Qx  ~1+Qv~'    Ptx    ' 
pnis 

Ipt    -*-Q»»  _ll-i?ax 
Dt  —  ^-VQv tfl  ^—Qt* 
'"  TTÖ^       Rix-Qtx' 

Maintenant  comme  on  a 

^0.   ^.    ^; 


^==*'  ]r„-c'  K-r 


il  ntealtera 
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Aioutons ,  qn'en  Tertu  des  priDcipes  etablis  dans  le  §.  II. 

Xxxiii.  t:  XVI. 

Ay,  Ol,*  ^T*  r^ip'  öl '  Äi 

2*^       a        »     *     a^       «^       ft^ 
seroDt  des  quantit^s  positives;  on  aura  par  snite 

(5) 

O.  *         _V&(1~&)     gi._V^^(H^)-— L-  . 

1'    V6(l  +  6)     ^      5         '      *  ^  Vc(l-c)' 

en  d^ignant  par  Va^  la  racine  positive  d'une  quaotitö  positive  «. 
Au  moyen  de  ces  valean  particuliires  on  d^duit  du  th^or.  11., 

5.  II. 

(6)  *-l  +  6-    c>   • 


(7)  L,.,=t:(H:6)^, 

».         1-(1-6)P»,.«. 

\ÄÖ*,lc= 5 9 

TäquatioD  (10),  $.  I.  et  les  formules  (4),  $.  II.  donneront 
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P    h 

(9)     <^Qes^=  T+TF^' 
112.   ,_    1=*^5>. 

et  les  formales  (8),  $.  D.  conduiroiit  h 

_  Qex,kR9x,k . 

^^'-l+kP'ex.k' 


(10) 


A  ee«  formales  on  poumt  joindre  les  tfqaations  (12),  §.  U.,  s8Tolr 

l     .2=(1+6)(1+*) 


(11) 


et  enfin  les  relations 


1  +  A 


6;= 


1-Ä 


T+A' 


öTfl=aT»,  etffl=^fc. 


doü 


(12) 


i  +  k 
"2-^ 


JTc=(l  +  Ä)n,  ^o=-2— pfc; 
1  +  Ä 


.rÄ  = 


RemarqaoDs  encore,  que»  Pz^^c»  Qs^^e»  ^^,e  f^tant  exprimöes  en 
fonction  de  Pex^k,  Qex,k9  Eex,h  par  les  formules   (lO)  on  poarra 
suasi  determiner  P«,«»  Qx,et  Rx,o  par  les  meines  fonctions  a  Taide 
des  formiiies  (8).  §.  V.  du  Nr.  XXJCni.  T.  XVI. 
En  effet  on  en  tire 
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Rtx.c+cQ^.c^  (1  +  C)  I^^;  ^ 


d'oü 


c&  qui  change  la  troisidme  des  formnies  (10)  en 


on 


(13)  Ä,,c=  j~^  tÄex,fc  +  *«ö*,H ; 

4k 
et,  en  observant  qne  c*=  .| ,  ,v^,  on  en  d^nit 

(14)  }2P**,e=  l  -  Oöx,fc  Äöx,4  +  kP^ex,k , 


§•  IV. 

Application  des  formules  trouvi^es  au  cas  particulier 

oü  n  est  infini. 

Lorsqu'on  attribue  ä  n  nne  valeur  infinie,  iL  sera  indifferent 
de  supposer  n  pair  ou  impair.  Supposons  donc  n  pair,  et  consi- 
il^ron»  d'abord  la  formule 

n 

Observons^  que  i  determin^e  par  requation 

n 
5 

n 

s'evanoulra   poar   une  valeur   infinie   de  n,  puisque  c  et  P94.1 
sont  införieures  k  1;  aonc,  comme  on  a 
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il  Fiendra  pour  ce  cas 


(2) 

Tfc  =  To  =  2- 

Pnis  OD  a 

erc=nrk. 

et  par  suite 

(3) 

Ed  rempla^ant  donc  -  k  x  dans  la  formule  (l)»  on  obtieodra 


MainteoaDty  n  etant  inGni,-   sera  ägal  ä  z^ro«    De  plus,  2f» 

.dtaot  coinpris  eotre  1  et  7?|  —  sera  egal  ä  z^ro,  iorsque  '2p  aura 

des  valeurs  finies»  ou  m^me  infinies,  pourvu  qua  2/>  ne  soit  com* 
parable  kn.    Mais>  pour  des  valeurs  croissantes«  ip  fiuira  par^de- 

venir  comparabie  an,  et  *^  obtiendia  uoe  valeur  assignable  coni- 

prise  entre  0  et  1.    On  saura  donc  concevoir  un  nombre  pair  m, 

2» 
de  maniere    que    -^  sera   ^gal  k  zero  pour  des  valears  de  2^ 

inferieures  ä  m»  et  qae  ce  rapport  aura  une  valeur  diff^rente  de 
zero  et  comprise  entre  0  et  1  pour  des  Taleurs  de  '2p  Egales  ou 
supärienres  am«  Ce  nombre  m  devant  ^tre  comparabie  a  n 
deviendra  infiDi  avee  n. 

Cela  pos^,  on  pourra  substituer  k  la  präc^deote> 


_  \x     ^1«J'=^  '=2- 

P  ~     f_        »»         n     TT  


2*  tx:p"  »-*''"».»"«/ 

m 


ar  -   -M 
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ayaDt  fait«  pour  abr^ger. 


et,  en  vertu  des  suppositions  faites,    -^sera  ^gai  k  z6fo  dans  la 

Sremi^re   de   ces  ^quations,    tandis  que  ce  rapport  sera  diff^reot 
e   zäro   et  compris    entre  0  et   l    dans   i'autre.    La  valeur  de 
P^^   sera  donc    nulle   dans  la  premi^re»    et  diffäreote  de  z^ro 

»~ 
dans  la  seeohde;  d'oi^  ii  suit,  que,  pour  des  valeurs  finies  de  x^ 
le  rapport 

n 


PSr 


se  r^duira  k  (ärij  dans  lapremi^re,  et  k  zero  dans  la  seeonde» 
tandis  que  le  produit  /^^  ^L«  ^'^^^^o^ira  dans  Tune  et  Fautre- 

n  n 

La  valeuf  de  J  sera  par  suite  Indäpendante  de  ;r;  et  si  Ton  ob- 
serye,  que,  pour  des  valeurs  finies  de  ^,  —  1^^,  ^±s*  ^i*  ^^ 
röduiront  ä  1,  et  qu*on  a 


il  viendra 


sin 


''^.->=»'"5-* 


i'-'i^lH^y^- 


On  voit,  que  la  valeur  de  Jsera  ^gale  ä  1;    et,   comme  m  dö- 
signe  un  nombre  infini,  on  pourra  substituer  k  la  pr^ädente 


(4)        »-=-21i-(|5)1 


et  on  sera  assure,  que  cette  equation  subsiste  pour  toute  valeor 
finie  de  x. 


Digitized  by 


Google 


109 

AjoatoDS  qae  de  la  pröcadente  on  dedait 


\p7tj 


»iny'"yF=i  i^(^Y  "^  y  11=1  (y-P»)(y +;>»)' 


et,  pmsqae 


se  r^daisent  ä  1  pour  p  infini,  on  aura  encore 

fOl  -;         s^  —    JA  JA      — r*  9 

on  enfin 

— -  —  '^    ^— y» 
8iny  ""  pss-oD  y— P« ' 

On  troavera  pareillement 

cosy      p=*-0D  2y— ^-fl»  * 

Nons  passoDS  las  fonnulea  (4)  du  J.  II. ,   puisqae  la  snpposi- 
tion  de  n  infini  condoira  aux  fonctions 

«*— e-*  2 


qa'oD  dädnira  aassi  des  pr^ctfdentes. 

Couaid^rons  donc  ensuite  Je«  formules  (8)  du  J.  II.    £o  rem- 
plagant  —xkw,  on  aura 


P     ^  ü    = ^  IT 


ö     ^l.,.p=l       /»l 


I— 


ex,i  P=i  '^e,,* 


'-ie*.       '-'^e," 
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Maintenant  la  valenr  des  fonctions 

'^^^  et  ^?e±H*.* 

s'accroitra,  ä  mösure  que  p  angmente,  et,  pour  ane  valeur  infi- 
nie  de  n,    ces  fonctioDs  fiairont  par  devenir  Egales  k 

Eo  substituant  donc  k  la  pr^c^dente 


Pi.  ..    ^"    * 


P'b..u 


P%, 


n__j^'-  '^«         '^'^»'* 


(7)  Pz-j'-.—^-  n 


e  /y,.,iL     ^,,,, 


~ph        1 


y      ^^.,^* 


dans  laquelle 


i^r 


Ph 


on  pourra  concevoir  le  nombre  pair  m,    de  naniere  que  )a  raleur 
des  fonctioDs 

'^Jft.t  et ''«^f*.*  .     , 

sera  finie  dans  la  premi^re,    et  infinie  dans  Tautre;    iVoii  il  soit, 
que  J'  sera  independante  de  ^,  ä  moins  que  Pi^^  ^^  ne  soit  infinie. 


ce  qui  n'aura  lieu  que  pour  une  valeur  2^-fl'^^ik  de  x,    g  etant 
un  nombre  entier  quelconque.    Or  on  a  trouvä  pour  n  infini 

et  de  la  relatioii 

T  Tk 

-  =  n  — 

«)  Qk 
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OB  tire 

donc  Pi^j^i^  De  sera  infinie  qoe  lorsqae 

n 

a:=(2y+l)ii^=t(2v+l)nn, 

c'e8t-ä-dire 5  lorsque  x  est  iofinie  eile  in^me.  De  plus,  k  ^tant 
egal  a  zero  pour  n  infini»  la  foDction  Px^k  se  r^duira  h,  Anx^  pourvu- 
que  Pxyk  ne  soit  infinie.  Cette  r^duetion  sera  par  snite  appiiauable 
ä  la  fonnule  (I),  puisque  ia  raleur  de  Pap    .  est  fioie  par  nypo- 

tiiese,  et  Pi^^i^  »e  sera  infinie  qae  pour  x  infinie.      8i  donc  on 

n 

Q 

sappose  la  valenr  de  x  finie ,  et  qa*on  substitue  ä  -  et  Qk  les  va- 
leiirs  trouvees,  il  viendra 


1?\ 

nx  ^      *  "^  \  .      ngj 

p^^ji— ___  ji 


-( 


nx 
sinolxa 


La  valeur  de  J*  indäpendante  de  x  se  räduira  evidemment  ä  1; 
et,  comme  le  nombre  m  doit  ^tre  comparable  ä  n^  il  sera  infini 
avec  n;  de  Sorte  qa*oo  pourra  substituer  ä  ia  pr^c^dente 

sinor     2 

Uni?;  (sin 2^1  g  / 

On  trouvera  pareillemerit 
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Vcogp  2^/ 


,  gimc  ^ 


0,,= S??^--''^    _ 

ü'     i_>'J!IH.\*P=»     ,_.       sin« 


Vrf»l)  '   (sioäjH^lg) 


(9) 


Ajontons,  qu*on  a 

(sin«)«—  (8iiiiJ)«= 8in(a+ j5)  ßin(«—  /5) , 
(cosa)« — (fiin/5)«=  co«(c+/5)  co8(a—  /J) , 

et  observons,  que  les  rapports 

Sin(g-"2p^)    8in(y— ^-flp)       cos(a?— 2pg)  sinCy— "^+1^) 
siii(y — 2pp)  '  8in(a:-"2p+l^)  '    co8^-2p^) '  flin(a:— 2p+ 1^ ) 

86  r^duisent  ä  1  ponr  p  infini ,  puisque  ^  est  imaginaire :  donc  ou 
deduira  dea  formules  (8)  et  (9) 


—  r=    J7     =_ -^ 


sing^  (y  —  2p0    sin  ^^  (a:-2p+l^) 

''="^cos,^(y— 2p^)    8in^(.T^2^9) 
Ä,       p=»    cos  J(ar— '2^+1^)    sin^  (y-Vfl^) 

—  ^  n    — -2 » 


ou,  en  vertu  des  formules  (5)  et  (6): 
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IPy      p=-flD  f=-«y— 2pT— 2flr^  •  :p— 2/>V— 2^  9  ' 


(11) 


19^  =  ^    ^    ^-2y+lr^2gg   y  -  2py~2<y+l<> 


\By      ii=3-tt  ff=-QD  y— 2p-|-lr^24/-f  1 Q  X — ^2pT — 2^-|-l^ 

'    On  poarrait  demaoder,  ce  qne  deviennent  les  ^quation«  (12), 
{.  II.  diuis    la  supposition  de  n  iofini.    On   trouFerait   les    coo- 

stantes    —   ®°  q~  >   '^  ^^  ^  ezprim^es  en  produits  composes  d*iin 

Dombre  infini  de  factenra.  Mais,  pour  ^viter  le  passage  da  fini 
ä  rinfini,  il  sera  k  pr^ferer  de  d^^daire  ces  ezpressions  des  for- 
males (8)  et  (9).    On  y  parriendra  en  observant,  qu'on  a 

ce  qui  donnera,  en  posant  poar  abräger  ^=  -^ » 

1 


n 1  P^      ^     (8in2p^)^ 


I- 


(sin^)»  (8in2p+l^)« 

1 


0=  yjp —^ , 


(8in2p+lf*)« 
'      1      /s'pA*        .     /     sin^    j^ 

VC082pft/ 

I2t"~     Vcosfi/     p=:iV  sin2pi*   /  \co82p+l^/  ' 
^  ^  Vcos  'lp\\\/ 


TheU  im 


(co8fi)'p=aVcos2p+f^/  \C082J^T^ 
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Renarqnons  qae,  q  ^tant  imaginaire- et  ^le  k  ith  f*  en  sera 
pareillement,  et  on  anra 

(13)  ^=^.-=2--*> 

et  par  auite 

8inpfi= ^ .  cospn=z  2  • 

Si  donc  on  pose 

-Uli 
(14)  r=c     '    ' 


on  anra 


ou 


«'"ff«»  =  ^-  (£*'  -  fi?)'  *"*'''*  =20*'  +  ^p) ' 


(15)  ampfi  =  ^5(1— C).  cospft  =.^(1  +£»'^ ; 

et  les  öqiiations  (12)  se  r^uiront  k 

r    •  /l— J^+»V 

^  (1+Ö3|^  Vi+£^V  Vl+J'p-V 

Puls,  en  observant  qae,  £:  ^tant  nne  quantit^  positive  et  infirieare 
h  \,  fy  convergera  vers  z^ro,  k  m^ure  qae  p  angmente,  on  con- 
dura  qu'on  pourra  ^crire  tes  pr^cödentes  sous  la  forme 

/  «\  _  ii+£«  HS*  1+j«  (  i  i~i  1-rf  i-£»  ) 

W  **■  (l+fTR*'  l+£*  's '  h"^!^!-?-} ' 
1-Cl-f»   1-J» 


6J  = 


i+?rK»i+f»  • 

1+S»  IfC^l+J« 


24fJ-l  +  Cl+g»l+C» 


d'oü 
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//»VC<_i-{:  i-£»  i-e» 

(16)  !9Y*Yrt  *-f  i-f'i-e» 

Ces  quantit^s  positives  ä  exposant  fractioiinaire  represeuteut 
seulement  les  vaieurs  positiyes  qa'elles  admetteni.  Ajoutons 
que,  comme  on  a  ^videmmeot 

ff,(l— £«P+i)  (l+$%'+i).(l— S«i'+«)(H£«P+«) 

d'oü 

•  «  1  »1 

n,.(l-5**  >  0 = JJfp  (TK^+i)(i  +SVf«)  =^''  i+SP ' 
ou 

(i-f)(J-{;»){i-c») =i:f^-  rfja-  ilgs" . 

OD  tirera  des  equations  (16) 

(26)4c-i5Sr=:(l^{)»  (l-£»)3  (l-£*)3..., 

et  eosaite 

/(2ft)i  C-AS.U  '=  (l^f)  (ih:»)  (!-?•) ...., 

L(bc)-H^'* ={1 +oa+t»)(i+5«)  ...... 

^2-J6-AclC-Ä=r(l+C«)(l+f*)(l+C«)' 

Les  produits  compos^s  d'un  nombre  infini  de  facteurs  seront  donc 
r^daits  ä  des  ezpressions  finies. 

Od  ^liminera  de  mdme  la  quantit^  imaginaire  q  des  formules 
(6)  et  <9).    ObservoBS  pour  cela,  qu'on  a  gen^ralement 
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et  parsuite,  eu  ^gard  aux  ^qoations  (13)  et  (li), 

vcosp  2^/ 
On  transformera  donc  la  formule  <8)  en 

"^»Lx  n  ^      ^'  l-2j;co82x+£apäi  \\  \—^  )  1— 2r^»co82«+C*+«»  ' 

puis,  en  observant,  que  ^  s'^vanoait  pour  p  infin!,  et  ayant  ägard 
aoz  ^quations  (t6),  on  poarra  substitaer  äla  precMeote 

(18)         p^,^_ ic-lflsinar j -2j^^^2F+£* '  J~2t»<ro82i+f»  •• ' 
Pareillement  on  tirera  des  formules  (9) 

(19) 

^%^^«^^-y5*co»x   i_2Ccos2a?+£«    1 -2f »cosic  +  f» '    ' 

II  8uit  de  ces  formules «  que  les  trois  foDctions  circulaires  du 
second  ordre  peuvent  ^tre  exprim^es  par  deux  autres  fonctions. 
Ed  effet,  si  Ton  pose 

^^\      \Bx-  (1— aecosir  +  £«)  (l-2ä:»cos2ar  +  f «) , 


on  aura 


(21)    p,^  - ^S' g;^  ««jLx - 2^-^ ^* "e,  '    ^  -^  er 

M.  Jacobi  a  döcouvert  plusieurs  pro[)riet^8  de  ces  deux  trans- 
cendantes,  ou  plutdt  de  deux  autres^  qui  sont  proportionnelles  ä 
celles-ci.  Tout  cela  ^tant  assez  connu  par  les  Trait^s  sur  les 
fonctions  elliptiques,  jetermineraiceM^moire^  en  mos  tränt  seulement, 
comment  on  pourra  convertir  les  fonctions  Z^  et  Bx  dans  une  somme 
de}  termes  proportionnels  aux  sinus  ou  cosinus  de  x  ou  des  mul- 
tiples de  JT,  parceque  nous  en  proflterons  dans  la  suite« 
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En  faisant 

(22)  »=e**, 

OD  anra 

8iDa:=  2j(»--)=  ^(1-««). 
l-2£«Coaär  +  £*=  (1-f«»»)  (I-J«^); 
ce  qni  cbangera  iea  ^aations  (20)  en 

De  plas^  en  posant 

les  eqoatioDS  pr^cedentes  se  rödairont  k 

10  to 

et,  b\  Tod  fait  encore 

0» 

on  aara 

(23)  ^'=2!^^«'  e*^Fci«, 

tandis  qne  la  foncüon  F»,  k  cause  de 

satisfera  k  la  condition 

(24)  F«  +  Qi«Fc«,=0. 

Maintenaot»  ia  fonction  9<o  ^taot  d^veloppable  en  s^rie  suivant  les 
pai^sances  enti^res  et  positives  de  (»*,  t]»  sera  däveloppable  en 
s^rie  saivant  les  puissances  entieres  positives  et  ni^gatlves  de  afl: 
doDc  OD  pourra  poser 


P^» 


F«=  ^      (-l)PapGi^, 

|l=— OD 

(tp  etant   indöpendänt  de  g>;  et,  eo  vertu  de  l'öqnatioo  (24),  on 
aora 
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d'ou 

Oll  aura  donc 

p=-»     * 
et,  en  vertu  des  öquations  (%), 

e^znuJT  (— i)pjp*»^,. 

p=— OD 
OU 

OU  bien,  suivant  l'^uation  (22), 

Z,=OoT  (— l)p£l'(P+i)8in2ö+T«, 
(26)  ■  «^^    ^ 

©,=:c(öll+2^T  (— l)Pj?»*co82;ia:l; 

et  les  äquatioDS  (21)  se  redairont  h, 

n      _o  ^         siBor — S^'^sinäa?  +  t^'^sinSo:— 

1'^*^"  ci  l-2{:iicos2ar+2i««cos4ar-2£«»cos6^  +. 


(26)      %.=<*>  i^ 


cofta?+t***co83ar+ {•••cosSo?  + . 


•icos2j:+2£*-«co64a:-J2£*-»cos&i:  +...  ' 

„       _.,  l+2i:^'>cog2a?+2£*'»cos4a;+2£»-»co86ar+  .... 
^.  ""'^    l—2Siicos2ar+2{;««coß4a;—2£3»cos6a: +  ....' 

Poar  la  th^orie  des  transceodantes  Z«  et  Ox  il  fallait  encore 
däterminer  la  constante  Uq,  On  y  parviendra  eo  observant,  qne 
de  la  premi^re  des  formules  (20)  on   tire 

?-'=(l-£«)«(l-<4)«(l-W« . .  • . 
c  etant  ögal  ä  zöro.    La  premi^re  des   formules  (25)  donuera  par 
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(!-£«)•  (1  -  {4)«(i.^)t....  ^  „^ ,  l-3£^«+5£«-»-7£»-4  + .... }, 

equation  propre  ä  d^terminer  a^.  D'ailleurs  on  pourra  repr^sen- 
ter  la  sine  contenue  daos  le  second  membre  sous  nne  forme 
finie.  £n  eSet,  ayant  dömontr^  qo'on  aura  pour  un  module  de  z 
införieur  k  1 

(1  -2«)»(l—z4)3(l— ««)»....  =  l-3zi-«+52«'»— 72».4  + , 

il  s'eo  suivra,  que  cette  ^qnatioa  subsistera  aassi,  lorsqn'on  rem- 
place  z  par  t.    On  aura  par  saite 

1_        1_       l 

*^— X— £«'  1— t*'  1  — f«"*' 

ou»  en  vertu  des  öquations  (17), 

(27)  «o  =  (7)*(2*c)-»&'». 

Ajoutons  que,  comme  on  dMnit  des  formales  (26)  par  Ja  snppo 
sition  de  a;ssO 

1 —2t»»  +  2i*2  -  2£«»  + 

= ?  I  ^  l-3£»«+5£*»-7j*4+...  I , 


••«.. 


l_2t»i  +  2s«-«— 2JH  +  . 
=2  (*)Vi  l+5"+S*»+C"  +  ... }, 


1— 2t»»  +  2s««-2f»»  + 
=ii  1 1  +  2£»-»  +  2S*«  +  2{;»-5 + .....  I, 

et  que  nous  aTons  trooTö 

(28)  l-3£»-«+6C«-»-7cM  +  ...,=(jy(26c)lf-i. 

on  aura  de  plus 

!1-^»»  +  2S*«-2f»»  + =  (^Y , 
I  +  C»  «  +  S«»+?'*+ =  (g)^-^ 
l+2t»»  +  2£«^«+2C»»  + =  (jy- 

R«n»a'Qoons  eofin.  qu'en  substituant  ä  t;  sa  valenr  e^  ',    les 
^oations  (20)  se  r^doiront  k 
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Zx=8iiu;  n  (l_2e    '    cos2d;-l-e        ^ 
e,=  J^(l— 2«  cos2.«+«        '    ); 


2.  ^  8ln£''^üfüii:!ü?l 

— - —  jtü 
a         m     C082p+1— — cos2ir 
Z£_j2   1 

*    ,        co82p+l— ^  —  co82y 


00 


[Zx aiar»^ 


(30) 


8in(«+%>|^)8in(a:-^U- ) 
^■^«"^'^  8in(y+2p^^J)8in(y-2pg)    ' 

ig         .   8ln(a:+2JH=ilJ)8lD(a:-'^H^l^) 

slD  (y +2p+lg)siii(ff-2p+l  g) 

De  m4me,  en  substitaaot  eo  outr«  ä  o  sa  valeor  e**,   les  ^na- 
tions  (23)  et  (24)  deriendroot 

d'ou  l'oD  d^duit  les  relations 

(31)  j  ^«T  -^^ 

auxqaelles  on  poarra  joindre 

Zjp-f  X = — Zx ,        ^x-|-;i  =  O* . 
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Weae  Methode  zur   Bereehnniifp  der 
Cometenbahnen. 


11  est  bon  qae  lec  m^tbodes  te  ronlCiplieDt,  qae 
chaqoe  calcolateur  ait  la  8ienne,qa'il  affectioBiia 
0t  av'ec  laquelle  il  «e  familiarise;  les  calcuU 
lui  paraitront  moin«  fastidienz,  let  orbitea  de« 
com^tes  qu'on  deoonvrira  seront  calcnl6et  de 
plutieor«  maniere«,  le«  r^sultatt  en  teroni 
d'aatant  plna  sArt. 

(Delambre:  Actronomie  th^oriqae 
et  pratiqne.  T.  III.  p   387.). 


%'on 

dem  Herausgeber. 


E  i  n  1  e  i  t  a  n  g. 

Eine    vßliig  directe  Methode   zur  Berechnung  der  Cometen- 
bahnen*)  giebt  es  bekanntlich  leider  nicht.    Alle  bekannten  He- 


^  Wenn  man  in  der  Astronomie  von  der  Berechnung  der  Cometen> 
bahnen  spricht,  so  meint  man  damit  eigentlich  immer  nberhanpt  die 
Bestimmung  der  Bahn  eines  nach  den  Kepler'scheu  Gesetzen  sich  bewe- 
geoden  Weltkörpers  ans  einigen  wenigen,  nicht  su  weit  entfernt  von  ein- 
ander liegenden  Beobach innren.  Es  aann  daher  unter  diesem  Ansdrnck 
eben  so  gut  auch  die  Bestimmung  einer  Planetenbahn  aus  einigen  we- 
nigen ,  nicht  in  weit  Ton  einander  entfernt  liegenden  Beobachtungen  Ter- 
standen  werden ,  wobei  man  dann  aber  natürlich  die  Bahn  selbst  als  eine 
Ellipse  betmchten  muss.    Denn  dass  man  bei  der  Berechnung  der  Corae- 
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thoden  beruhen  auf  n&berung«weisen  Voraussetzangen  oder  gelten 
von  näheraugsweisen  AonahnieQ  aus.  Selbst  die  scbSoe  Methode 
von  Olbers  mit  der  ihr  durch  Gauss  zuTheil  gewordenen  mehr- 
fachen Verbesserungen ,  von  der  gegenwärtig  in  der  praktischen 
Astronomie  mit  vollem  Rechte  allgemein  Gebrauch  gemacht  wird» 
ist  nur  eine  Näherungsmethode»  und  auch  als  solche  nicht  einmal 
directy  weil  man  bei  ihr  von  einer  wiilkflhriichen  Annahme  aus- 
gehen muss,  und  nur  durch  Probiren  und  successive  Annähernn* 
gen  zu  dem  gesuchten  Resultate  gelangt.  Olbers  geht  nämlich 
bei  seiner  Methode ,  die  bekanntlich  drei  Beobachtungen  des  Co- 
meten  zum  Gruttde  legt»  eigentlich  von  einem  genäherten  Wertbe 
der  Summe  der  beiden  Entfernungen  des  Com^ten  von  der  Sonne 
in  der  ersten  und  dritten  Beobachtung  aus,  und  säst,  um  einen 
solchen  ersten  Näherungswerth  zu  nnden:  wenn  die  scheinbare 
Entfernung  eines  Cometen  von  der  Sonne  30^  sei»  so  erhelle 
leicht»  dass  seine  lineare  Entfernung  von  der  Sonne  mindestens 

o   sei*);  sei  also  die  scheinbare  Entfernung  des  Cometen  von  der 

Sonne  nur  30^»  so  kSnne  die  in  Rede  stehende  Summe  der  Ent- 
fernungen des  Cometen  von  der  Sonne  In  der  ersten  und  dritten 
Beobachtung  nicht  kleiner  als  1  sein;  auf  der  anderen  Seite  habe 
die  Erfahrung  gelehrt»  dass  die  uns  sichtbaren  Cometen»  sehr 
wenige  Ausnahmen  abgerechnet»  innerhalb  der  Slarsbahn,  deren 
grosse  Ualbaxe  1%  ist,  seien»  so  dass  also  die  Summe  der  Ent* 
fernungen  des  Cometen  von  der  Sonne  In  der  ersten  und  dritten 
Beobachtung  fast  immer  kleiner  als  3  sein  werde»  wodurch  man 
daher  die  neiden  Gränzen  I  -und  3  för  die  in  Rede  stehende 
Summe  der  Entfernungen  des  Cometen  -von  der  Sonne  in  der 
ersten  und  dritten  Beobachtung  erhalte»  von  denen  man  dann  zu 
weiteren  Näherungen  übergehen  könne.  Man  sieht  also»  dass 
Olbers»    nm  eine  solche  erste  Näherung  zu  finden»    selbst    zu 


tcnbahn  dieselbe  aU  eine  Parabel  cn  betrachten  pflen^t,  Ist  nur  eine  na- 
hernn^nweiie  VoraussetKung ,  deren  ernte  gläclf liehe  Idee  bekanntlich 
dem  Gefstlichen  Dörfel  za  Plauen  im  Voigtlande  gebohrt,  der  die* 
Kelbe  suerst  in  der  eben  deshalb  historisch  merkwürdig  gewordenen 
Schrift:  Astronomische  Betrachtungen  des  grossen  Come- 
ten, welcher  1080  und  1681  erschienen,  dessen  sn  Plaaea 
angesteil  te  Observatlones,  von  M.  G.  S.  D.  1681.  ausgesprochen 
hat.  Wenn  daher  in  der  vorliegenden  Abhandlung  zwar  bloss  von  der 
T/OipieteBbaha  gesprochen  wird,  so  soll  darunter  doch  auch  die  Planeten- 
bahn  verstanden  werden,  insofern  es  pich  um  die  Bestimm  nag  der  Bahn  aua 
einigen  wenigen,  nicht  zu  weit  von  einander  entfernt  liegenden  Beobach- 
tungen bandelt.  Dass  die  näbcrnngsweise  Voraussetzung  der  paraboli- 
schen Bahn  bloss  der  eigentlichen  Cometenimhn  angehört  und  entspricht^ 
brauche  ich  hier  wohl  kaum  noch  einmal  besonders  za  bemerken  and 
licrvorzuhebcn. 

*)  Nämlich ,  wie  sogleich  ans  einer  ganz  einfachen  geometrischen 
Betrachtung  hervorgeht)  mindestens  der  Sinns  von  30^,  die  Entfernung 
der  Erde  von  der  Sonne  als  Einheit,  oder  afs  Halbmesser,  angenommen, 

also  roindestMi«  j,  da  slaSO^s:;—   ist. 
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Cfralii:vngeQ  seine  Zuflacht  au  nehmen  gezwnnge«  i«t|  was  frel- 
iieh  bei  einqm  geometriseheii Probleme,  wie  eRdpobdaeConieten- 
problem  seiner  sanzen  Natur  nach  durchaus  eigentlicb  ist,  eini- 
gennassen  aufialTen  rouss  und  von  einiger  Misslichkeit  sich  nicht 
wohl  frei  sprechen  tösst,  wobei  ich  micb  aber  ansdrücklich  gegen 
den  Vorwun  verwahre,  als  wollte  ich  durch  diese  und  einige  noch 
folgende  Bemerkungen  «den  wohl  erworbenen  grossen  praktischen 
Werth  der  schönen  Methode  von  Olbers  im  Geringsten  schmä- 
lern,  den  vielmehr  Niemand  mehr  als  ich  anzuerkennen  bereit 
sei«  kann. 

Um  aber,  ohne  zu  solchen  eigentlich  nur  auf  dem  Wege  der 
Erfahrung  gewonnenen  Annäherungen  seine  Zuflucht  nehmen  zu 
müssen/  auf  strens  wissenschaftlichem  Wege  einen  vorläufigen 
Schritt  zu  der  Auflösung  des  grossen  Problems  thon  zu  ktinnen» 
bat  man  -^  und  zwar  nach  meiner  Meinung  ganz  im  Geiste  der 
strengen  Geometrie  — ^  schon  früh  der  Recnnung  gewisse  bloss 
injs  Gebiet  der  geraden  Linie  und  der  Ebene  genürende  geome- 
trische Aufgaben  zum  Grunde  gelegt,  welche  als  näherungsweise 
richtige  Ausdrücke  oder  Darstellungen  des  eigentlichen  Cometen- 
Problems  angesehen  werden  kiinoen,  und  einer  vOliig  directen 
und  strengen  Auflösung  bei  dem  gegenwärtigen  Zustande  der  Apa« 
lysis  und  analytischen  Geometrie  fähig  sind,  was  sich,  wie  schon 
erwähnt,  von  dem  eigentlichen  Cometenproblem  nicht  sagen  lässt. 

Newton  bat  In  der  Arithmetica  universalis.  Probl. 
geometr.  66.  zu  diesem  Zwecke  die.  folgende  Aufj^ube  vorge* 
schbigen,  die  Ich  hier  Im  Sinne  der  neueren  ahalytisoHen  Geo- 
metrie ausdrücken  werde: 

Wenn  die  Gleichungen  von  vier  in  einer  Ebene 
liegenden  geraden  Linien  in  Bezug  auf  ein  beliebiges 
^rechtwinkliges)  Coordinatensystem  gegeben  sind: 
nie  Gleichung  einer  fünften  geraden  Linie  zu  finden, 
auf  welcher  die  vier  gegebenen  geraden  Linien  drei 
Stücke  abschneiden,  die  in  gegebenen  Verhältnissen 
zu  einander  stehen. 

Die  Beziehung  dieser  Aufgabe*  zu  dem  Cometenproblem  ist 
leicht  zu  übersehen.  Man  legt  vier  Beobachtungen  zum  Gk-unde, 
die  nur  durch  geringe  Zwischenzeiten  von  einander  getrennt  sind, 
und  betrachtet  das  entsprechende  Stück  der  Cometenbahn,  so 
wie  demzufolge  auch  dessen  Projection  auf  der  Ebene  der  Erd- 
bahn, als  eine  gerade  Linie.  Die  Projectionen  der  vier  von  der 
Erde  nach  dem  Cometen  in  den  Momenten  der  vier  Beobachtun- 
gen gezogenen  Gesichtslinien  auf  der  Ebene  der  Erdbahn  sind 
durch  die  vier  Beobachtungen  des  Cometen  gegeben,  und  diese 
vier  Projectionen  werden  nach  dem  Gesetze  der  Flächen  und  eini- 
gen ganz  bekannten  geometrisclien  Sätzen  von  der  Projection  der 
Cometenbahn  offenbar  so  geschnitten ,  dass  sich  die  zwischen  den 
vier  Durchsehnittspunkten  liegendep^drei  Abschnitte  der  Projection 
der  Cometenbahn  wie  die  Zwischenselten  zwischen  den  vier  Be- 
obachtungen verhalten,    was  unmittelbar  zu  der  obigen   Aufgabe 
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föhrt;  lind  wenn  man  die  Protection  der  Cometenbahn  anf  der 
Ebene  der  Erdbahn  kennt,  ist  natürlich  auch  die  CometenbahD 
selbst  leicht  zu  bestimmen. 

Die  einfachste  synthetische  Auflösung  der  obigen  Aufgabe  ist 
von  dem  berühmten  Baumeister  Sir  Chris tof^h er  Wren  gege- 
ben worden,  und  findet  sich  z.  B.  in  der  {Astronomie  von  Da- 
vid Gregory.  Lib.  V.  Prop.  12. 

Eine  andere  geometrische  Aufgabe  ist  von  Bouguer  in  Vor- 
schlag gebracht  worden.     Diese  Aufgabe  ist  folgende: 

Wenn  die  Gleichungen  dreier  gerade'r  Linien  im 
Räume  in  Bezug  auf  ein  beliebiees  (rechtwinkliges) 
Coordinatensystem  gegeben  sinn:  die  Gleichungen 
einer  vierten  geraden  Linie  zu^finden,  auf  welcher  die 
drei  gegebenen  geraden  Linien  zwei  Stücke  abschnei- 
den/ die  in  einem  gegebenen  Verhältnisse  zu  einander 
stehen. 

Nacli  dem,  was  schon  über  die  vorige  Aufgabe  bemerkt  wor- 
den ist,  unterliegt  die  Beziehung  dieser  neuen  Aufgabe  zu  dem 
Cometenprobtem  Keinem  Zweifel,  und  bedarf  keiner  weiteren  Er* 
läuterung.  Bouguer  hat  die  obige  Aufgabe  zuerst  in  der  Ab- 
handlung: De  la  determination  de  Torbite  des  com^tes. 
Memoires  de  l'Academie  des  sciences  de  Paris.  1733. 
p.  331.  angegeben  und  aufgelöst*  und  er  scheint  auf  dieselbe  In 
Bezug  auf  ihren  Gebrauch  bei  der  näherungsweisen  Bestimmung 
der  Cometenbahnen  einen  grossen  Werth  gelegt  zu  haben.  Auch 
Henne rt  fäWt  über  dieselbe  ein  sehr  günstiges,  jedenfalls  zn 
Urtheil,    wenn   er  in  den    Dissertations    sur   la 


heorie  desCometes,  qui  ont  concouru  au  prix  propos^ 
par  TAcademie  royale  des  sciences  et  belies  lettres  de 
Prusse.  A  Utrecht.  1780.  p.  113.  von  ihr  sagt:  „J*avoue  que 
cette  m^thode  est  une  des  plus  simples  et  des  plus  elegantes. 
Le  celebre  Bouguer  renferme  la  distance  racourcie  de  la  comete 
dans  une  seule  formule  qui  n'est  pas  trop  compliquee  pour  ces 
sortes  de  recherches.  11  est  vrai  que  sa  methode  est  encore  foo- 
dee  sur  la  supposition  du  mouvemeut  uniforme  et  rectiligne  dans 
Tespace  de  peu  de  jours.  Mais  malgr^  ce  defaut  commun  ä  tou- 
tes  ces  m^thodes  connues  jusqu'ici,  eile  Temporteroit  sur  toutes 
les  autres,  si  l'oo  savoit  ä  vue  d'oeil  d^terminer  la  position  de 
Porbite  rectiligne  de  la  comete  reduite  ä  TEcliptique^).''  Nach 
ihrem  wahren  Werthe  für  das  Cometenprobtem  ist  aber  die  Bou- 
guer'sche  Aufgabe,  so  wie  die  obige  Newton'sche,  gewürdigt  wor- 


*)  Die  letztere  AeuMsemng  Henner t's  Tersiehe  ich  nicht  ganz; 
jedenfalls  kann  ifietelbe  tirh  nar  anf  die  von  Bouguer  gegebene  Auf- 
losonfc  der  Aufgabe,  nicht  auf  diese  letztere  selbst,  beziehen,  denn  eine 
..mit  gehöriger  Strenge  nnd  Bestimmtheit  dorchgefnhrte  Aaflösang  der- 
selben kann  einen  solchen  Zweifel^  wie  Hennert  zu  meinen  scheinl, 
nicht  übrig  lassen. 
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den  von  Olbers  io  der  bekannten  klassischen  Schrift:  Abhand- 
lung fiber  die  leichteste  und  bequemste  Methode  die 
Bahn  eines  Cometen  zu  berechnen.  Weimar.  1797. 
(Neue,  vielfach  vermehrte  Ausgalbe  von  Encke.  Wei- 
mar. 1847.),  wonach  mir  hier  nichts  mehr  zur  Würdigung  der 
obigen  Aufgabe  zu  sagen  übrig  bleibt. 

Man  kann  endlich  auch  das  Cometenproblem  noch  auf  die 
folgende  Aufgabe  zurückfuhren: 

Die  Gleichungen  einer  geraden  Linie  zu  linden» 
weiche  vier  gerade  Linien  im  Räume,  deren  Glei* 
chungen  gegeben  sind,  schneidet. 

Andere  geometrische  Aufgaben  als  die  vorhergehenden  drei, 
welche  man  bisher  benutzt  hätte,  um  eine  erste  näherunssweise 
Bestimmung  der  Cometen  bahn  darauf  zu  gründen,  sind  mir.  n^cht 
bekannt,  wenn  man  nicht  etwa  noch  die  Methode  von  Bosco- 
vich  anführen  will,  die  mir  aber  wenigstens  in  geometrischer 
Beziehung  nicht  so  viel  Charakteristisches  ^u  haben  scheint,  dass 
ich  mich  zu  einer  weiteren  Besprechung  derselben  an  diesem 
Orte  verpflichtet  halten  niüsste.  Eine  analytische  Auflösung  der 
dritten  Aufgabe  habe  ich  im  Archiv.  Tbl.  1.  Nr.  XXI.  S.  136. 
gegeben,  und  eine  andere  Auflösung  ward  später  im  Cambridge 
mathematical  Journal  mitgetheilt.  Für  die  erste  und  zweite 
der  drei  obigen  Aufgaben  werde  ich  in  einem  späteren  Aufsatze 
analytische  Auflösungen  geben,  da  Ich  der  vorliegenden  Abhand- 
lung nicht  gern  einen  zu  grossen  Raum  gönnen  möchte.  Es  wird 
sich  dann  zeigen,  da^s  es  im  Allgemeinen  bei  der  ersten 
Aufgabe  vier,  bei  der  zweiten  zwei  derselben  genügende  gerade 
Linien  giebt;  die  dritte  Aufgabe  lässt  gleichfalls  im^  Allgemeinen 
zwei  Auflösungen  zu. 

Ueber  die  Methode  von  Olbers  will  ich  mir  noch  die  gele* 
gentliche  Bemerkung  erlauben,  dass  sich  derselben  auch  eine 
streng  geometrische  Fassung  in  Gestalt  eines  geometrischen  Pro- 
blems geben  lässt,  welches  auf  folgende  Art  ausgesprochen  wer- 
den kann: 

Wenn  ein  Punk  tun^  drei  gerade  Linien  im  Räume 
gegeben  sind,  aus  dem  gegebenen  Punkte  als  Brenn- 
punkt eine  Parabel  zu  beschreiben,  welche  die  drei 
gegebenen  geraden  Linien  schneidet,  und  so  beschaf- 
lenast,  dass,  wenn  man  ihre  Durchschnittspunkte  mit 
der  ersten  und  zweiten,  und  mit  der  zweiten  und  drtt* 
ten  geraden  Linie  durch  Sehnen  verbindet,  die  Flä- 
chenränme  der  beiden  von  diesen  Sehnen  und  den  de- 
ren Endpunkten  entsprechenden  Vectoren  der  Parabel 
eingescnlossenen  Dreiecke  in  einem  gegebenen  Ver- 
hältnisse zu  einander  stehen. 

Gewohnlich  findet  man  bei  der  Methode  von  Olbers  bemerkt. 
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dass  durch  drei  vollständige*)  BoobachtungeD  eine*  Cemeten 
dessen  Bahn  schon  mehr  als  bestimmt  sei.  Dies  ist  in  astrono- 
mischer Rücksicht,  um  mich  so  aiisziidrücicen ,  auch  vOUigrlcb» 
tig;  io  Bezug  auf  das  obige  geometrische  Problem  reichen 
aber  drei  Toliständise  Beobachtungen  gerade  hin,  um  die  gesuchte 
Parabel  den  angegebenen  Bedingungen  gemäss  bestimmen  zu  kdn* 
nen.  Weitere  Erörterungen  über  diesen  Gegenstand  liegen  jedoch 
jetzt  meinem  eigentlichen  Zi^^ecke  in  dieser  Abhandlung  zu  fern, 
Ids  dass  ich  denselben  hier  einen  grDsseren  Raum  tii  widmen  ge- 
neigt sein  sollte.  Bemerken  will  ich  nur^  dass  es.  bei  blossen 
n&herungsweisen  Auflösungen  solcher  Aufgaben  wie  die .  itirher 
zuletzt  erwähnte,  wenigstens  mir  immer  etwas  peinlich  gewaseu 
Ist,  dass  man  dadurch  nicht  alle  die  Auflösungen  kennen  lernt» 
welcher  die  Aufgabe   fähig  sein  kann,   wenigstens  immer  in  Cn- 

fewissheit  bleibt,  ob  es  ausser  der  durch  Näherung  gefundenen 
Luflusung  nicht  vielleicht  noch  andere  giebt.  In  astronomischer 
Beziehung  hat  dies  nun  freilich  im  vorliegenden  Falle  nicht  vieji 
zu  sagen ,  wie  Jeder  gern  zugeben  wird ,  wer  die  schone  Methode 
von  Olbers  in  ihrem  innersten  Wesen  vollständig  erkannt  hat; 
aber  in  Betreif  der  oiilgen  geometrischen  Aufgabe  mochte  ich 
wenigstens  gern  alle  Auflösungen,  welche  dieselbe  zulässt.  Über- 
haupt eine  vollständige  völlig  strenge  Auflösung  derselben  kennen» 
und  ich  sa^e  daher  gern  wie  Kepler  in  emem  anderen  Falle» 
dass  derjenige,  wer  mir  eine  solche  Auflösung  dieser  Aufgabe 
giebt,  mir  ,,magnu8  Apolionius*'  sein  werde. 

In  der  vorliegenden  Abhandlung  will  ich  nun  eine  andere 
bloss  dem  Gebiete  der  geraden  Linie  und  d^r  Ebene  angehörende 
Aufgabe  auflösen ,  auf  welche  man  eine  erste  genäherte  Auflösung 
des  Cometenproblems  gründen  ivann.  Ich  betrachte  vier  vollstän- 
dige Beobachtungen  als  gegeben,  durch  welche  die  ta^  der  in 
den  Momenten  der  vier  Beobachtungen  von  der  Erde  nach  dem 
Cometen  gezogenen  vier  Gesichtslinien  im  Räume  gegeben  wird, 
welches  Coorainatensystem  man  auch  zum  Grund^  legen  9iag. 
Die  Sonne  ist  natürlich  immer  auch  als  ein  gegebener  Funkt  au 
betrachten,  weil  ja  bekanntlich  alle  durch  die  astronomischen 
Tafeln  oder  Ephemeriden  gegebenen ,  hier  in  Betracht  kommenden 
Elemente  sicn  auf  die  Sonne  als  einen  bekannten  Punkt  bezie«> 
hen.  Die  Ebene  der  Cometenbahn  geht  durch  die  Sonne  und 
sehneidet  die  in  den  Momenten  der  vier  Beobachtungen  voi»  der 
Erde  nach  dem  Cometen  gezogenen  vier  Gesichtslinien  in  vier 
Punkten.  Verbindet  man  uen  in  Rücksicht  auf  die  Zeitfelge,  in 
welcher  der  Comet  nach  und  nach  in  diese  Punkte  gelangt^  ersten 
Durebschnittspunkt  mit  dem  zweiten,  den  zweiten  mit  dem  drit- 
ten, den  dritten  mit  dem  vierten  durch  gerade  Linien,  se  erhäJt 
man  eine   in  der  Ebene  der  GoAietenbabn   liegende   gehvochene 


*)  Unter  einer  Tollständigen  Beabachtung  eine«  Com^t^n  yer- 
»tebt  nmn  Läng;e  nnd  Breite  desselben ,  oder  wenigstens  so  Tiele  beob- 
achtete Elemente  desselben,  wie  erforderlich  sind,  um  seine  L^ÄbjTB  und 
Breite  aus  denselben  ermitteln  zu  können.  Natürlich  muss  auch  oie  Zeit 
der  Beobachtung  gegeben  sein. 


Digitized  by 


Google 


127 

Lttie^  die  man  mit  desto  grösserer  GenauigkeU  nJUieniD^sweiäie 
als  die  Cometenbaha  selbst  anseheo  kann,  je  kleiner  die  ZwW 
sebeaseites  awis^ben  den  vier  Beobachtimgeo  sind.  Ziebt  man 
01ID  vea  der  Sonne  nacb  den  rier  Ecken  dieses  gebrochenen  Zogs 
gerade  Linien  oder  die  sogenannten  Vectoren  des  Cometen,  so 
erhftit  man  drei  Dreiecke»  deren  Flficfaenräume  sieh  mit  desto 
grösserer  Genauigkeit  unter  einander  wie  die  entsprechenden  Sec- 
toreii  der  Coraetenbabn,  d.  b«>  nacb  dem  Geset2;e  der  Flächen, 
wie  die  g^ebenen  Zwischenzeiten  zwischen  den  vier  Beobach- 
tttupan  verhalten  werden»  je  kleiner  diese  Zwischenzeiten  sind, 
ttna  man  wird  also  jetzt  sehen,  dass  sieb  ftir  das  Cometenpro* 
blen  n&bernngs weise,  und  zwar  desto  genauer,  je  kleiner  die 
Zwiscbenaeiten  zwischen  den  vier  Beobachtungen  sind,  die  fol- 
gende geometrisehe  Aufgabe  substituiren  l&sst: 

Wenn  im  Räume  ein  Punkt*)  und  vier  ger^tde^  Li- 
nien^) geeeben  sind,  die  Lage  einer  Ebene  zu  bestim- 
men»  welcne  durch  den  ge^enenen  Punkt  geht  und  die 
vier  gegebenen  geraden  Linien  so  schneiaet,  dass  die 
Fiächenränme  der  drei  Dreiecke,  welche  man  erhält, 
wenn  man  die  vier  Dnrchscbnittspunkte  der  gesuch- 
ten Ebene  mit  den  vier  gegebenen  Linien  durch  gerade 
Linien  verbindet**^),  und  nach  diesen  vier  Durch- 
schnittspunkten von  dem  gegebenen  Punkte  gerade 
Linien  zieht,  sich  wie  drei  gegebene  Zablen^^**)  zu  ein- 
ander verhalten. 

Man  betrachtet  bei  Anwendung  dieser  Aufgabe  einen  Theit 
der  Cometenbahn  nähemngsweise  als  eine  gebrochenie  Linie,  und 
schliesst  sich  dadurch  gewissermassen  einem  Verfahren  an,  wel- 
ches In  der  Geometrie  bei  der  Betrachtung  krummer  Linien  be- 
kanntlich auch  sonst  ganz  gewöhnlich  ist.  Ferner  ist  es  hierbei 
sanz  gleichgültig,  als  was  für  einen  Kegelschnitt  man  die  Come- 
fonbann  bei  der  auf  die  durch  obige  Aufgabe  gewonnene  erste 
Annäherung  gegründeten  ferneren  Annäherung  betrachten  will; 
man  kann  bei  der  ferneren  Annäherung  beliebig  eine  parabolische, , 
oder  eine  elliptische,  oder  eine  hyperbolische  Bahn  zum  Grunde 
legen.  Die  ooige  Aufgabe  gestattet  eine,  wenn  auch  nicht  ge- 
rade sehr  leichte,  aber  doch  wollig  directe  Auflosung,  und  führt 
auf  eine  quadratische  Gleichung,  lässt  also  im  Allgemeinen  nur 
zwei  Auflösungen  zu.  Dies  Le&tere  würde  ich  aber  immer  noch 
f&r  einen  Fehler  der  Methode  halten,  weil  dann  immer  noch  eine 


#>  m 

**)    Die  in  den  Momenten  der  vier  Beoba^tnages  von  derBrd«  mnU 
den  Cometen  gezogenen  Gesicbnllnien. 

*••)  Dies  mnM  in  einer  bestintmlen  Reibenfolffe  ffeachehen,  und 
hier  zwar  in  der  Folge,  wie  in  RöcfUclift  anf  die  Zeitfolge  der  Comet 
nach  Dsd  nach  in  die  vier  gegebenen  geraden  Linien  gelangt. 

«Sm»^    Wie  die  drei  ZwitchenieiteB  zwischen  den  vier  Beobachtungen» 
m^Ukm  darch  die  Beobachtangen  «elbet  gegeben  werden. 
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Unterscheidung  zwischen  den  beiden  möglichen  Auflösungen  erfor- 
derlich sein  wird»  die  zuweilen  nicht  ganz  leicht  sein  kann.  Wenn 
man  sich  jedoch  noch  eine  weitere  kleine  nur  nfiheruugswetse 
richtige  Voraussetzung  gestattet ,  die  späterhin  näher  bezeichnet 
werden  wird,  so  föllt  die  eine  der  beiden  Auflösungen  hnmer  von 
selbst  ganz  heraus ,  indem  sich  dieselbe  sogleich  als  nicht  dem 
beobachteten  Cometen  angehörend  erweiset,  so  dass  flir  densel- 
ben dann  nur  noch  eine  im  Allgemeinen  völlig  bestimmte  Ebene» 
und  also  nicht  die  geringste  ^Zweideutigkeit  mehr  fibrig  bleibt, 
was  ich,  im  Gegensatz  zu  dem  vorher  heryorgehobenen  Fehler, 
für  einen  Verzug  der  im  Folgenden  entwickelten  Näherungsh 
methode  halte,  flat  man  einmal  auf  diese  Weise  die  Zweideutig- 
keit gehoben,  so  ist  es  natürlich  immer  auch  leicht,  zwischen  den  beiden 
Auflosungen,  welche  die  vorher  zuerst  erwähnte  Näherung  lieferte, 
sicher  zu  entscheiden.  Auch  lässt  sich  die  letztere  vorher  erwähnte  NS^ 
herung  auf  den  Ausdruck  eines  an  sich  interessanten  geometrischen 
Problems  bringen,  bei  welchem,  wie  sich  später  zeigen  wird,  man  die 
Verhältnisse  der  drei  oben  näher  bezeicnneten  Dreiecke  selbst 
eigentlich  gar  nicht  mehr  zu  kennen  braucht.  Und  sollte  auch 
selbst  die  obige  geonretrische  Aufgabe  in  astronomischer  Bezie- 
hung einen  nicht  viel  grosseren  Wertb  haben  als  die  schon  frü- 
her in  Vorschlag  gebrachten,  oben  erwähnten  geometrischen  Pro- 
bleme, so  halte  ich  doch  die  geometrische  Aufgabe,  um  die  es 
sich  jetzt  hier  zunächst  handelt,  an  sich,  namentlich  in  geome- 
trischer Beziehung,  für  interessant  genug,  um  in  dieser  nicht  vor* 
zugsweise  oder  ausschliesslich  der  Astronomie  gewidmeten  Zeit- 
schriH:  eine  Stelle  zu  verdienen,  da  ich  insbesondere  mich  nicht 
erinnere,  dieselbe  schon  früher  aufgestellt,  viel  weniger  aufoe- 
lost,  irgendwo  gefunden  zu  haben.  Ich  habe  die  Auflösung  der- 
selben zu  verschiedenen  Zeiten  öfter  auf  verschiedene  Arten  ver- 
sucht, bis  ich  zuletzt  bei  der  mir  am  zweckmässigsten  scheinen- 
den Auflösung  stehen  geblieben  bin,  die  ich  im  Folgenden  ent- 
wickeln werde.  Auch  werde  ich  die  Anwendung  dieser  Aufgabe 
bei  der  Auflosung  des  Coroetenprobleros  zeigen  und  an  einem 
Beispiele  erläutern. 


§.1. 

Wir  wollen  uns  eine  beliebige  gerade  Linie  Im  Räume  den- 
ken ,  deren  Gleichungen  in  Bezug  auf  ein  gewisses  rechtwinkliges 
Coordinatensystem  der  xyz 

X — g  _y—b z—^c 

cosa       cts/3       cosy 

sein  mOgen.^  Beschreiben  wir  nun  aus  dem  Anfange  der  Coordl- 
naten  als  Mittelpunkt  mit  dem  Halbmesser  r  eine  luigelfläche  und 
bezeichnen  die  Koordinaten  der  Durchschdittspunkte  dieser  Kugel- 
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iScbe  mit  der  durch  die  obigen  6leiohaiiff«D  eharakterairten  ge- 
radea  Liaie  im  Raune  der  KJrze  weeen  ourcli  o;,  ^f,  %  seibat;  so 
haben  wir  aar  Bestimmang  dieser  Coordinaten  die  drei  folgenden 
CMchvDgen: 

:r«+y«  +  2«=r*,      ' 

X — o y — b _  »  — c. 

cos«]       CORß  ""  cosy   * 

oder,  wie  man  diese  Gleichungen  auch  ansdrficken  kann: 
|(;r-«)  +  aJ«  +  l(y-6)  +  *i«  +  {(z-c)  +  cJ«=r», 

x—a y— A g— c 

cosa  ■"  cosß'^  cosy ' 

Aus  dem  letateren  Systeme  zweier  Gleichungen  ergiebt  sich: 

« — *=r^(^— ö)*  * — c= — '  ix — a); 
^  cosa^        '*  cosa^         -" 

aJao  durch  Substitution  in  die  erste  Gleichung: 

{a-k-ix-a)]^  \ 

+  «*  +  S5§(^-)l*  =r«, 

und  folgHch,  mit  Rücksicht  auf  die  bekannte  Gleichung  [ 

008«*+ cosß*  +  cosy*=  1 , 
nach  gehöriger  Entwickelung: 

at+6t+cH2(ccosa+6cosiJ+ccosy)~=~+  (^f^r^ 
odar 

Lost  man  diese   quadratische  Gleichung  auf  ge wohnliche  Weise 
anf,  und  setzt  der  Kürze  wegCH 

A  =  acosa  -|-  6co6/}-f  ccosy , 
^^^=^*+ft*+c* — (acos«+6co«p+cco8y)* ; 
so  erhSit  man: 
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cosa 


Also  ist  nach  dem  Obigen  überhaupt: 

cosa       cosp      cosy  "*" 

oder  9  mit  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeicheto  aufrinander: 

^— a=  —  M+Vi3C;:Bi)cosa, 
y  -  4=— (i^  +  Vl^IIB^Cosi», 
z— c=— (i4lFV"i3^=^)co6y; 


oder 


x=a-iA^V^i^^^^^)eosa, 


t  =  c— (i4f  VTSI^)  cosy. 

Die  Gr5sse, 

iß*=:  a*+6*  +  c* — (acosa+6c«w|8 -f- ccosy)* 

kann  auch  auf  folgende  Art  ausgedrückt  werden : 

B«=    a«sina*+6V\n/P+c»sinya 

— 2a6co8acos|3— 24ccosi5cosy  —  2caco8yco8a , 

also,  wegen  der  Gleichung 

cosa*  +  cosjS* + cosy*  =  1 , 
auch  anf  folgende  Art; 
B^  =    a*(cos/3*+cosy*)  +  6*(cosy*+co8a*)  +  c*(co8a* + oos/?*) 
— 3a6cosacosj3 — 26ccos/Scosy  —  2cacosycosa , 

d.  i.,  wie  h'^eraus  sogleich  erhellet^  anf  folgende  Art: 

Ä*=  (acosß — 6cosa)* 
+  (ftcosy  —  ccosjS)* 
+  (ccosa  — ticosy)* , 

woraus  zugleich   erhellet,    dass  B^  immer  eine  positive  GrSsse, 
und  daher  B  stets  reell  ist. 

HSgUch  ist  unsere  Aufgabe  nur  dann^  wenn 
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ISl 


•^B«, 


d.  h.,  wie  leicht  erhelleo  wird,  wenn  der  Halbmesser  dar  zu  be- 
schreibenden KugelflSche  nicht  kleiner  eis  die  Entfernune  des 
Anfangs  der  Coordinaten  von  der  gegebenen  geraden  Linie  im 
RiMiiQil  igt,  was  sich  asch  von  selbst  versteht. 


$•2 

Wir  woUen  uns  nun  drei  gerade  Linien  im  Ralltaie  denken, 
deren  Gleichungen  In  Bezug  auf  das  im  Torhergehendten  Para* 
graphen  angenommene   rechtwinklige  Coordinatensystem  der  oyz. 


costti       cosj!{|      cosyi  * 

ar — a^__  y— Ag_  z — c^ 
cos  a%  "^  cosj^s      cosy2  ' 


ar— fl, 


COStts         C0S/?3         CQSy^ 

sein  mögen.  Denken  wir  uns  nun  aus  dem  Anfangspunkte  dei 
Coordinaten  als  gemeinschaftlichen  Mittelpunkt  mit  aen  Halbmes- 
sern Vi,  r^,  r^  arei  Kugelflächen  beschrieben,  welche  die  drei 
vorhergehenden  geraden  Linien  im  Räume  respective  in  den  Punk- 
ten (ari^iii),  (o^syaZs),  (x^yz^)  schneide»;    so  haben  wir,  wenn 

Ai  :S=UiCOBai  -f  6iC0Sßi  +CiCOSfi  , 

A^  =r  a^cosa^  -{-b^cosß^i  +  ^acosy^  > 
As  =  Oscoscfa  +  ftjcos^  +  c^cosf^ 


und 


Bi'^zz:  Äi*-f  Ä^^+Ci*— («1  cosa|-f  6| cosjSi  +c;iCosyi)* 
=  (a|C06/}i  — 6iCosax)^ 
+(6iCosy|— CiCosi?i)* 

+  (Cj  COSfiTj  —  Ol  cos/i  )*  , 

+ (Äjcosya  —  Ca  cos^^)* 

+  (CtCOSOj— OfCOSj^* , 
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+  {b^coBYi  —  CgCosj5,)* 

esetzt  wird ,  nach  dem  rorhergeheDden  Paragraphen  die  foigen- 
en  Gleichungen,  in  denen ,  was  wohl  zu  beachten  ist»  eine  Be- 
ziehung zwischen  den  oberen  und  unteren  Zeichen  nicht  Statt 
findet: 

€OSff|  COSpi  COS^i  1—1  1 

^-ga^ya-6a_^-i?a ^..  VISITS?, 

cosffa        cos/Sj        cos^s  a—       »  s 

cosa^  ~  cos/?8         cosyj  -^itv  rj       ^jj   • 

Um  in  der  Folge  nicht  verleitet  zu  werden,  auch  in  diesen 
Gleichungen,  wie  sonst  in  ähnlichen  Fällen  durchgängig  gewöhn- 
lich ist,  eine  Beziehung  zwischen  den  oberen  und  unteren  iSeichen 
vorauszusetzen,  wollen  wir  dieselben,    indem  f^i«  ju«»  fb  gewisse 

ferade  oder  ungerade  ganze  Zahlen  bezeichnen,  von  jetzt  an  lie- 
er  auf  folgende  Art  schreiben: 

^^-  cosA  -   cosy,   --^i+(-l)'*«Vri  -Ä,«, 

coso^  -  cos/J.  -   cosya   ""  ~^+  (-*)^Vr«  -/?a«, 

■^55^-    cosA|-  cosy,^-^»  +  <^J'^*^'^**-^*' 
oder,  wenn  der  Kürze  wegen 

gesetzt  wird,  auf  folgende  Art: 


COM^  COSßi  cos/] 


=  — W|, 
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COS<%  CQ8/3s  <^S)^«  -         * 

cosos        cos/Jg        cosy3  ^' 

Aas  diesen  Gieicbangen   ergeben  sieb  für  die  Coordinaten 
^ifyirhl    ^' y&>  2s;    a:^3fftsh 
die  folgenden  Ausdrfleke: 

Xi=ai — t£|Cosffi, 

2i=Ci— iiicosy,; 

y«  =  *a— «2Cos/?a, 
2ft=:ci— «acosya; 

ar5  =  as-iisCosa8, 
ya  =  63-.ti3Cosft, 
Z8=C3— Uacosys. 
Sollen  nun  die  drei  Pnokte 

(^i»i*i)»    (^9Sf^H)»    (^tynh) 

mit  dem  Anfangspunkte  der  Coordinaten  in  einer  und  derselben 
Ebene  liegen ,  so  erfordert  dies  naeb  den  Princinien  der  analyti- 
seben  Geometrie  bekanntlich  die  Erfüllung  der  rblgendea  Beain« 
gungsglelcbung; 

Setzen  wir  aber»  was  offenbar  verstattet  ist, 

Ci=0,    ca=0,    C8=0; 
wo  nah 

(oi*i)»    («»*»)*     (03*3) 

die  Durchscbnittspankte  der  drei  gegebenen  geraden  Linien  im 
Räume  mit  der  Ebene  der  a:y  sind*);  so  wird  die  obige  Bedin- 
gungsglelcbung  nach  leichter' Rechnung: 


*)    Der  Fall,    di|8s  dio  eine  oder  die  andere  dieier  drei  Linien  der 
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—  63(co8a|Cos]f2 — costtaC08yi)| 


«i«a 


( —  Äi  (coso^cos/s  — cososcosys)!    ' 

!aj(co8/3jC08yi  —  cosft  cosyj); 
^dsCcosagCosyi    -costtiCos/j)' 

■       (cOSOg  C08j^  —  COS0%  C0Sj3s)  C06y|v 
-f  ]-f  (cOSOsCOSJ?!  —  COSai  COS^^)  COS}^^!  ttiVstls . 

^+  (costticos^a  "~  cosÄ^coöft)  cos}^»' 
Nehmen  wir  nun  an,  das«  die  drei  Punkte 

ißiy\h)f  (^iyrt)>    i^Hy^H) 

in  der  durch  sie  und  den  Anfang  der  Goardinaten  gelegtön  Ebene 
eine  solche  Lage  haben ,  dass  man  sich,  wenn  man  von  dem  An- 
fange der  Coordinaten  durch  den  Punkt  (^i^i^i)  hindurch  su  dem 
Punkte  (^^a^)»  und  wenn  man  von  dem  Anfange  der  Coordina- 
ten durch  den  Punkt^  {^^y%^  hindurch  zu  dem  Punkte  {x^y^z^i 
fibergeht,  in  beiden  Fällen  nach  derselben  Richtung  hin  bewegen 
muss;  so  sind,  wenn  die  Flächenräume  der  zwischen  den  Punkten 

(000),    (ar^yiSi),    (arajfat,) 

und  zwischen  den  Punkten 

(000),    (x^^),    {x^yzH) 

liegenden  Dreiecke  respective  durch  [^^^  und  ^^'S  bezeichnet 
werden,  nach  den  Principien  der  analytischen  Geometrie  die  FIS- 
chenräume  der  Projectionen  dieser  Dreiecke  auf  der  Ebene  der 
xy  mit  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeichen  auf  einander 
respective 


Ebeoe  der  xy  paraUel  wäre ,  kann  wenigsten«  bei  dem  Cometenproblem, 
das  wir  hier  Torzogsweise  im  Aue^e  haben,  nicht  vorkommen,  imd 
braacbt  daher  hier  nicht  besonders  betrachtet  zn  werden. 
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uod  es  ist  also  nach  einem  bekaniitim  Satze  ?oi»  den  Projectio^ 
Den  unter  der  gemachten  Voraussetzung  in  vulliger  Allgememheit: 

Sollen  nun  die  drei  gegebenen  geraden  Linien  Im  Räume  von  der 
durch  den  Anfang  der  Coordinateii  gelegten  Ebene  in  den  Punkten 

(^i»i«i)»    (^%!h^>    (^8^3*3) 

so  geschnitten  werden,    dass  die  beiden  Dreiecke  ^|^  und  ^2,3 
ein  gewisses  in  Zahlen  g       " 
der  haben,  80  dass  näinli 


ein  gewisses  in  Zahlen  gegebenes  Verhäitniss  Vi,^:t^^^  zn  einan- 
"alich 


Ai«5Äa.3  =  *i^5^M  oder  ^*=  ^ 
ist,  so  mtiss  nach  dem  Obigen 

sein,  welches  die  Gleichung 

d.  L,  weil  nach  dem.  Obigen 

Xi  =  ei|  —  ti|C0sai ,    0^^=02  —  tiscoso^,    x^  =  03— tfscosas ; 
yi  =  ^— Mjcosft,    y«  =  Äa— WtCosjJa»     ^3=As— «3Cosft 
ist»  nach  gehöriger  Entwickelung  die  Gleichung 

0=  71,2(0,6^—036«)— Ts„(a^6«—Osfti) 
— i?«,3(a,cosft— 6tCosai)«i 
+  { Ti,«(o5Cos/3,— 6jceipf,> + t:i,3.(0|C0sjS,  —  61  cosa  J  j  u^ 

—  *i>t  (««cosft  —  6,eosflf3)tt| 

—  ia,3(cosaiCos/fe  —  cosa2ass|t|  )UiU^ 
+  ti,2  (coa«2Cos/53  —  COSC^COSjSs)  »«»3 

giebt. 

Setzen  wir  nun   der  Kürze  wegen 

21=    Ti,2(a«63— 0,6a)— r2,4(ffi6^  —  02*1)» 

"©^  —  T:„3  (OftCOSJ?!  —  6äC0S«i)  , 

<£:=      Ti,2(O3C08/J2 — 6jC0Sa«)  +  T2,g(OiCOSj92— 61COSO2), 

5fc=  —  Tl.«  (o^COS/Ja  —  6aC0Saj) , 
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fli=  — ».M  (COBO^COS/J,  —  COWjCOSft)  , 

I  f 

5=    »„aCcosaaCOsßa— cosÄsCoe/J«) 

und 

Tli  =3  (asAt  —  asbt)  coayi » 

»1  =(«3  6i  —  «1 6  3)co8y« ,  V 

(Ti  =(a|6s  —  a«A|)co8/„ ; 

,     as(cos/?iC08yx  — cosjjjcosyi) 

*  ^ — 6j(cosa|Cos}^a — cosaacos/i)^' 

^  ai(C0S^iC08ya— COS/?aCOS)f,) 

*  ^  — 6|  (coeoiCosy^ — co8a3Cosya) ' ' 

aa(cosj5aC08yi— cbs/3iC08y») 

*^*         "^  *  — ^«(cOSaaCOS/i — €084X|C08y3)^  ' 
(B|  =     (coSffsCOS  jSa  —  ODSa  jC08/?a)  COS/i 

-|-  (cosa,co8|?i  —  co8a|[C08/39)coS}'2 
«    -f  (coscTiCOS/Sa  ^-  C08a2C08/?i)  COS}'» ; 

80  haben  T^ir  zwischen  den  drei  Grusaen  «i ,  ti i ,  «s  die  zwei  fol- 
genden Gleichungen: 

0=2t  +  ^Soi  +  Ctf9  +  5Dtf3  +  lElfitta  +  5llaU,  , 

Aus  der  ersten  dieser  beiden  Gleichungen  folgt 


»9 


~      C  +  Oui+Sub* 

und  wenn  man  nun  den  Torstehenden  Ausdruck  von  u^  In  die 
zweite  der  beiden  obigen  Gleichungen  zwischen  tfi»  u^,  Ut  ein* 
fährt y  80  wird  dieselbe: 
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0=-2l»i  +  (C3li-»Äi-aäD,)wi 

+  (ffi2t,~Ä»j)i«iiH 

+(«5i-»ffii)wiuitt3 

+(55i-2>CBi)«,tt3tt3. 

Führt  man  aber  in  diese  Gleichung  (lit  die  Grössen 

a,  Ä,  <E,  J),  «,5; 
»1,  A»  Ci»  »I,  «1,51.  <Bi 

ihre  aus  dem  Obigen  bekannten  Ausdrucke  ein,  und  setzt  der 
Kfirze  wegen:  . 

F=iii6s  — 0361, 

ff=  OiCOS/Ss— 61COSO3  , 

IfjL  =  a^coaßi — 6s  coscti  ; 

J^coBUi  coaß^  —  cosffs  cosjSi ; 

Kl  =:a9(cos|3|C08/2 — cos/J^cos/j )  —  6^(cosax  cosyiz— cosa^cos^i ) , 

K=:iM^(ca8ß^co9fi  —  co8/?3COS)^2)~A2('Coso^co8y3— cosa3eos}f2) ; 

60  erhält  man  nach  einer  zwar  weitläufigen,  sonst  aber  durchaus 
keiner  besonderen  ScbvTierigkeit  unterliegenden  Rechnung  ftir  die 
obige  Gleichung  zwischen  Ui,  t/3  den  folgenden  Ausdruck: 

0=    FG 

-{GÄ-T„aFAri)ti3 

+(GJ  +  Ti^aiKi^x^.^HK)uitH 

d.  i.  den  Ausdruck: 
TheU  XVII.  le 
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0=  -      G(F+i5r,tii  -  Ä«,  +JmiU,) 
-  H,3tiui(F+HtUi  —  if»s  +  JuiUt) 
+ti^Kiita(F+HiUt'-Hus+JuiUt), 
also  den  Ausdruck: 

was  die  beiden  Gleichungen 
und 

giebt,    die^  wir  nun  in  den  zwei  folgenden  Paragraphen  einer  ge- 
naueren Discussion  unterwerfen  wouen. 

$.3. 
Aus  der  Gleichung 

welche  wir  zuerst  betrachten  wollen,  folgt 

also,  wenn  man  für  F,  H,  H^y  J  ihre  aus  dem  vorhergehenden 
Paragraphen  bekannten  Werthe  einführt: 


oder 


d.i. 


_^  fli^B—Qs^i  -f  (flacosft-^gcosgtjyi 

^      aiCos/?3— 6iCosc^—  (cosaxCosj?8--cosc^cos/?|}ui 


_       *>(gi-— «i  cos«t )— ^(&i  — -tti  cosft) 
^     cos/?8(ai  — Wicosai)— cosa3(6i— tt^cos/Jj)  * 


folglich 


^        ar^cos/^  •»^iCOMfi^    * 


^     ^      ^       a;,cos/?j— y,coso^ 
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AUo  ist 

woraus  sich  ergebt,  das4  die  Projectii>n  des  zwischen  den 
Punkten 

lOOO),    (aji^izi),    (x^s^Zi) 

li^enden  Dreiecks  auf  der  Ebene  der  xy  verschwindet«  und  dass 
also  9  wenn  die  Gleicbung 

erfüllt  ist«  die  Ebene»  welche  die  drei  jKgebeaen  geraden  Linien 
im  Räume  unter  den  aus  dem  Vorhergehenden  bekatinten  Bedin* 
guDgen  schneidet^  im  Allgemeinen  auf  der  Ebene  der  xy  senk- 
recht stehen  muss.  Dass  aber  die  Behandlung  dieses  speciellen 
Falls  nicht  unter  der  obigen  aligemeinen  Betrachtung  enthalten 
sein  kann,  und  daher  dieser  specielle  Fall  gewissermassen  als 
ein  Ausnahmefall  zu  betrachten  ist»  fiillt  leicht  In  die  Augen,  wenn 
man  nur  überlegt,  dass  wir  bei  unseren  obigen  allgemeinen  Be- 
trachtungen das  Verhältniss  der  Dreiecke  Ai,«,  ils'S  ^^ni  Ver- 
hältnisse ihrer  Projectionen  auf  der  Ebene  aer  xy  gleich  gesetzt 
haben,  welches  Verhältniss  aber  in  dem  Falle,  wenn  die  durch 
den  An&ug  der  Coordinaten  gelegte  Ebene,  von  der  die  drei  ge- 
gebenen geraden  Linien  im  Räume  auf  die  angegebene  Weise 
geschnitten  werden,  auf  der  Ebene  der  xy  senkrecht  steht,  weil 
in  diesen  Falle  die  Projeedonen  der  Dreiecke  Ai«ft»  Am  ^^^' 
schwinden,  ein  ganz  unbestimmtes  ist.  Es  stellt  sich  also  von 
selbst  die  Nothwendigkeit  heraus,  den  Fall,  wenn  die  drei  gege- 
benen geraden  Linien  im  Räume  von  einer  durch  den  Anfang  der 
Coordinaten  gele|^n,  auf  der  Ebene  der  xff  senkrecht  stehenden 
Ebene  so  geschnitten  werden  sollen,    dass  « 

A2>s      H^ 

ist,  einer  besonderen  Betrachtung  zu  unterwerfen,  was  wir  daher 
jetzt  zunächst  thun  wollen. 

Die  Gleichung  der  durch  den  Anfang  der  Coordinaten  geleg- 
ten, auf  der  Ebene  der  xy  senkrecht  stehenden  Ebene  ist,  wenn 
9  den  180^  nicht  fibersteigenden  Winkel  bezeichnet,  den  der  auf 
der  positiven  Seite  der  Axe  der  x  liegende  Theil  der  Durchschnitts- 
linie dieser  Ebene  mit  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x  ein- 
schliesst,  im  Allgemeinen 

y=ixULng<p, 

so  dass   wir   also,     wenn  wir  alle  früheren   Bezeichnungen  auch 

10* 
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jetzt  beibehalten,    oach   den  Bedioeungen  der  Autgabe  zuvorderst 
die  drei  folgenden  Gleichungen  haben: 

bi—t^coßß^  =(ai — tiiC08ffi)tang9), 
6a — u^coaß^  -=.  (o^ — U2Cosoa)tangq[7 , 
^'-'U^coaß^  =(08— ti8C0sas)tang9 . 

Ferner  ist  aber  nach  den  Bedingungen  der  Aufgabe 


also 


(tf| — tt|Costft)ttgCosy2 — (fla— tiaCosaa)tt|Cosyi ^ 

(«a— MaCOSÖ2)t«3Cosy3— (oa— ii3C08or3)i«2C08ya'^  Tj,3  ' 


und  wir    haben   daher  zwischen  den  vier  Grossen  u^  u^,  u^,  q> 
die  vier  folgenden  Gleichungen; 

61  — 1*1  cos^i  Ä=  (oi  —  «|Cosai)tang<p , 

6a — UfCoaß^z^:  (a^ — Wacosogj)  tangg) , 

63  —  t^acosft  =  (a,  —  u^cosa^)  tangg) : 

*i-at  (oa— tiaC0sa2)tt3C08y3 — (03— ii3COsa3)M2Cosya ) 
=*«»8  ( (fli— UiC08cif|)i<aCosya— («a — ttaC0saa)«iC08yi ) ; 

welche/  zu  der  Bestimmunc;  der  vier  in  Rede  stehenden  unbekann- 
ten Grössen  gerade  hinreichen. 

Durch  Elimination  von  tang<p  folgt  aus  den  drei  ersten  Glei- 
chungen auf  der  Stelle]: 


also 


Ol  —Ui  costti Oa  •"  Macosoa  _  03  ~  ti3Cos«3 

61  — tti  cos jSi      6a — Wacosfe  ~*  63  —  «3  cosj^s ' 


_  ai6a— ffa^i  +  («aco^ft — 6aC08Ct)tit 

*  ^  a|C0s/?a-~6iCO54Xa-^  {cosaiC€^^a""^osaa  co«/J,  )»| 

^^«(''1  """i  costtj ) — n^ibj^tii  cos  j^i) 

~"  cos|3a(ai  —  Wicosai)— coscf2(6i — ti|C0Sj3|)  * 
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_  ^bCOi— tfxCOSgQ— Il8(&i— tl|COSft)         , 

cosJ?s(a|— »icosax)— coso8(6i — «icos/?])' 
und  hieraus,  wie  man  leicht  findet: 

(a^cosß^—b^coBa^)  (^i— ttiC08g|) 

(gaCos|?a— 6gC06aa)(gi — ^h  cosci) 

"*■  €08/3^(01 — UiCOSOri)— COSOaC^i — tfiC08/}i)  ' 

a  -lucoafl,^  (gscosftt  -^gcogofs)  (o^—tii co8«t) 

•    ^      ^     a]C08j?s — 6|C08a8 — ^(cosa|eo8/38-*cosc%co8/}i)tf| 


Nach  geboriger  Substitation  in  die  letzte  der  vier  obigen  Glei- 
cbangen  ergiebt  sich  mittelst  einiger  leichten  Rediictionen  die 
Gleicliiing 
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Setzen  wir  nun  der  Kürze  wegen 

L^=^  T|,2C0S|?1  { (a2COS/?2T-&2C68a2)&8COS78 — {"hl^^^h  — ^cosaj)ÄjCosyJ 
—  r4,jCosJ?3  {(aiCOS|S| — biQ08Ux)b^coBy^ — {a^cosß^ — (hiCosa^biCOByi  \ 

— l^l»«(flsCO«A— *3CÖS«8)C08/?i  +  T4,8(a|  COSft  — 6iC0Sai)C08/J5)ÄjCO«y2 

+  '«^i  ^(a2Cosj?a  —  öscoso^)  63608^1  C08y3 , 

^ ^         I     (fl^cos/Ja— M<>saa)(aaC08jSi+63cesai)co8y,  i 

(     (flj  co%ßi  —bi  CO8CK1)  (02^08/33 + 62608(^3)008/2^ 
} — (oaCÖBj^a— ^cosa2)(axC06j33+6iCosa8)co8yi} 
=  —  T«>3(a«co8|S2 — 6200802)  (öiC08J?3+6iCOsa3)cosy| 

J      Ti^2(ö3COSft— 6300803)  (fl2C08ft+62C0Sa,)i 
I  +  T2,8(OlCösA — 6iC0SOi)  (ff2COßj33 +62C0SC8)j  ^^^^ 
—  'fl»«(fl2<^0S|S2— 62COSO2)  (a300Sft  4-63OO8O1)  coßy3 , 

N=    r|^COSO|t(a2COS|92— 6200802)03008/3— (a3CO8j33—63C08<%)ff2CO8/2l 

—If2»8coso3l(aicos^x—6ico80i)a2008y2""(fl2cos/j2— 6200802)01008/1} 

=    T2*3(a200S/?2— 6100802)0100603008/1 
—  |tri,2(fl8C08jS8— 6300S«8)C0S«i  +T2,8(aiC0Sft— 6iC08«i)C0808  |«2008/2 
+  Tj^  (a2008/J2— 6»C08Oi)a8C0SCiC08/3  ; 

80  wird  die  obige  Gleiobung  zur  Be8timniung  von  «: 

worau8 

"-  ^N' 

folgt. 

Mittel8t  einer  zwar  weitläufigen ,  8oii8t  aber  einer  besonderen 
Sobwierigkeit  nioht  unterliegenden  Reohnung   erhält  man  auoh: 
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tt:=tang9) 


ist  die  Laee  der  durch  den  Anfang  der  Coordioaten  gehenden, 
auf  der  Ebene  der  xy  senkrecht  stehenden  Ebene»  welche  die 
drei  gegebenen  geraden  Linien  im  Räume  in  der  angegebenen 
Weise  schneidet,  bestimmt  Aus  u  ergeben  sich  aber  auch  fer- 
ner leicht: 

bi — üiu 


^      cos^i — cos«! .  tt  ' 

"*~"  cosJ?a— cosäj.«  ' 

^      cos/^a— ^osos.u 
und  hieraus  erhält  man: 

Xi = Ol — tcicosoi ,  yi  "=  Ä|  '-UiCo%ßi ,  zi  = — tixcosyi ; 

^«  =  0«— ««cos«a>  ya=Äa— «acosfti,  2a  =— t^osy«; 

ars  =  cr8— Uscosos,  ^8=*»— «s^os/Js»  «s="— «bCO«/»- 
Weil  endlich 


oder 


(-ly*.  V  ri»-l?t«= Ji  -«1 , 


ist;  so  ist 


also 
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$.  4. 

Ans  der  ersten  der  beideo  letzten  Gleicbungeu  in  $•  3.,  näm- 
lich aus  der  Gieichaog 

folgt: 

und  weil  mm  nach  (.  2.  bekanntiicb 

ist,  so  erhftit  mao  nach  gehöriger  SabstitatioD  des  obigen  Werths 
Ton  «8  leicht: 

Es  ist  aber,   wie  mun  mittelst  einer  keine  Schwierigkeit  darbie- 
tenden Rechnung  findet: 

9>G  —  Xif^Ki 
=— «1  ^(«tCosjSft—AfcOos«^  l  Vi««(afti^  -at6,)--T9«(0|6^— 026,)  |  cosy,, 

ferner 

!^     r    a8<co8AjCOsys-co8Acosya)'1) 
^'•L-^  A3(cosfl%cos)»i— cosi^cosy^.  1/ 
r    aji(cosAfcCosy|— cosftiC08;^-lV 
-r  a>8|_ — j^  (cosojicosyj — coso^cosy^)  J  / 

ferner 

Ti^»Ar,+Ta,3©Ä 
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endlich 

!(cosasiC08/} — cosascosj?^)  ^^^Yi] 
+  (coso^co8ft— cosaiCosft)cosya|  ; 

und  wenn  man  nun  der  Kürze  wegen : 

ö=i?i^(fl»*8— «8*«)— ^a»3(fli*«— fl**i)* 

jC=aa(cosAco8ya— cosj^acosyi)— 6a(<5osaiC08ya— cosojcofiyi), 

*i=  a,(cos/?,co8y8  -co8/58Cosya)— fta(co8fl%co8y8  -co8a8C08ya) , 
j^=:aa(co8/^eosyi— cos/^icosy^)— 62(<^os<%<^osyi— cos«iC08ys); 

S  =  oiCcosfecosys— co8/3sCosya)— *i  (cosoacosys— coso^cosya) . 
Äi=a3(cos/?aCosy3— cosjSjCOsya) — 68(cosasiCOsy8-co8aiC08ya) ; 

Sl  =    co8a|(cos|3aC08y8  --eo8j38COSy8) 

+  co8aa(co6/?8COsyi— cos/Jj  cosys) 

+  C08«8(cO8|5iC08y2— cosfticosyj) 
=    C08j?x  (cosyacosöa— cosyscosc^a) 

+  cos/5a  (cosyscos«!— co«yi  cosoj) 

+ cosfti  (cosyicosttj— cosyacostti) 
=    eosyi  (coaa^cosß^  --cosa^cosß^ 

+ cosya  (cosofjCosjSi — cosaiCOSjSs) 

+  cosyj  (costtiCOs/Sa— cosÄjCoaft) 

8etzt;  80  ist 

DG-Ti^a*i=  -  Ti^(flBC08Äi— 6aC08aa)©co8y3 , 
5G-ri^CÄi  =— ri,a(aaC08lJa— Äacosoa)  (ti^^i+t^^^V.) , 
i^i«»*^!  +^»35&*=n^^'8(aaC08iSt-6aC08a8)*B, 
n,*2«i  +  *«,8Ä*=- ^m^«>8(aa  cos/Sa- A«co8aa)  Ä ; 

also  nach  dem  Obigen: 

eco8y8  +  t^,8^atfi 


iia=- 


^1  >«Äi  + 1^213  K — '^^>^  ^^i 
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«»= ^^^Xi 

Bestimmt  man  mittelst  dieser  Gleichungen  Ui  und  tc,  durch 
m,  so  ergiebt  sich: 

_     e(i:cosy,+*aC08ya)--l  ^"^cosyg-gCri^&i+Ta^»)!  IIa 
"»-""  ri,2Äfi(Äa-ÄMa) 

Mittelst  leichter  Rechnung  erhält  man  aber 

JCcosya+  ÄaCosya  = — Äicosyi 
aod 

eß  cosy«  —  Ä(ti^Äi  +  Ta,3Ä) 

I     Ti,2[fl8(C0SftC0Sya— C08j3aCOSyi)~6s(COSCfiC08ya— co8a,cosyi)]. 

■*^»  (+r,^[ai(co8ftcosy,— cosj3aCosyi)-6i(cosaiCOsy«— cosaacosyi)]^ 
and  es  ist  also,  wenn 

0  =  11,2(0263  —  ÖS*«)  — 1fa.8(«l*a  -  ««*l); 

S = Ai  (cosjjacosya — cosftcosy«)  —  6,  (cosaacosys— cosn^cosy«) , 
Äi  rsajCcos/J.cosya-cosfecosy«)  —  ÄaCcosofiCOsya— coscrj  cosy,) ; 
Ä'=ai(cos/?iC08y2— cos/JaCosyi)— 6i(cosaiCosys— costtacosyi), 
Si'=a3(cosft  cosy.,— cos/SaCosyi)  —  iaCcosofiCosya— cosaacosyi) ; 
t  =  aiCcos/JaCosyi— cosft  cosya)  —• ^«(cosaacosyi— cosoficosya) ; 

Sl  =    cos«!  (cos/Ja  cosy^  —  cos/?3  cosya) 
+  cosa^  (cos/SaCOs^i  —  cosft  cosya) 
+  cos^a  (cos j3i cosya — cosj^a  cosyi)  • 

=  cosft  (cosyacosoa— cosyacosa«) 
+  cosßa(cosy3Cosai  —  cosyi  coscKa) 
+  cos|Sa(cosyiCosa2  — cosy^cosai) 

=  cosyi  (cosa,cos/3, — coscraCos/S,) 
+  cosya(cosa8Cosj3i — cosaiCOSjSa) 
+  cosya  (cosoicosj^a — cosOftCos/^i) 

gesetzt  wird: 
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,,  _    6coayi  -(t,  „3Lt'  +  T»a^>« 
Setzt  man: 

Aa  =  C0Bß^C08Yi  —  COS/J,  COS/s  , 

As  =:  cosßi  CO67«  —  cosßtCOSYi ; 

Bi  =  COSy^COSOs  —  COS/^COSOs  , 
B«  =  C08^9C08a]  — COS/iCOSOs  » 

B3  =:  cos}^|C08as  — 'cosy«  cosor^ ; 

Ci  =  cosa«  cos/^s  —  cosog  cos/?, , 
C^=icos(x^coaßi  — coBOiCoaßi , 

'       Cji  =  COStt|  C08/}a  "*  C08a,COSj3i  ; 

Ä=aiAi+6iB|, 
Äi=a3Ai  +  6,Bi; 
Ä'=aiA3+6iB,,, 

Äi'=«aA3+6aB,; 

Ä  =a.As-f  6,63; 

iS2  =  Aicos«!  -f  Ascosttt  -f  As  cosat 

,  =  Bicosj?!  -f  B^cos/fs+Bs  C08/?, 

= C,  co«yi  +  C  «006/9  +  C  3  cosy  3 . 

Mittelst  dieser  Fonnelo  kann  man  die  vorstehenden  Grusseti 
leicht  berechnen. 

Zur  Berechnung  der  Grossen  ic,,   «3  aus  ti|  mittelst  der  ans 
dem  Obigen  bekannten  Formeln 


so  ist 
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haben  wir  die  folgenden  Ausdrücke: 

ACs=aaAs  +  6sB9; 

K=OiAi  +  6iÄi; 
Äi=ajAi+6a-Bi; 

A  =  A|  coscfi  -|-  AsCoflMx^  -f  A  jcosas 

=  BiC08j?i  -|-  BsC08/3,-f  BaCOS/^j 
=:CiCOSyi  +  CjCOSya  +  C 3008/3  . 


§.  5. 

Wenn  wir  vier  gerade  Linien  im  Räume  haben,    deren  Glei- 
chungen 

COSCK|^         C08/?i         cosyi  * 


j? — fla y—ftg z 

co8at       C08j3a  "^  co«y^  * 

x  —  a^  —  2Z1*> L_ 

COSOEq  C08^3  ~"  CO«/,  ' 


C06a4         CÖSJ^         C0f:/4  , 

sind,  nnd  diese  vier  geraden  Linien  von  einer  durch  den  Anfang 
der  Coordinaten  gelegten  Ebene  in  den  Punkten 

(ß^iyxH)*  (^^y^^2)f  (*sy»23),  (^4^42^4), 

deren  Entfernungen  von  dem  Anfange  der  Coordinaten  respective 

n,  rj,  ra,  r^ 
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sind 9  so  geschnitteo  werden  sollen,  dass,  wenn  wir  die  Flächen- 
räume  der  zwischen  den  Punkten 

(000),    (xxj/izi),  (^,y«2«); 

(000),    (x%y2Z^),  {x^ytz^); 

(000),,   (oTaysts),  (a:^4.H) 

liegenden  Dreiecke  respective  dnrch 

bezeichnen, 

ist;  80  wollen  wir  auf  ganz  ähnliche  Art  wie  früher 

Ai  =  a^oosai  +  bi^cosßi , 
A^ = Oxcoso^  -f  b^co^ß^ , 

i<4 = a4C0sa4  -f  64Cos/?4 ; 

Bi«=  «1«  +  6i«— («icosci  +  6,cosft)a 

=  ai*sinci*  +  6i*sinft* — 2a|6iCOsaiC08|3i 
= (ai*+*i*)cösyi*  +  («icos  A  — *i  cosci)« , 

Ba*=  aa*+6a*— (fl^cosÄj+ftaCos/Ja)* 

= («2*+ 6a*)cosya*+(a«co8|Sa— Aacosoa)* , 

Ä8*=  a3*+*8*— («3COS«8  +  *»C08|5|)* 

=  aj^sintts^  +  b^'^8iJiß^'^^^2aQbieoaa^cosß^ 
= (fl3H*3*)cosy3«+ («acosft  -^6300803)* , 

A4«  =04*  +  64«—  (a4Cosa;4 + 64COS/J4)« 

==  a4*8ina4*+64*8inj54*— 2a464C08a;4Cos/54 
»  =  («4*+*4*)<^osy4*+  (04COS/54— 64Cosa4)« ; 

u. = ^a-(-i)'**  Vi7^=:^, 

i«3  =  ^,-:(-l)A*.Vr,«-Äa«, 
"4  =  ^4-(-I)"'Vr4«-Ä4^ 
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Google 
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«i  =  o«— «iCo««i>     y»=6«— «acos^js,  Za  =— »scosys; 

«•  =  «8— «scosoj ,    jfs = 63 — »scos^s »  ^8  = — tiscosyi ; 

x^ = 04— ti4C08ai ,    ^4  =  b^-^u^eoaß^ ,  Z4  =  ^u^coay^ ; 
A,  =  cosjS^cosy^  —  cos/^cosy^, 

A4j=  COS/^C087|— C0S/}|C08X8  9 
A3  =€08^00872—  C08/^C0Syi  ; 

Bi = co8}%cesfl^  ^  cosyscoso^ , 
Ba=  cosy^cos«!  —  cosyicoso^ , 
Bg = cosyiCOMx^  —  co8ysC08ai ; 

Ci  =  coaa^c6»ß^  — co8c%co8/72 » 
C,  =  cos<X3ce8/}|  — co^aicoaß^ , 
C, = co8a;|COs/Ss  -^  cosoficosßi ; 

^='^^(fl***— «8*«)— 1^2.3(91*«— a2*i)> 

jBL^rrroaAi-f  6sBi; 
Ä'=a,A3  +  6iB3, 

A  =  Aicoaai  +  A^co&a^  +  Ag  coso} 

=:C|C08yi  +  Cacosya  +  Cgcos/s ; 
1 

A»  =  C08/33C08y4  —  C06P4C08rs  , 

I 
Aj  =  C08/J4C0Sy2 —  cos/J2Cosy4 , 

1 
A4  =co8/5,co8ys  —  C08/3sC08y2:=:A| ; 

Theil  Xni.  11 
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B2 = cosya^o»«* — co«y4C08«3 , 

Bj  =:  co8y4C08i% — coßy2C08a4 , 

B^  =  coisy^oaog — cosyscosos  =^  Bi » 
1 

1 
C3 = coso^cos/Ss  — '  coaOficoBß^ , 

C4  ss:  Cososcos/S, — cososcosßs  =  Ci ; 

6=:t29S  {«8^4  — «4*8)  —  'f8>4(M8  —  ''a*ft); 
1         1  1 

111 

Ä'i=fl4A4+64B4; 

111 
il=08As  +  *sB8; 

Ä  =  AftC0802+  AjCOSOi  +  A4C0Sfi(4 

1  1 

=  B^cos/?,  +  Bjcosft  +  B4COS/54 

1  1  1 

=  Cscosy«  +  CsGosys  +  C4Co»y4 


setzen. 


Dann  ist  nach  dem  Obigen 


und 
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1  11 

t»,4(il-Äl«s) 


1      .  I  1 

U4 —  j       j  > 

oder,  weun  wir  der  Kürze  iregen 
öl  =  — 'fi»»Ät -^ »«.»Ä , 

1 

1  1 

Qi  =  —  "fa^sÄi  —  f3'42^  5 

SE=tk,4i, 

P3=öco8yi, 

1 

1  1 

Ol = — t^^'&'i  —  ^8,4^^ 

1 
I 

7'4  =  — T2,3Ä 

setzen : 


Pi  +  Qiti^ 


II* 
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Wenn  man  aus  den  beiden  Gleichungen 

entweder  ttg  oder  tig  eliminirt,  so  erhält  man  «ar  Bestimmung  von 
ttg  die  Gleichung 

0=  (SjTs  +  r,0,Kt». 

und  zur  Bestimmung  von  u,  die  Gleichung 
0=(T,Si  +  Q,T3)iua, 

-(S,P,+P,©,). 

Hat  man  Ut  mittelst  der  ersten  Gleichung  bestimmt,  so  ergeben 
sich  ui,  «,,  «4  mittelst  der  Formeln: 

•^-^ir^'  «»-s.+n«.'  "*-Ä4+ntt.' 

und  hat  man  «s  mittelst  der  zweUen  Gleichung  beatimmt,   so  er- 
geben sich  tfs,  ui,  »4  mittelst  der  Formeln: 


$.6. 
Wenn 

0=Ti  ,4(0,63-036»)  —  t«,3(öi*«-<»A)=0, 
1 

^  =  ^^a.3(«3^4— «'4*3)  - 1^3»4( OA— ^^S*«)  =0 ; 


also 
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«1  ftfc  —  a^  6i       a^ö^  —  03  62        0364— 046^ 
oder 

ist,  d.  h.  wenn  die  durch  den  Anfang  der  CoordioateD  gelegte 
Ebene  die  vier  ^esebenen  geraden  Linien  im  Räume  so  schnei- 
det, dass  die  zwischen  den  Punkten 

(000),  (a^iffizi),  {nyttti^ 

(000),  (jTaya^a).  ,(^3^32^3); 

(000),  {x^y^zz)*  i^^^H) 
liegenden  Dreiecke 

Al)2  9      Ax»8>      ^3*4 

den  zwischen  dem  Anfange  der  Coordinaten  nnd  den  Durchschnitts- 
punkten der  vier  gegebenen  geraden  Linien  mit  der  Ebene  der  2:y, 
nämlich  den  zwischen  den   Punkten 

.    (00),    (ojM,    (0,6^; 

(00),    (o,*^,     (036^); 

(00),    (as&a),     (a4ft4) 

in  der  Ebene  der  Xfß  liegenden  Dreiecken  proportional  sind;  so 
kann  man 

*8»4  — «8*4— «4^3    - 

setzen,  und  da  nun  auch 

ist,  so  hat  man  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen  zur  Be- 
stimmung von  tft  die  Gleichung 

•i,{(s,r3+r,03)tta+S3S3-02e3)=o, 

weiche  in  die  beiden  Gleichungen 

«,=0 
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zerf&llt.    Aus  u^zzzO  folgt  aber  aus  dem  vorhergehenden  Paragra- 
phen unter  der  gemachten  Voraussetzung 

also  i 


und  die  durch  den  Anfang  der  Coordinaten  gelegte  Ebene  fällt 
daher  mit  der  Ebene  der  xy  zusammen,  wobei  sich  von  selbst 
▼ersteht,  dass  die  Ebene  der  xf^  die  vier  gegebenen  geraden  Li- 
nien in  der  angegebenen  Weise  schneideq  muss ,  und  daher  natur- 
lich seihst  als  eine  Auflösung  unserer  Aufgabe  zu  betrachten  ist 
Setzen  wir  aber  diesen  Fall  bei  Seite,  so  haben  wir,  da  eine 
ganz  ähnliche  Betrachtung  sich  auf  die  obige  Gleichung  des  zwei- 
ten Grades,  aus  welcher  v^  bestimmt  werden  muss,  anwenden 
iSsst,  zur  Bestimmung  von  i^,  Ug  die  Gleichungen: 


aus  denen 


folgt;  und  U|,  u^  ergeben  sieb  dann  mittelst  der  Formein: 

Setzt  man  aber 

Ä=ö«Aa  +  6iB8,    üTi  =asA|  4-^2^1 ; 

Ä=a8A4  +  Ä3B4,    iTi^OtA^^^ftsB«; 
so  Ist  nach  J.  4.  auch 

1 

1H  =  ~   '1^    Ui,     Wa  —  -^  .  -T- 

i»a    Äi 


d. 


^i»a    Äi  Tj,3    ^ 


_  ^2^»  "^  ^8^2  ,  ffoAg  +  62B3 
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1  1 

1  1 

«i       OiÄa— 0,61 '  «,Ai  +  ÄfcBi  ' 

ii4_  ga64— 046^    qsA4  +  6aB4 
•^'"•^-^*«*  0.1. +6,8.' 


rion  findet  man  aber  leicht 


e,=- (0,6^  -  a4*Ä)(a»i  +  6^B,), 


iiod 

1  1 


1  1 

S^Is = — (öl**— «•*!)  («'8*4—0468)  («8  As +*»Bt)  -ß » 

1 
7',Q3=(aj63— 036,)  («364—0463^  (««Aj  +  6^B3)P ; 

1 
T,Äi  =  — (iiifta— fih|6i)(a864  —0463)  (a,A,  +  6aBi>Ä. 

Q,7,=  (aiÄ,-fih|6,)(fir,6,-.a4Ä,)(a3A.+*iB,)Ä. 

SetzOD  wir  also  der  Kürze  wegen 

1  1 

5=  (iH6,-fl,6i)(fl,64— a46Ä)(aaA,+&aB,)(a3A3+*iB,) 

1  1 

—  («i*8-ra,6i)(aa64— a4Ät)(«EAs+6aB3)(a3Ai+*iBj 
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und 

n,=(«,6,-flA)(fl.A,+6»B,)a-(«,6,-a,6,)(«.A,+&,B,)a, 
n,=(a,6«-a.AJ(ii,A,+6,B,)Ä-(o,64-a.Ä,)(a«A,+6iBa)Ä; 


Bo  ist 


1  a,Ai  +  ft»Bi  _5_ 


K,  =• 


^4—0463  "n«' 
1         .$ 


Oid^-— n^fti    J^s ' 


«._  1  a,A4  +  6,B4  J[^ 

Man  kann  aber  diesen  Formeln  zur  Berechnung  der  Grusseo 

«1,    v%.    Ms,    iH 
auch  die  folgende  Gestalt  geben: 
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»1»   «f»   «B»   »4 


geiondeii,  so  ergeben  sich 

^i»9i»Hi  ^«»ya>^;  ^3>ys»*3;    ^4>  ^4»  ^4 

mittelst  der  Formeln: 

«1  =  «i^*^cos«i ,  yi  =^1  —Uicosßi ,    zj  =—  »icosyi ; 

x^ = o« — «scosffa ,  ff2 = ^'~'  UaCosj32  >    29  ==  —  tiscos}^^ ; 

0:3=03— Uscoso^,  3f3  =  As— «scosfe,     23  =  —  t^cosyg; 

;r4=  a^—tcicoscr^,  y^  =64— tt4C08jJ4,    «4=— «400374 
uod  « 

Ti ,    r^ ,    r3 ,    r4 
mittelst  der  Formeln: 


r4=V(^-U4)«  +  ^4^- 

Es  ist  aus  dem  Obigen  klar^  dass  man  in  dem  in  diesem 
Paragraphen  betrachteten  Falle  die  Grössen  Tj^,  T2.3»  1^3,4  selbst 
ear  nicht  mehr  zu  kennen  braucht ,  und  dass  man  hier  eigentlich 
die  folgende  geometrische  Aufgabe  aufgelöst  hat: 

Wenn  vier  eine  gegebene  Ebene-in  den  Punkten  A, 
Ax»  4bf  ^s  schneidende  gerade  Linien  im  Räume,  und 
in  der  gegebenen  Ebene  ein  Punkt  O  gegeben  sind: 
durch  diesen  Punkt  eine  Ebene  zu  legen,  welche  die 
vier  gegebenen  geraden  Linien  in  den  Punkten  B,  ßi, 
i?2>  ^3  ^o  schneidet,  dass  die  Flächenräume  der  drei 
Dreiecke 

BOBi,    BiOB^,    B^OB^ 

sich  eben  so  zu  einander  verhalten,  wie  respective  die 
FlSchenräume  der  drei  in  der  gegebenenEbene  lie- 
genden Dreiecke 

AOAx,    A^OA^,    A^OA^, 
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Dass  die  gegebene  Ebene  immer  selbst  eine  AoiOBung  die- 
ser Aufgabe  liefert ,  versteht  sich  von  selbst;  dass  es  aber  ausser 
derselben  im  Allgemeinen  immer  noch  eine  zweite  den  Bedinenn- 

fen  der  Aufgabe  genügende  Ebene  giebt»  erhellet  aus  dem  Vor- 
Ergehenden  Ton  selbst ,  und  eben  diese  zweite  Ebene  zu  finden» 
konnte  im  Obigen  nur  der  Zweck  sein.  Man  vergleiche  hierbei 
was  in  der  Einleitung,  gegen  das  Ende,  in  Bezug  auf  den  vorlie- 
genden Fall  bemerkt  worden  ist. 

5.7. 

Den  Anfang  der  xyt  wollen  wir  jetzt  in  den  Mittelpunkt  der 
Sonne  legen,  und  wollen  die  Ebene  der  Ekliptik  als  Ebene  der 
ücy  annehmen.  Durch  den  Mittelpunkt  der  Erde  legen  wir  ein 
zweites  rechtwinkliges  dem  Systeme  der  xvz  paralleles  Coordi- 
natensvstem  der  xWt!^  wo  also  die  Ebene  der  jtV  ebeofidls  mit 
der  Ebene  der  Ekliptil^  zusammenfällt.  Der  positive  Theil  der 
Axe  der  x'  sei  von  dem  Mittelpunkte  der  Erde  nach  dem  Früh- 
lingspunkte hin  gerichtet,  und  der  positive  Theil  der  Axe  der  y' 
werde  so  angenommen,  dass  man  sich,  um  von  dem  positiven 
Theile  der  Axe  der  x'  durch  den  rechten  Winkel  (pef^)  nindinrcli 
zu  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  y'  zu  eelangen,  nach  der- 
selben Richtung  hin  bewegen  muss,  nach  welcher  von  dem  posi- 
tiven Theile  der  Axe  der  x'  an  die  geocentrischen  Längen  genom- 
men werden;  der  positive  Theil  der  Axe  der  7f  werde  von  dem 
Mittelpunkte  der  Erde  nach  dem  Nordpole  der  Ekliptik  hin  genom- 
men. Wie  in*  dem  Systeme  der  xyz,  welches  dem  Systeme  der 
x'y'z*  parallel  ist,  die  positiven  Theile  der  drei  Axen  zu  nehmen 
sind,  ist  hierdurch  v<yi  selbst  bestimmt. 

Die  durch  die  Gleichungen 

c—g y  —  b 


coscr      cos/3       cosy 

charakterisirte  gerade  Linie  sei  eine  von  dem  Mittelpunkte 
der  Erde  in  dem  Punkte  {ab^  ihrer  Bahn  zur  Zeit  i  nach  einem 
Cometen  gezogene  Gesichtslinie.  Die  beobachtete,  oder  wenig- 
stens aus  Beobachtungen  abgeleitete  geocentrische  Länge  und 
Breite  des  Cometen  zur  Zeit  i  seien  a\  ß'*)j  und  zu  derselbe* 
Zeit  sei  £  die  geocentrische  Länge  der  Sonne,  und  R  sei  der 
Radius  vector  derselben.  Ist  dann  noch  o!  die  sogenannte  cur- 
tirte  Entfernung  des  Cometen  von  dem  Mittelpunkte  der  Erde, 
so  sind 


*)  Freilich  mass,  tun  ans  der  aas  den  Beobachtungen  foc  Irgend 
einen  Beobachinvgsort  abgeleiteten  Länge  «nd  Breite  eine«  Cometen 
die  entsprechenden  geoeentriachen  Elemente  decselben  Ind^  an  können, 
die  Entfernung  desselben  von  der  Erde  schon  bekannt  sein.  Wie  man 
•ich  hiebe!  durch  successive  Näher nnffen  hilft,  bedarf  an  diesem  Orte 
für  der  'Astronomie  kündige  Leser  kemer  besondcran  Erlänternng. 
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p'cos«',    p'siiia'«   Q'tmgß' 

die  Coordioateo  desselben  im  Systeme  der  x'jf't'  aUt  Zeit  t  Die 
GleichuDgen  der  vom  Mittelpunkte  der  Erde  nach  dem  Gometen 
ZOT  Zeit  t  gezogenen  C^sichtiiiiiia  im  Systeme  der  x^^tf  faabeu 
die  Form: 

«'  =  JlfV,     y'=2VV; 

und  es  ist  daher  nach  dem  Vorhergehenden : 

p'cosa' = iBrytang/f ,     ^'siii«'  =  Nyt&ngß' ; 

also 

ilf'==:cos«'cot/3'.    iV'=si»a'cotp*; 

woraus  sich  ergiebt>  dass 

a/  =  i'coso'cot/?' ,    y = 2'sin«'cotß' 

die  Gleichungen  der  zur  Zeit  t  nach  dem  Gometen  gezogeneu 
Gesichtslinte  im  Systeme  der  o^yy  sind.^ 

Die  Coordinaten  der  Sonne   Im  Systeipe  der  ^r'yV  zur  Zeit 
t  sind 

RcosL,    RsinL,  0; 

nnd  zwischen  den  Coordinaten  eines  und  desselben  Punktes  in 
deo  Systemen  der  xyi  und  or^yV  hat  man  daher  nach  der  Lehre 
voD  der  Verwandlung  der  Coordinaten  die  folgenden  Gleichungen: 

x'=sBe9BL+a:,    y=Asin£-fy»    z'ssz; 
oder 

x=ix'--RqoaL,    y=y'*— ÄsinX»    «=2'; 
also  sind  nach  dejm  Obigen 

Ä  cosX/  +  a;=:zcosa'  cot^', 
RsinL  +  y  :=:2sin(t'  cotß^ ; 
oder 

X  =^zcoBa'coiß' — RcosL , 
y:x:tayncc'€oiß' —  RsmL; 

die  Gleichungen,  der  von  dem  Mittelpunkte  der  Erde  zur  Zeit  t 
nach  dem  Cometen  gezogenen  Gesichtslinie  in  dem  Systeme  der  xyz. 

Bringt  man,  um  diese  Gleicbungen  mit  den  Gleichungen 
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Google 


1«8    , 

j:— g     y — 6  _     z 
cos«  iiZlcos/J  ~"  cosy 

zu  vergteichen,  die  letzteren  auf  die  Form: 

cosa    , 
coay    ' 

cos/3 
•  ^      cosy  * 

so  ergiebt  sich  auf  der  Stelle ,  dass 

a = ~  RcosL ,    6  =  —  AsinL 
und 

rr*  =  cosa'  cotp' ,     — ^  =s  sin«'  cotp' 
cosy  ^  '     cosy  '^ 

ist.    Verbindet  man  aber   mit  den  zwei  letzten  Gleichungen  die 
bekannte  Gleichung 

cosa*  +  cos/5*  +  cosy*  =  1 , 

so  erhält  man 

(1  +  co8a'«cot/S'*  -I-  sino^^cot/J'*)  cosy* = 1 , 

d.  l 

(1 + cot|S'*)cosy*=:  cosec/J'*cosy*=  1 , 

also 

cosy*=sln(5'*,    cosy  =*±  8in/3' ; 

und  folglich  nach  dem  Obigen  mit  Beziehung  der  oberen  und  unteren 
Zeichen  auf  einander : 

cosa  =z  Jt  cosa^cosß' , 

coaß  =^  J.  sina'cos/3' , 

cosy=J:siD/3'. 

Mittelst  einer  einfachen  Betrachtung  überzeugt  man  sich  aber  auf 
der  Stelle,  dass  allgemein 

cosy = sin/3' 

ist;    also  muss  man  in  den  drei  vorhergehenden  Gleichungen  die 
oberen  Zeichen  nehmen,  und  daher 
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Gosa = cosafeoBß* , 
cosj3=:  sino' cosj^S 
cosy  =  Binß* 


setzen. 


Bemerken  wollen  wir  noch ,  dass  ans  den  beiden  obigen  Glei- 
chungen 

RcosL  4-  ^  =  zcosa'  cot/3' , 

RsmL  -|-  ^  =  ftsina'  cot/3' 

durch  Division  aucb 

^  ,      R  coaL  +  X 
cot«  ==  t>  ♦    ,  ■ — » 

oder,  wie  sich  hieraus  leicht  ergiebig 

^sina'  — ^coso' = R8in(L — fi^    ' 

folgt.    Auch  ergiebt  *sich    aus   denselben  Gleichungen  leicht  die 
Gleichung 

arcosa'  +  tfBUict'  +  l?cos(L— «0  =  icotjJ', 

und  man  hat  daher  die  beiden  folgenden  Gleichungen: 

arsina'—  ^cosa'  —  Äsin(iv— a')=0, 

acoso'  +ysina'  +  Äco8(L— «')  =2Cot/3'; 

aus  denen  auch  die  Gleichung 

tang  (c'--  L)  = zn — r-^, Za» 

folgt. 


§.  a 

Um  nun  die  Lage  der  Ebene  der  Cometenbahn  Im  Räume  2u 
bestimmen ,  wollen  wir  fflr's  Erste  annehmen ,  dass  der  Comet  in 
▼ier  nahe  bei  einander  liegenden  Punkten  seiner  Bahn  zu  den 
Zeiten 

d»  h»  h»  h» 

welche  wir  als  nach  ihrer  Grösse  auEsteigend  geordnet  annehmen 
wollen,  beobachtet  worden  sei.  Die  diesen  Zeiten  entsprechen* 
den  geocentrischen  Längen  und  Breiten  des  Gometen  seien 

Theil  XVII.  12 
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die  denselben  Zeiten  entsprechenden  geooentrischen  Längen  uod 
Vectoren  der  Sonne  seien  respective 

^i»    ^»  J^»     ^dk 

und 

Äi,  Äj,    Äj,  A4. 

Dann  können  wir  als  eine  erste  Näherung  voraussetzen»  dass  die 
▼ier  von  der  Erde  nach  dem  Cometen  gezogenen  Gesiehtslinieu 
von  der  Ebene  seiner  Bahn  so  geschnitten  werden ,  dass  die  drei 
im  Obigen  durch 

bezeichneten  Dreiecke  den  drei  entsprechenden  zwischen  der 
Sonne  und  den  vier  Oertern  der  Erde  in  ihrer  Bahn  liegenden 
Dreiecken  proportional  sind;  und  um,  dies  vorausgesetzt,  die 
Lage  der  Eibene  der  Cometenbahn  im  Räume  zu  bestimmen,  wer- 
den wir  daher  die  in  §.  6.  entwickelten  Formeln  in  Anwendung  zu 
bringen  haben. 

Diese  Formeln  wollen  wir  nun  aber  durch  die  geocentrischen 
Längen  und  Breiten  ^es  Cometen ,  durch  die  geocentrisdhen  Län- 
gen und  die  Vectoren  der  Sonne »  welche  Grossen  wir  hier  sänimt- 
lieh  theils  aus  den  Beobachtungen ,  theils  aus  den  astronomischen 
Tafeln  oder  Ephemeriden  als  bekannt  voraussetzen  und  vorauszu- 
setzen berechtigt  sind,  ausdrucken. 

Nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen  haben  wir  zuerst  die 
folgenden  Ausdrücke: 

a^  =  —  RiCoaLi ,  6^  =  —  RialnLi ; 

^2= — /2jCosXi2,  6t=  —  A^sinX^; 

Oj  =  —  i^cosXs ,  63  =— Äjsinij ; 

04=—  Ä4COSI/4 ,  64=—  R^BinL^ ; 


also  ist 


0163—0361  = — J?ii23sin(Xri — 1»8), 
Ms— «3^«  =  — Ätß3sln(ia— X3) , 
11264—11468=  —  i?»Ä48in(jta--L4) , 
«3*4—04*3  =  -Ä3ß4«in(ts— L4) . 
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Feroer  erhält  man  mit  Rflcksicht  auf  die  im  vorhergeiiendeD 
Paragraphen  eotwickelten  Ausdrflcke  leicht: 

o^Ai  +  öoßi 

=  —  l?a  I  cosß'j|8in/^t««(«'«— ^— «irtP  aC08/3'ssra(a',— L,) } , 

a^As-f  6969 
=  —  Äat  co8/3'58inj»'i8lii(Ä'8— £si)-8in/3'jcos/3'ifiiD(a',— L,)  | , 

anAa  +  Ms 
=  —  A^  t  co8ß'ia\iiß\B\n(a\'-Lfy  •8iDj3'|C08|3'2siD(a's— L^) ) ; 

und 

11  • 

=  -  Äjt  c..8/3'38iii/J'48in(c«'s— La)— 8in/3'4C08/S'4«iD(«'4  -L^)  t  • 

=  -  Äs  t  co8/J'48in/J  V»n«— i»)  -siiii3'4Co»/3'»«tn(«  «— A3)  I 

=—125  |co8/J'48iii/3'»8in(a',~i3).^lii|3'j|C08(3's8in(«'s-i5) . 

Endlich  findet  man  leicht: 

Ä  =  -8in(a',— tt'3)8ini5'iC08lS'aC08/3'8 
— sifiCo's^tt'i  )co8/3'i8in/3'aC08/3'8 
— siM(«'j— o'Jcoe/J'iCoeß'tsiD/J'i 
und 

Ä'.=  -8in(«'8— a'4)8in/J'tcoaiJ'8CO«/5'4 
—  8in(a'4-  «'^co8j3',8injS'3COÄ/5'4 
— 8in(a's--Hx',)co8j3'aCoto^'^8in/3'4 .        ' 

Mittelat  der  in  $.  6.  entwickelten  Formeln  erhält  man  hieraus 
ohne  Schwierigkeit: 
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Zur  Berechnung  von 

^l.-Jfi»^;     a-j,  .yj,,Zj;     ar,,  ^g,  j,;     X^,  y^,  z^ 
hat  man  die  folgenden  Formeln: 

^1  =— -ÄiCOsLi  — UiC08a\co8ß\ , 
Jfi  =  —  Äisinii  — tti8ina\  cos/J'i , 
*i^— «isiD(3'i; 

a5|  =  —  R^coaL^  —  ti^costt"^  cos^'^i , 
3r«= — ÄjsinLsi  —  ttasino",  co8/5'a , 
iB=— ojsinß'ji;     . 

a?8  =  —  iZsCosXr,  —  tigeoscr'scös  j3's , 
ys  =— ßsaiß^  — tijsina's  cosjJ's , 
23=— tisöinjJ'g; 

^4  =  ~-  Ä4COSI/4  —  «40080^4  COS/3'4  , 

^4  = — ^4  8inZr4  •— te48ino'4  COSjS  4  , 
Z4  s= — u^8mß\. 

Ferner  i8t: 

-^1 =— ÄiCos(a'i— iji)cos/S'i , 
J,=— iZjjCosCc'a— i4)co8/5'a ,. 

^8  =  —  Ä8C0S(a',^i4)C08jJ's  , 
-^4  =  —  Ä4C0S(a'4— Xr4)eos/5'4 ; 


und 


J?l*=:Äj«Jl— COS(a',-Li)^08/3'i*}, 

^•=jRj«|1-^08(a'a-I^«C08/3'««), 
^«=Ä5«(  l-co8(a's-li)«co8j3',« ), 

J?4*=  Ä4«|  I— Ces(c'4— L4)2c0SiJ'4«} . 

Endlich  hat  man  zur  Berechnung  von 
**!>    H»    »'s»    ^4 
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die  Formeln:  ^ 


r4=V(A-'*»)*+i»4*- 

Am  einfachsten  fiir  die  nnmeriscbe  Rechnung  stellt  man,  wie 
es  mir  scheint,  die  bot  Berechnnng  der  Grossen 

«i>  «»  «s    n« 

erforderlichen  Formeb  auf  folgende  Art  dar. 

Man  setiei 

I  =  8in(If La)  { tang|}'ssin(a'4— £,)  -tang|3'«Bin(o's-£<,)  | , 
I*=sin(JLi-£t)  ttang/}'asin(a'i  -X«)— tang/}'isiD(a'a-i;.,^  { ; 

U  =»lB(Xr»-X,){«>ng^',sfa(«',-i»)— tang/J'j8in(«',-i;»)  I. 
U*=«ln(i*-i»)  I  tang/J'asin(a'4-X,)-tang/?'«sin(a',-I,) } ; 

ni=8in(£,-I.^|tang/J',8ln(«',— £^-tang|J'^in{«',— X^}, 
m*=iBin{L,-'L^{UMgß',Bia(€i't-L,)-^taagß'^ia(a't-L,)  ] ; 

IV  =tangß'isin(«',-««',)  +  tangß'asln(«',-o',)  +  tang/»'ssin(«',  -«'^ , 
lV*=tang/J'^ln(«',— «'4)+tang/J',sln(«'4— «'^+tang/J'4sin(«'4— «',); 

■0  ist: 


II      II* 

Rt 

p-T 

"»-8in(L»~X4)cos/JV 

IV      IV  ' 

F — r 

• 

I*     I 

*• 

ff-lp 

•*-sin(i:,-L,)cos/J'a- 

IV      IV  ' 

IT-  II* 

fi4sin(L,— L4)   cos^   III* 
"*  *"  R^(Lt-L,)  ■  cos/J*,  •  II*  "»'' 
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§.  9. 

Die  vorhergehende  Methode  znr  näherungsweisen  Bestimmang 
der  Lage  der  Ebene  der  Cometenbahn  im  Haume  empfiehlt  sich 
▼orzüglich  dadurch ,  da^s  alle  gesachten  Grössen  bloss  durch  line- 
are Gleichungen  bestimmt  werden,  und  also  eine  Zweideutigkeit, 
wie  man  diese  Grossen  zu  nehmen  hat,  nie  eintreten  kann.  Hat 
man  nun  aber  die  unbekannten  Grössen  auf  diese  Weise  durch 
eine  erste  Näherung  bestimmt,  so  wird  man  als  eine  zweite  Nä- 
herung die  Lage  der  Ebene  der  Cometenbahn  bloss  mittelst  der 
Voraussetzung  fiestimmen ,  dass  sie  die  vier  nach  dem  Cometen  ge- 
zogenen Gesichtslinien  so  schneidet,  dass  die  drei  Dreiecke 

den  Zeitintervallen 

*i»a==^-^*i>     *ajs^^*^*8»     T3t4=*4''<B 

proportional  sind,  indem  man  also  die  bei  der  ersten  Näheren^ 
gebrauchte  Voraussetzung,  dass  die  drei  entsprechenden,  zwi- 
schen der  Sonne  und  den -vier  Oertevo  der  Erde  in  ihrer  Bahn  liegen* 
den  Dreiecke  in  denselben  Verhältnissen  zu  einander  stehen ,  jetzt 
fallen  lässt.  Geht  man  nun  von  der  in  Rede  stehenden  Voraqs* 
Setzung  aus,  so  muss  man  sich  der  in  §.  5.  entwickelten  Formeln 
bedienen,  wo  nun  aber  tr«  oder  statt  dessea  «3  durch  eine  Giei» 
chung  des  zweiten  Grades  bestimmt  wird,  aber,  auch  wenn  sich 
keine  anderen  Kriterien  darbieten  sollten,  immer  sicher  entschie- 
den werden  kann,  %velche  Wurzeln  dieser  quadratischen  Gleichun- 
gen (lir  «a  oder  ti^  genommen  werden  müssen,  weil  man  erste 
Näherungswerthe  dieser  Grössen  nach  dem  Vorhergehenden  schon 
gefunden  hat.  Wir  wollen  nun  auch  die  bei  dieser  zweiten  Nähe- 
rungsmethode znr  Anwendung  kommenden  Grössen  sämmtlieli 
durch  die  geocentrischen  Längen  und  Breiten 

«'i.  ß\;    «».  ^V.    «'s.  ßVy    «'4,  ß'. 
des  Cometen,  durch  die  geocentrischen  Längen 

Li,  L^y  X»s,  L^ 
der  Sonne,  und  die  Vectoren 

Ä|,  ßj,  iZs,  A4 
derselben  ausdrücken. 

Zuvörderst  hat  man  die  folgenden  Formeln: 
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=— K|C08/J'j|C08Jj'3  { 1:ang/9',$in(a'ff-^Xi)- faog/S'^siDCo's — I^)  t ,    ' 

Ä' = — Äi  { cosj3'i8iniJ'28»n(«'i — A)  ^^in/5'i  C08j5'a8iD(a't— Ii) ) 

=  — ÄiCos/3'iC08/J'a  f  taog/J'jsinCa'i— Li)— tang/3'i8in(a'a— I'i)  I , 

1 
Ä = — Äj  { co8/3',8in/5'4  sinCa',— Xij)— 8in/3'jC08i5'48ra(«'4— L«) } 

=— ÄtC08/3'8Cos/J'4  {iang|S'4sin(«'8— ^— tangiJ'88in(«'4— Z4) } , 

Ä'=— Ä»{co8/5'a8in/J'88in(a'a-I^)~sin/5'aC08i5'8siD(«'8— 1^1 
= — ÄtC08/5'aC08/5's  { tang/J'88in(a'a— I*j)— tang|S'a8iii(a'8  -X^  1 , 

Äi =— «8  { co8|3'a8iD/3'88io(«'x-L8)— siiiiJ'acÖ8/J'8sm(«'8  -I^) } 
=  -Ä8C08i3'aC08/3'8  { taDgiJ'8sin(«'a— L8)-tang/3'asiii(a'8— ia)  I . 

Ä'i =— Äj  |co8(3'i8in/3'a8in(a'i-i»)-8in|3'iC08j8'a8iD(a'a— ^)  I 
= — Ä8C08iJ'iC08/3'a { taogj3'a8in(a'i— i:^)-tangß'i8ia(a',-£8)  I , . 

1 
Äi =-Ä4{  C08(3'38iiiß'48in(a'8-1'4)— 8in/5VcosiS'48in(c'4— X4)  1 

=— Ä4C08/3'8Cosß'4  {taDgjS'4sm(«'8— I'4)-tangj5'88in(«'4— ^4)} , 

1 
Ä'i  =— A4  {co8i5'asin/5'88in(a'a-i4)— 8ini5'aC08/5'88iii(a'8— ^4)  i 

= — Ä4C08/J'aC08/3'8 1  tang/3'88in(«'a— 1'4)— tangj5'a8in(a'8  -L^)U 

a  =— i2a{co6^^3sin/3\8iD(a'8— 1^ — «inj5'8C08ß'i8in(a'i — L^  \ 
=— fi2CosjS'8CosiS'i{tang/3'i8in(a'8-iia)--taDg/5'88in(a'i--I*a)  I , 

k  =—Rt  { cosiS\8iD/3'a8in(fl^4— X*)-.8ini5'4Cos/5'a8in(a'a--is)  i 
=  -i?8C08i5'4C08iJ'a{tang/3'a8in(«'4— I*)— tangi5^8in(cfa— La)  1 ; 

Ä=  —  8in(a'a— a'8)8in|S'iC08iJ'aC08iS'8 
— sm{c^^ — a'i)co8/}^i8in/3  a^08j3  8 
— sm(afi^af%ico%ß\coBß'2!^vaß\ 
= — cos/9'iC08/3  aC08^'8  {     tang/S'i8in(a  a— o'g)  J 
+taDgP'a8ip(«'8-«'i)  , 
+  tang^'asiD(«'i--cr'a)^ 
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1 

Ä  =  —  810(0*8  — o'Jsin  jS'aCos/^'sCosjS'« 

—  ain(a'^^a'^)co9ß'^co8ß'^e\nß\ 
=    cosß'^coaß'^coaßU  {     taogjS'aBmCo's-«'«)) 
+  taDg/3's8in(«»'4— «',)[. 

Ferner  ist: 

03= — "Ti  »aÄ'i  —  T^^S' , 
1 

T4=-xmÄ 

Nun  wird  u^  mittelst  der  quadratischen  Gleichung 

-(PaÄs+Oa/'s). 
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mler  h,  mittelst  d«r  quadratischen  Gleicbung 
0=  (T,S,  +  O.r,)«,«, 

-(S,P,+P,e.) 

gefiuidai.    Hat  man  aber  u^  gesucht,  so  erhält  man 

«1.        «8.        «4 

mittelst  der  Formeln : 

«»-s,+r,«,'  «'-s.+T'.«.'  "*-Ä4+r4«3' 

oDd  wenn  man  1%  gesacht  hat,  so  ergeben  sich 
mitteist  der  Fonneln: 

Zur  Berechnung  von 
und 

Äi«,  Ä2«,  Ä.*,  A4*; 

**!>         ^«»        ^8»        *'4 

dienen  eanz  dieselben  Formeln  wie  im  ▼orhersebenden  Paragra- 
phen» £e  wir  daher  hier  nicht  wiederholen  wollen ,  sondern  ans 
auf  den  Torhergehenden  Paragraphen  zu  verweisen  begnOgen. 

§..10. 

Die  Gleichung   der  Ebene  der  Cometenbahn  wollen  wir  nun 
durch 

«ar  +  Cy  +  «i=0 
bezeichnen.    Dann  kann  man,  wie  leicht  erhellen  wird, 

C  =  2^a?2— ^JTi, 

11=3:1^2-0:2^1 
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setzeR.    Nun  ist  aber  bekanntlich 

OTj  =  —  jB|  COSX^— «f<|C08Ce^|  €0S/9'| , 

yi  =—  Üfi  sinZ^— ii|  sin«',  cos/^'i, 
ij  =  -tiisini9'i 

und 

jr^=  —  A2C0S  L%—u^  cosa'a  co^ßj, 
ff^  =  ^R^  sinL^-^tTsSinc^s  co8/9'2 » 

also  wie  man  leicht  findet: 

0=    i2|«tsinl^  6in/9'2  ^^»t^  sinL^sin/i^'i 

+«!"•  (sina'i  cos/9^|  sin/?  2*~6^no  ^cos/r^^su^/^iO 
=    RiU2e\nLisinß%—B^Uia\nL^8\Bfi'i 

-t-UgiLf^  cos/J'i  cos/9'2  (sin«'i  tang/?'2^  «^0*^«  tw»8/^i )  > 

(C  == — /7|ti2  cosL|  sin/?  2  +  /^««i  cö8l«2sin/f|^ 

—  tiitt2(cosa'i  coaß'iBiüß'^ —  cosix's  (iOBß'^sinfi\) 
=  —  itith^osLi  sin^2+ iZ^«i  cosL^svDß'i 

-^Ugti^coBß'i  cos/9'2  (cosai'  tang/!?  2^  €080^2  tang/^'i), 

tt=— ÄiÄ2»in(It-X4) 

+  A|«2  «in  (uf^'-Li )  cos/^s' 

—  R%Ui  sin(a\--L^coBßi 

— tii«2sin(a^i — «'«)  eo8/?i '  cos/?2'« 

Üie  Gleichung  der  Durchschnittslinie  der  Ebene  der  Cometeo- 
bahn  mit  der  Ebene  der  ay  ist 

oder 
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Bez«icbneii  wir  aUo  den  180<>  nicht  flbersteigenden  Winkel, 
wekhen  der  auf  der  positireo  Seite  der  Axe  der  x  lie|i;ende 
Theil  der  Durchsohnittsunie  der  Ebene  der  Gometenbahn  mit  der 
Ebene  der  xv  mit  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x  ein^ichliesst, 
darch  6^  so  ist  nach  den  Principien  der  aoalytischen  Geometrie 
bekanntlich  in  Tdiliger  Ailgemeinlieit: 

taogo=r— ö^ 

Bezeichnen  wur  ferner  den  180^  nicht  fibersteigenden  Winkel» 
^reichen  der  auf  der  positiven  Seite  der  Ebene  der  xy  liegende 
Theil  der  Ebene  der  Gometenbahn  nach  der  Seite  hin»  auf  wei* 
eher  der  positive  Theil  der  Axe  der  y  liegt,  mit  der  Ebene  der 
xy  einschliesst,  durch  »;  so  ist  nach  den  oekannten  Formeln  der 
analytischen  Geometrie: 

-a  ^* 

cosi* 


also 
folglich 


e*+C*  ""  C*  (1 + tangö«)  -  6«  (1  +  cotö«) 

_    g«    ^      g« 

""  I*secö*      ©»cosecö* ' 
oder 


Also  ist 


coti*=p^  sin  5*  =  =cosö». 


tt 

cott=J:^si'nSj 


und  weil  nun 

(C=:  — Bcoto»  U=J:6cosecc5cot< 
ist,  so  ist  nach  dem  Obigen 

j?— ycotö±zcosecScoti=:0  . 
oder 

;rsinS  — ycosS  ±  xcoti  =  0 
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die  Gleichung  der  Ebene  Cometenbahn,  wo  alcb  nnn  aber  fragt, 
wie  in  diesen  Gleichungen  die  Zeichen  zu  nehmen  sind,  woHÜ^r 
sich  auf  folgende  Art  eine  Bestimmung  geben  Ifisst. 

Mian  nehme  den  auf  der  positiven  Seite  der  Axe  der  x  lie- 
genden Theil  der  Durchschnittslime  der  £bene  der  Cometenbahn 
mit  der  Ebene  der  xy  als  den  positiven  Theil  der  Axe  der  x" 
eines  durch  den  Mittelpunkt  der  Sonne  in  der  Ebene  der  xy  ge- 
legten rechtwinkligen  (Koordinatensystems  der  x"y''f  und  den  po- 
sitiven Theil  der  Axe  der  y"  so  an,  dass  man  sich,  um  von  dem 
!)ositiven  Theile  der  Axe  der  x"  an  durch  den  rechten  Winkel 
x"y")  hindurch  zu  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  yf  zu  ge- 
langen, nach  derselben  ISeite  hin  bewegen  muss,  nach  wetcber 
man  sich  bewegen  muss,  um  von  dem  positiven  Theile  der  Axe 
der  X  an  durch  den  rechten  Winkel  {xy)  hindurch  zu  dem  posi- 
tiven Theile  der  Axe  der  y  zu  gelangen.  Dann  ist  nach  der 
Lehre  von  der  Verwandlung  der  Coordinaten  in  völliger  Allge- 
meinheit 

ar  =  a:*  cos  ö  —  y^sin  ö , 
y=zx^B\n  O  +  y  cosö ; 

und^folglich,  wenn  man  diese  Gleichungen  respective  mit  sin  ö, 
coso  multiplicirt,  und  dann  die  zweite  von  der  ersten  abzieht: 

XBxnJd — ^cosc5= — y. 

Also  ist  nach  dem  Obigen  die  Gleichung  der  Ebene  der  Cometenbahn 

-v'^  +  tcoti^O 
oder 

t=±/tangi. 

Dies  ist  natfirlich  auch  die  Gleichung  der  Durchscbnittslinie  der 
Ebene  der  Cometenbahn  mit  der  Ebene  der  y^z.  Nach  den  Prin- 
cipien  der  analytischen  Geometrie  ist  aber,  wie  durch  eine  ein- 
fache Betrachtung  sogleich  erbellen  wird,  die  Gleichung  dieser 
Durchschnittslinie 

2 = y'^tangi  oder  z = fimg  (l80o~f), 

d.  i. 

z=:y''tangi  oder  i=— ytangt, 

jenachdem 

5<90o  oder  5>W> 
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bt,  woraus  8tch  aaf  der  Stelle  ergiebt,  das«  man  in  den  obigen 
Gleichnngen  die  oberen  oder  unteren  Zeiehen  nehmen  moss,  je- 
nachdem 

.      ö<90o  oder  ö>90ö 

ist. 

Man  kann  sieb  aber  von  dem  doppelten  Zeicben  sanz  unab- 
hängig machen 9  wenn  man»  wie  von  jetzt  an  geschehen  soll, 
nnter  i  den  180^  nicht  übersteigenden  Winkel  veratent,  den  der  auf 
der  poaitiven  Seite  der  Ebene  der  asy  liegende  Theil  der  Ebene 
der  Uometenbahn  mit  der  Ebene  der  a:y  nach  der  Seite  des  po-, 
sitiven  Theils  der  Axe  der  y"  hin  emschliesst  Unter  dieser 
Voraussetzung  hat  man  nämlich»  wie  leicht  erhellen^ wird »  för  t 
im  Obigen  t  oder  180^^t  zu  setzen,  Jenachdem' o  <90^  oder 
ö>90^  ist  Weil  nun  ffir  c5<90o  nach  dem  Vorbeigehenden 

^sina — ycosö  -f  scottsO 

die  Gleichung  der  Ebene  der  Cometenbahn  >  ist  und  t  für  i  se- 
setzt  werden  muss,  so  ist  auch  nnter  der  neuen  rücksichtlich  des 
Winkels  i  gemachten  Voraussetzung 

xamQ  — ycosa  +2Cott =0 

die  Gleichung  der  Ebene  der  Cometenbahn.  Für  6>90^  Ist  nach 
dem  Vorhergehenden 

:rsinS  —  y  coso  — j;coti=  0 

die  Gleichung  der  Ebene  der  Cometenbahn ,  und  es  muss  jetzt 
180^— t  ffir  i  gesetzt  werden»  welches  wieder 

^rsincS— ycoscS  -f-  zcot£=0 

(ur  die  Gleichung  der  Ebene  der  Cometenbahn  giebt.  Also  ist 
unter  der  neuen  rücksicbtiich  des  Winkels  i  gemachten  Voraus- 
setzung immer 

j;sinc3— ycoso  -f  2cot£=:0 

die  Gleichung  der  Ebene  der  Cometenbahn,  und  folglich  nach 
dem  Obigen  unter  dieser  Voraussetzung  natürlich  auch  immer 

,.     U   .  - 
coti=prsm(o. 

Versteht  man  also  unter  i  den  180^  nicht  übersteigenden  Winkel, 
welchen  der  auf  der  positiven  Seite  der  Ebene  der  xy  liegende 
Theit  der  Ebene  der  Cometenbahn  mit  der  Ebene  der  xv  nach 
der  Seite  des  positiven  Theils  der  Axe  der  y"  hin  einscnliesst, 
90  hjit  man  zur  Berechnung  der  180^  nicht  übersteigenden  Win- 
kel (ü>  und  i  die  beiden  folgenden  gar  keiner  Zweideutigkeit  unter- 
liegenden Formeln: 
Theil  XVII.  13 
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^    -      e     ,.  »  .  - 

Wir  wollen  nun  den  Mittelpunkt  der  Sonne  als  den  Anfang 
eines  neuen  rechtwinkligen  (.'oordinatenaystems  der  af^J"  an- 
nehmen. Die  Ebene  der  Cometenbahn  soll  die  Ebene  ^r  af"^^ 
und  der  auf  der  positiven  Seite  der  Axe  der  x  liegende  Theil 
der  Durchschnittslinie  der  Ebene  der  Cpmetenbaho  mit  der  Ebene 
der  xy  der  positive  Theil  der  Axe  der  x^  sein.  Die  positiven 
Theile  der  Axen  der  <J"  und  J"  sollen  so  angenoninien  werden  ^ 
dass  sie  auf  der  positiven  Seite  der  Ebene  der  a:v  liegen.  Dann 
haben  wir  nach  der  Lehre  von  der  Verwandlung  oer  Coordinaten 
die  folgenden  Gleichungen: 

arss  j:^co8  {xa!*)  ■{•^^wix^) + ^  co8(a?2"0» 

ys«;«*'cos(ya:*')  +  y^eos{.yyO  h  t'^co«(f/'),    , 

«= a/''  cos  (la?^)  +  ^  cos  («y")  +  »'"cos  {^%iP^ ; 

wo  es  nun  vorsügUch  auf  die  Bestimmung  der  neun  in  diesen 
Gleiciiungen  entbtlteoeo  Cosinusse  ankommt,  wos«  wir  auf  fol- 
gende Art  gelangen  können. 

Man  muss  zwei  Fälle,  (jenaohdem  Q<90^  oder  o>90<^  ist, 
und  in  jedem  dieser  beiden  Fälle  wieder  zwei  Fälle » jenachdem 
i  <  ÖO«  oder  i  >  90»  ist,  unterscheiden. 

Wenn  c5<90o  ist,  welchem  Falle  Taf.L  Fig.  1.  entspricht,  und 
die  ersten  und  zweiten  Ausdrucke  in  den  Klammern  im  Nach- 
stehenden sich  immer  respective  auf  die  Fälle  i'siöO*^  und»>90<> 
beziehen,  so  ergeben  sich  aus  der  Betrachtung  der  Figur  und 
aus  den  Principien  der  sphärischen  Trigonometrie  leicht  die  fol- 
genden Ausdrücke: 

cos(ara:^  =  cos5 , 

co^{yaf")  =  cos(90P'-G)=sin5, 

cos(za:«0=cos90<>=0; 

,    j„^     .co«(dOo+5)cos£  i  .  -      . 

cos(a:y'')=J^^^(9()ö_-^^^^(lQ(^_^^.^f  =  --smcocos,^, 

,    fifv     vCosQcost  ^      i  _       . 

<="»(j'2^>=«cos(180«-5)cos(180»-i)«=*="«"*"*'' 

cos (^*')=?^„s (900  +  ö) €08(1-90«;^  - ±8.d5  s.n£, 
cos  (yz'')=  ?eos5co8(t-90o;  ^  =  Tcos«  sint , 
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^  Wenn  o  >  90^  ist,  welchem  VnAW  T»f,  1,  Fig.  2.  entspricht»  und 
wieder  die  ersten  und  zweiten  Ausdrücke  ii\  den  Klammern  im 
Nachstehenden  sich  immer  respective  auf  die  Fälle  t<90^  und 
t>90^  beziehen,  so  ergeben  sich  eben  so  leicht  wie  vorher  aus 
d'ep  BMvachtunff  der  Figur  und  den  Principien  der  aphSrischen 
Tru^onemetrie  die  folgende  AusdrQoket 

cos  (a?a/^)  =  008^9 

cos(2a:^)«ieo»(W=5sO; 

/    jh^     wCos(270®— c5)cos»  j  ,  «. 

co8(;r3r)=^^^(g_90o^^os(t80»-.)«=-*"'*""'"' 

/      Mt^       iÖOSÖCOSt  i  _         . 

,      -V        <?O#(5-«r90»)CO8(90<»-rt')   )         ,     .    _  .    . 

co8(^=  |cos(270<^5)(co8(»-900)i  =±«n<»«'". 

,    ^      .co8(180«-5)cog(900-<)i     ^      _  ,  . 
cos  (yj«0  =  ^eo.5eo«  (*-«0»)  $ =Tcos«8iDf, 

cos(it'^)=  ^^j;  (1800./)!  -^±CQßL 

Hlernac)i  ist  also  allgemein,  wen^  ms^n,  jenaehdem  t'^90^ 
oder  i>  90^  ist,  in  den  folgenden  Formeln  die  oberen  oder  un- 
teren Zeichen  nimmt: 

cos  (xa:*')=cosö , 
co8(y«**)5=sinB, 
cos(2a/^)=0; 

cos  (a?y**) = -r  shiS  eoBi , 
cos  (^yO  =  c^*ö  cosi , 
cos(zy^=     sint; 

cos  (a:;fl)  ^  Jb  sinQ  sint , 
cos(jfi^)  =  T  cosS  sint , 
cos(2x**)=:i:  cos»; 

13* 
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also 

x^rza!^  coso— y"'  sidS  coßi  dt  ^^ß'nö  sint , 
y  =  or^sinc^  +  y^cosS  cosi  T  2^cos5  sint , 
z = y^'sini  ±  i''' cosi. 

Für  2^=:0>  d.  h.  fdr  alle  in  der  Ebene  der  Cometenbahn 
liegende  Punkte,  also  natfirlich  aach  für  alle  Ponkte  der  Come- 
tenoahn  selbst,  ist  in  völliger  Allgemeinheit: 

.a'=:a/*'co85— y  sinö  cos«, 
^=a:^'sin€5  -f  y^cos^^cost, 

Bezeichnet  r  den  Vector  des  Cometen  zur  Zeit  ty  wo  sich 
der  Comet  in  dem  Punkte  {af"y"')  seiner  ßahn  befindet,  und  o 
den  von  diesem  Vector  mit  dem  positiven  Theile  der  Axe  der 
af"  eingeschlossenen  Winkel,  indem  man*  diesen  Winkel  von  dem 
positiven  Theile  der  Axe  der  a^  an  durch  den  rechten  Winkel 
la:f"yn  hindurch  von  0  bis  360^  zählt;  so  ist  in  völliger  Allge- 
meinheit : 

af^iTcostD»  y=rsin(ö; 

also  nach  dem  Obigen 

X = r  (coscD  eoso  —  sino  sinQ  cost), 
^=r(cosa)sinäl  -|-  sini»  cost5cos/) , 
z=rsino)8in/. 

Die  Gleichungen  der  zur  Zeit  t  von  der  Erde  nach  dem  Co- 
iqeten  gezogenen  Gesichtslinie  in  dem  Systeme  der  xyz  sind 
nach  §.  y. : 


iZcosZr-t  ^= 2COsa'cot^'; 
RbxtlL  -|-  y =z  sino^cot^'; 


oder 


X — zcoso^cot/3'= — iZcosX, 
y  —  2  sina'  cot/5'  =  —  //  sinL. 

Daher  hat  man  nach  dem  Obigen  die  beiden  Gleichungen: 

r  (cosco  cosc5  — sinco  sinc^  cost  ~  coso'  cot/?'  sino  sint) 
= — RcosL, 

r  (coso  sinul  -|-  sincocoscS  cosi — sina' cot/3' sinai  sint) 
=  — ÄsinL; 
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denen 

rsmm=—R ^^ ' 


cosi  —  sin  (er'— ö)  cotß'  sint 
also 

^ 8in(L— 6) 

taogo»  — ^08(L— ö)co8i  +  sin  (L—cO  cot/5'  shS 

oder 

cot  (0 = cost  cot  (L— ö)  +  slni  cotß'-r-YT— =^ 

folgt;  und  für  r  bat  man  nach  dem  Obigen  die  Ansdrficke  : 
R      co»(L — 5)  cosi  -f  gin(£f —oQ  cotß'  sin? 


rss- 


cosw  *  cosi —  siD(a' — ü)  cot^'  sint 


_      _R 8in(I#— 5) 

'  ^     ^~  sinp  *  cosi  —  sin  (a' —  ö)  cot/J'  sini ' 

Multiplicirt  man  die  erste  der  Gleichungen 

r(cosoi  cosc>  -*  sincosino  cosi — cosa' cot/3' sino  sint) 
=  — JBcosIi, 

r  (coso  sinc3  -f  sinio  cd8<5  cost  —  sino'  cot^'sino»  sint*) 
=— £sinli 

mit  sina',  die  zweite  Mi  cosa',  and  zieht  dann  die  Zweite  Glei- 
chung von  der  ersten  ab,  so  erhält  man: 

gsin(«'-Ii) ^ 

'^""     co8oosin(a'— Ä5) — ^sinocostcosC«'— cS) ' 

Weil 

cosa«8in(a'— o)  —  sinn  cost  co8(a'— 5) 

= cosfDsin  (o'— 5)(co8  gi^+sin  gt^— sinwcosC«'— S)  (cos  jj^-singi*«) 
=  sin(«'— 5— »jces^t^+sinC«'— ö  +  co)  sin^i* 
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ist,  so  ist  auch 


Rmn{et'-L) 


8in(a'  —  ö  —  ö)  cos  5?  +  8in(a'-*o-|-4o)sin5  »* 


Die  Formeln 


und 


^ sin(L— CD) 

tangw—^^g^^  -0)0081  +  sinCi-aOcot/J'sin« 


cot»  =  COSl  cot  (Ir-Hi))  +  8101  COtj?^.    (Z— 5^ 


liefern  fiSr  m  jMerzeit  zwei  am  180^  von  einander  verschiedene 
Werthe.  Man  sieht  aber  sogleich  aus  den  vorhergehenden  fiir  r 
entwickelten  Aosdriicken,  de^  diese  beiden  Werthe  von  m  (ät  t 
jederzeit  zwei  Wertbe  mit  entgegengesetzten  Vorzeichen  liefern; 
und  da  nun  r  seiner  Natur  nach  immer  positiv  sein  muss,  so 
kann  es  nie  zweifelhaft  sein,  welchen  der  beiden  Werthe  von  co 
man  in  jedem  Falle  zu  nehmen  hat. 

Berechnet  man  die  beiden  Hfilfswuikel  v,  w   mittelst   der 
Formeln 

Bln(JD^')    ^.^ 
**°S^  =  cos(I.-ö)^^*''' 

tangto=sin(a'~c5)  cotjJ' ; 

so  ist  nach  dem  Obigen: 

o         #r      *-x   C0S(t— t?)C0S«7 
rcosco  =:  —  ÄCOS  (£»^-45) jr-i — v * 

^  '  C0S(l-|-tl>)C0S9 


also 


und 


rsmo  =  —  Ä  SM  iL'^m  — 771 — i ; 
^         '  cos(t-f  «>) 


taDe(L — c(>)co8o 

tangto = — ^^-^-7; — T 

®  cos(»— t?) 


rk         ^*      -T..       C'^SC» — ü)COdW 

r=i  — jBcos(L— S) — ^ — '    ,.\ — r , 

^  '  C0S0)CO8(t  -|-  «0)  cosv 

^  '  sm(ocos(t-|-ic) 
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Wir  wollen  niiii  annehmeB,   dass  man   die  den  bekanntKch 
oaeh  ihrer  Grueae  aufsteigend  geordneten  Zeiten 

ti9  t:t$  ts9  h 
entsprechenden  Weithe 

des  vorher  im  Allgemeineo   durch   co  liezeiclmeten  Winkels  be- 
rechnet habe.    Dann  hat  man  die  folgenden  Fälle  zu  unterscheiden. 

1.  Es  sei  S<90o,.{<^. 

1.  Wenn  die  Winkel 

C0i,  0%,  «»s,  an- 
wachsen, so  ist  der  Comet  rechttäufig,  und  c5  ist  die  heliocentri- 
sehe  L&nge  des  aufsteigenden  Knotens. 

2.  Wenn  die  Winkel 

^i»  ^»  »s»  ^4 

abnehmen,  so  ist  der  Comet  rfickläufig,  und  ö  ist  die  heliocen- 
trische  liänge  des  niedersteigenden  Knotens. 

U.  EsseiiS<90«>,  i>W^. 
L  Wenn  diö  Winkel 

«H»    »9»    <^'    ^ 

wachsen,  so  ist  der  Comet  rückläufig,  und  S  ist  die  heiiocentrl- 
sehe  Länge  des  aufsteigenden  Knotens. 

8«  Wenn  die  Winkel 

c»i»  «a*  A^>  o« 

abnehmen,  so  ist  der  Comet  rechtläofig,  und  Q  ist  die  heliocen- 
trische  Länge  des  niedersteigenden  Knotens. 

III.  Es  sei  ö>90ö,  i<W>. 
1.  Wenn  die  Winkel 

a>l,   1029    «8»   ^4 

wadBen,  so  ist  der  Comet  rechtiäni^  und  c5  ist  di«  heliooentri- 
sche  Länge  des  aufsteigenden  Knotens. 
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2.  Wenn  4ie  Winkel 

abnehmen,  so  ist  der  Comet  rückläufig;,  und  o  ist  die  heliocen- 
trische  LSoge  des  niedersteigenden  Knotens. 

IV.  Es  sei  ö  >  900,  ,-  k^  qoo. 

1.  Wenn  die  Winkel 

(Oi\    Oa«    «s»    *»4 

wachsen,  so  ist  der  Comet  rfickläufig,  und  c5  ist  die  heliocentri- 
sche  Länge  des  aufsteigenden  Knotens. 

2.  Wenn  die  Winkel 

®i>  «^*  «fcf  04 

abnehmen,  so  ist  der  Comet  rechtläufig,  und  Q  ist  die  heliocen- 
trische  Länge  des  niedersteigenden  Knotens. 


§.11. 

Die  Systeme  der  xyz  und  x'y'Tif  wollen  wir  jetzt  wieder  ganz 
wie  vorher  in  §.  7.  annehmen.  Nun  werde  aber  die  von  deih 
Mittelpunkte  der  Soilne  nach  dem  aufsteigenden  Knoten  des  Co- 
meteii  gezogene  gerade  Linie  als  der  positive.  Tbeil  der  Axe  der 
a^  eines  in  der  Ebene  der  orv  durch  aen  ,  Mittelpunkt  der  Sonne 
gelegen  rechtwinkligen  Coordinatensystems  der  a^ff",  und  der 
positive  Theil  der  Axe  der  t^'  so  angenommen,  dass  man  sich, 
um  von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x"  an  durch  den  rech- 
ten Winkel  (x"  ^')  hindurch  zu  dem  positiven  Theile  der  Axe 
der  y^  zu  gelangen,  nach  derselben  Seite  hin  bewegen  muss, 
nach  welcher  man  sich  bewegen  muss,  um  von  dem  positiven 
Theile  der  Axe  der  x  an  durch  den  rechten  Winkel  {xy)  hindurch 
zu  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  y  zu  gelangen.  Dann  ist, 
wenn  jetzt  o  die  heliocentrlsche  Länge  des  aufsteigenden  Kno- 
tens biezeichnet,  nach  der  Lehre  von  der  Verwandlung  der  Coor- 
dinaten: 

a;=::p''coso — ^sincd, 
y^afA%üd-\-yfco^J^\ 

also ,  wie  man  leicht  findet: 

xf:=.    orcoscS -|- j^sino, 
y^^z-^^m^  -|-ycosc3. 

Die  Gleichung  der  Ebene  der  Cometenbahn  in  dem  Ss^steme 
der  xyz  sei 
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efcc+c*  +iit=o*). 

und  t*  sei  der  spitze  Neigoiigswiokel  der  Ebene  der  Cometenbahn 
gegen  die  Ebene  der  xy,  d.  h.  gegen  die  Ebene  der  Ekliptik. 

Die  GMcbong  der  Durcbschnittslinie  der  Ebene  der  Cometen- 
bahn mit  der  Ebene  der  «y  ist  also 

.  e«  +  Cy=0 

oder 

e 

folglieh  nadi  den  Lehren  der  analytischen  Geometrie  oSeobar 

tango=:?— ^. 

Ferner  ist  nach  den  Lehren  der  analytischen  Geometrie 


ateo 


(Pöeco*      6«cosecS* 


oder 


»•  t   ^*      »• 


folglich 
und  weil  ouo 


♦I  _         W         — 


cotis  J^^niDO; 


(C=— ©cot«,  tt=±@coftecc(>cotT 
ist,  so  Ist  nach  dem  Obigen 


*)    Wo  jetst  @,  %i  U   nicht  .  mehr    iinineif  daMolbc  bcdoMteo   wie 
▼•riier. 
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ar— y  cot  S 1:  zco6ec&  coti=0 

oder 

orsino  —  ycosc5  J;  2  cott  =  0 

die  Gleichung  der  Ebene  der  Coiii^tAnbäliii ,  ivo  sich  mm  aber 
wieder  fragt,  wie  in  diesen  Gleichungen  die  Zeichen  zu  nehmen 
sindy  weither  sich  auf  folgende  Art  eine  Entscheidung  geben 
lässt 

Nach  dem  Obigen  Ist  nämlich 

X  sinS  —  y  cosö  ^^  ■— 'y*'  9 

was,  in  die  Glelchttog  der  Ebene  der  Cameteobahii  gMetst,  die 
Gleichung 

-f^JiXCOtiüüO 
oder 

2:=dby*'tangi 

giebt  Nun  erbeHett  aber  leicht,  da<«8  tUter  den  gemachten  Vor- 
aussetzungön»  wenn  der  Comet  r«chtl&afig  ist,  y"  und  %  stets 
gleiche,  wenn  dagegen  der  Comet  rückläufie  ist,  ^  und  z  stets 
ungleiche  Vorzeichen  haben,  woraus  sich,  aa  t  spitz,  also  tangi 
positiv  ist,  mittelst  der  vorhergehenden  Gleichung  ergiebt,  dass 
man  in  den  obigen  Gleichungen  die  oberes  oder  unteren  Zeichen 
nehmen  muss,  jenachdem  der  Comet  rechtlaufig  oder  rückläufig  ist. 

Wir  wollen  nun  den  Mittelpunkt  der  Sonne  als  den  Anfang 
eines  neuen  in  der  Ebene  der  Coroeteobabn  liegenden  rech! wink- 
ligen Coordinatensystems  der  af^'^y'",  und  die  von  denn  Mittel- 
punkte der  Sonne  nach  dem  aufsteip;enden  Knoten  des  Cometen 
fezogene  gerade  Linie  als  den  positiven  Theil  der  Axe  der  x^, 
en  positiven  Theil  der  Axe  der  ^  aber  so  annehmen ,  dass 
man  sich ,  um  von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x^  durch 
den  rechten  Winkel  (xry^  hindurch  zu  dem  positiven  Theile 
der  Axe  der  y^  zu  gelangen ,  in  demselben  Sinne  bewegen  muss. 
In  welchem  sich  der  Comet  in  der  Ebene  seiner  ßahn  bewegt. 
Dann  haben  wir  nach  der  Lehrt  von  der  Verwandlung  der  Coor- 
dinateii  f^r  Punkte  in  der  Ebene  der  Cometenbahii  die  folgen- 
den Gleichungen: 

x=ixf^coB(xx^  't-y^cos{xy^ , 

y'irzu^  cos(yx^)  +^€06(^^0» 

z=x^  cos'izx^  +  y'^co«  (»yO ; 

wo  es  nun  vorzöglich  auf  die  Bestimmung  der  sechs  In  diesen 
Gleichungen  vorkommenden  Cosinus  ankommt,  wozu  wir  auf  fol- 
gende Art  gelangen  können.  Indem  wir  bemerken ,  dass  im  Nach- 
stehenden  die  ersten  und   zweiten  Ausdrücke  in  den  Klammern 
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»ich  immer  aaf  die  Fälle  der  RecbÜäufigkeit  und  RiicUäiilgkeit 
des  Cometen  bezieheiL 

WeDo 

0<ö<90o 

ist,  welchem  Falle  Taf.I.Fig»l*.  eatspricht;  seist  nach  einer  blossen 
Betrachtong  der  Figur  una  den  Lenren  der  sphärischen  Trigono- 
metrie: 

cos  (xx^).=:  GOSÖ  , 

cos  {yaF)  =  cos  (30^— 15)  =asittS ; 

/    j»x      $cos(W*  +  5)co8£i      T  .  -      . 
cos  (mt)  =  \      \^,^     _:       .<  =  T  smöcosi , 
^  cos(9(r— 'a>)cost' 

"      -,       IcosScost  i        .       «.       . 

^osdnT)^  icos(1800-5)cos£t  -±«^*«5^^*'- 

Wenn 

W><ö<180o 

Ist«  welchem  Falle  Taf.  I,  Fig.  S*.  entspricht;  so  ist: 

cos  {xaf^  =  cosc»» 

cos  (ya:^= cos(ö— 90^=:8in5 ; 

COS  i^u^)  =   i         ^o/m     -V         ,<=±COSÖCOSt, 

"^^  '       €cos(180^— q)coss< 

Wenn 

180o<ö<270ö 
ist,  welchem  Falle  Taf.  I.  Fig.  3*.  entspricht;  so  ist: 

cos(xÄ^) =cos(360®— 5) = cosö , 
cös  (ya?**)=cos(ß  — ÖO'^ = filnö ; 

.  /    A»,_^  l€Os(27Öö^ö)cosii  _^  .  ^ 

COS(W^)=?        ,-     -4>nftx        .?  =  dbcosöcos». 
^^  '      ^eo*(c»^1800)cos»  ^     ^ 
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Wenn 

ist,  welchem  Falle  Taf.  1.  Fig.  4*.  entipricht;  so  ist: 

.  cos  (y^O  =  cos  (450^—5)  =8idc5  ; 

,    ^,      /cos(fi5— 270<Ocost)      -r  ,  - 
cos(a?y)i=)      ;  '      .(==FsiQ<iJco8t» 

^         ;cos(45(r'-— ((i>)co8t( 

/    jirv       lcos(380«— Ö)C0S£l 
co8(s«r)=  U(5-1800)co8»i  =±«»«'»<='«»- 

Also  bt,  wenn  man  nur  immer  die  obefeo  oder  unteren  Zeichen 
nimmt,  jenachdem  der  Comet  recbtlänfig  oder  rQckläufig  ist,  in 
völliger  Allgemeinheit: 

cos(:rd:^)=cosc>^  cos(;ry^)=:=F8inQcost; 
cos(yar^}=sino,  cos(yy^}  =  J:COScScost; 

und  daher  nach  dem  Obigen 

:r=j;^coso  f  y  sincS  cosi, 
y=a/f^slnö  dty^cosQ  cosa« 

Leicht  erhellet  aber,  dass  immer 

also 

cos(m:"0 =0,  cos(«y"0  =  sini 

ist.     Also  ist  mit  derselben  Bestimmung  wegen  der  Vorzeichen 
wie  vorher: 

x=:a^  co8€5  =F  y^'sinS  cost , 
y=:af  sino  ■Jby"'  cosö  cosi , 
x=y^8ini    * 

Bezeichnen  wir  nun  durch  r  den  Vector  des  Cometen  zur  Zeit  I, 
und  durch  «o  den  von  diesem  Vector  mit  der  von  der  Sonne  nach  dem 
aufsteigenden  Knoten  des  Cometen  gezogenen  geraden  Linie  einge- 
schlossenen Winkel,  indem  wir  diesen  Winkel  van  der  in  Rede 
stehenden  geraden  Linie  an  im  Sinne  der  Bewegung  des  Co- 
meten in  der  Ebene  seiner  Bahn  von  0  bis  WSf^  zählen,  so  ist 
in  völliger  Allgemeinheit 

j/^s:  rcosco,  y^=ir8infi); 


Digitized  by 


Google 


197 

also  «ach  dem  Vorhergehenden 

sezs  r  (cosS  coscD  =f  sinocost  sino) , 
^=r(8iDOC08fD  J:  co8c5co8tsino>), 
2=:rsimsincD; 
also,  weil  nach  dem  Obigen 

ar  sinS  —  ycosQJt  a  coti = 0 

die  Gleichung  der  Ebene  der  Cometenbahn  ist: 

coscSsinc^cosoTsincS^cosisinio  \ 

— cosSsiDOcosoTcosSl^costsiDG)}  =0» 

±  costsino  ' 

wie  es  sein  mnss. 

Nun  ist  aber  bekanntlich  nach  §.  7. 

RcosL +xz=:zno8a'  cot/3' , 
RsiuL  +y  =  2  smafcotß' ; 

oder 

X — r  cos«*  cotjS' = —  JZcosü , 
y  —  zsinix'cot/S'  =  —  IZsinL ; 

also  hat  man  nach  dem  Vorhergehenden  die  beiden  Gleichungen : 
r(cosScoso> 7 £^10^^08^'^'^^  ~'  cosa'  cot^'sintsino)) 

r(8inScosodb  cosQ  costsinn  -^siuo'  eotß'sini  sino)) 
=  — i2sinli; 

aus  denen 

P  cos(Xr— q)  cosi  jb  sin(£— gQ  cot^'  sin» 

rcosw^— Ä  cos»  T  sin(«'-cS)cot/3'  sint' 

•         ^p  sin  (£-5) 

''®*""—''"^  co8iTsin(«'— 5)cot/5'8ini' 


also 


.  8in(Ir-fi)) 

»ngo— ±  ^^^  (/^_5)  cosidb8iw(L-a')cot/5'sini 
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oder 

cotiD=:dbco8icot(/i--c))  +  ginicotff'  •  (Z— "( 

folgt;  und  für  r  hat  mau  nach    dem  Vorhergehenden  die    Aus- 
drucke: 

R     co8(Z— to)  cosi  J:  8ln(£>-"^  coty  alnl 

*"     ""  coseo '  co«>  T  6in(a'-*Q}Q0t^'  s\vd  '  . 

__     _i^    «n(Z<— c5) 

"■  ■"  sincD  *  cost  T  8*n  («'  — ö)  cot/3'  sim* 

Ob  man  «iziTUchen  0  and  180^  oder  zwischen  180^  und  360^ 
zu  nehmen  hat,  entscheidet  sich  leicht  und  durch  die  Rechnong 
selbst,  weil  ßr  die  beiden  WerChe»  die  a>  haben  kann,  die  vor- 
stehenden Ausdrucke  für  r  offenbar  stets  Werthe  mit  entgegen- 
gesetzten Vorzeichen  liefern»  r  aber  natürlich  seiner  Natur  naoh 
nur  positiv  sein  kann. 

Berechnet  man  die  beiden  Hül&winkel  v,  w  mittelst  der 
Formeln: 

^  ,         sin(Ii— «0     xfl/ 

t^^=sin(a'-5f)cpt/J'; 
so  ist  nach  dem  Obigen: 

_-         ,  r       -X  C0sCTv)C0SW 

rcosi^r^^  Äco3(X^Q)  j^^^^r 

C0810 


also 


und 


.  tang(i— S)co8ü 
tangii,=J:      ^^^^^^        > 


ö  /r      -X        C0S(iT«)C0SW 

^^      '  Qoaio  cos  («Jt^)  cosü 
r=-hÄ8m(L— S)- 


sino)co8(t  ±10) 


In  diesen  Formeln  sind  immer  die  oberen  oder  die  unteren 
Zeichen  zu  nehmen,  jenachdem  der  Comet  r^chtl^fig  oder  röck- 
läufig  ist 
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§.  12. 

Nehmen  wir  Dun  an,  dass  sich  der  Comet  in  einer  Parabel 
bewegt  habe,  und  bezeichnen  den  Winlcel»  welchen  die  von  der 
Sonne  nach  seinem  Perihelium  geisogene  gerade  Linie  mit  der 
von  der  Sonne  nach  dem  aufsteigenden  Knoten  des  Cometen  ge- 
zogenen geraden  Linie  einschliesst,  indem  wir  diesen  Winkel 
von  der  in  Rede  stehenden  geraden  Linie  an  im  Sinne  der  Be- 
wegung des  Cometen  von  0^  bis  360^  zählen,  durch  B]  so  liefern 
die  den  Zeiten  t,  i^,  t^,  t^  eotsprechenden  vier  Beobachtungen 
des  Cometen  nach  der  Lehre  von  der  Parabel*)  die  vier  folgen- 
den Gleichungen: 


*^     Man  kann  die  nachher  gehranchte  Oleichong  der  Parabel  auf 
▼erchiedene  Arten,  s«  B.  auf  folgende  Art  beweisen. 

Die  GleichoDg  der  Parabel  in  Beiag  aof  da«  gewöhnliche  Coordi- 
natent^stem  der  XJf  ist  bekanntlich 

Nehmen  wir  nun  aber  den  Brennpankt  als  den  Anfangspunkt  eine«  neuen 

Co 


dem  Systeme  der  Xp  parallelen  Coordinatensystems  der  X^y^  an,  so  ist 
'also  nach  dem  Obigen 


^=|p+«i»  y=yi; 


Vi^^pQ^P'i'^iy 


Bezeichnen  wir  femer  den  Vector  des  Punktes  \(x^y{)  dnrch  r,  und  den 
▼on  demselben  mit  dem  positiiren  Theiie  der  Axe  der  x^^  d.  h«  mit  dem 
der  beiden  von  dem  Brennpunkte  der  Parabel  ausgehenden  Theiie  der 
Axe  derselben',  welcher  nicht  durch  den  Scheitel  der  Parabel  geht,  ein- 
freschlossenen,  auf  gewohnliche  Weise  TOn  0<>  bis  360^  gezahlten  Winkel 
durch  tp\  so  ist  fdigemein : 

j*,  =  reontp ,  pi  =  rsin^ ; 
also  nach  dem  Obigen 

^  r«  siny»  =1^^  J^  +  r  cosy^» 

folglich 


r*  sin^* — pr  cosy = -/?• 


oder 


jycosy 


p« 


CJgcosy  "N*  — p      ^*      >i-  p^conifl^ 
^^2»\ntp^  )   "^  4sin9)«  "*"   4«in9*  ' 


d.i. 
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2P=ri\\  +  cos(ö-a)i)|, 
^pzsratl  +  co8(©--ai5B)t, 

^p  =  r4U  +CO8(d-C04)j. 

^     ycoiy_^    p 


2ÜD9«     -2S1U9 


2j7cog-9« 


]      88in-9«cog-5a  I 


4«liij9)« 


2^  «»2 


88in-9«oü«-9«  * 

folgt.    Weil  nan^aber  r  «euer  Natar  nach  eine  |>o«itilTe  Groace  ist,  so 
kann  nur 


oder,  weil 


i«t, 


gesetzt  werden. 


,.1    ^         1*0089 

8in-Qp^= —r-J 


r=T^ 


2(l^co89) 


Wir  wollen  nun  den  Brennpunkt  der  Parabel  dnreh  S  bezeichnen, 
und  Ton  demselben  aus  uns  eine  beliebige  gerade  Linie  SG  gezogen  den- 
ken.   Der  Ton  dem.  Vector  r  mit   dieser  Linie  eingeschlossene  Winkel,  * 
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Aus  den  drei  ersten  Gleichungen   erhält  man   durch.  Elimination 
von  p: 

Tj  {l  +  cos(Ö— öi))=r,(l+cos(Ä— Q3^))=rs{l  +  cos(8— «a), 

abo 

ra— ri  ::^riC0«(6— ©i)— rjC0s(8— oi^ 

=  (ti  cosooi — rsCos(»2)G0sO  +  (r|Sin(»i — raSino>9)sin6 , 


indem  man  diesen  Winkel  ron  d^r  Linie  SC  an  nach  derselben  Seite  hin, 
nach  welcher  man  «ich  bevegen  tnuns,  um  Yon  dem  posittrea  Theile  der 
Aze  der  x^  durch  den  rediten  Winkel  (Xi  y{)  hindurch  zu  dem  poeiti- 
▼en  'I%eile  der  Axe  der  pi  zu  gelangen,  von  0^  bis  360^  safalt,  sei  ov, 
und  dar  in  demselben  Sinne  tmi  der  Liaie  SG  an  von  0^  bis  360°  gesählte 
Winkel,  welchen  mit  dieser  Linie  der  positive  Theil  der  Axe  dtr  Xi  ein- 
sehlieist,  sei  6;  so  erhellet  mittelst  «iner  sehr  einfachen  Betrachtung, 
*  dass  jederzeit  entweder 


f=ZO,^0 

oder 

3800-9=*  — o> 

also  entweder 

y=to  — 9 

oder 

9  =  3600 +  (0,-0), 

und  daher  stets 

cos9  =  cos(ctf— 0) 

Also  Ist  nach  dem  Obigen  allgemein 
P 


oder  auch 


2(1— cos(ctf--a)| 


^/?==r{l— co8(w-d)|, 


^=rll-cos(fl-w)). 


Beieichnet  man  den  In  demselben  Sinne  wie  vorher  von  der  Linie 
SC  an  von  0  bis  360®  gezählten  Winkel,  welchen  die  von  dem  Brenn* 
Donkte  nach  dem  Scheitel  der  Parabel  gezogene  gerade  Linie  mit  der 
Linie  SG  elnschliesst,  durch  9,  so  ist  offenbar 

«— 0=±180o, 

also 

e=e±\90\ 

Theil  XVII.  14  • 


Digitized  by 


Google 


202 
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folgt 

Weil  nun 

8iii9S-hcos9<=:l 
ist ,  so  haben  wir  nach  dem  Vorhergehenden  die  Gleichung 
Ir,  (r«— r,)co80>|  +r^(r^'^i)coBm^  + r^iri-^^ cosm^]* 
+  Infra— »'s)»»«»!  +^«  frs-«"!)  «inai»+rs(ri— Tt)  sincos)* 
={rir^in(i»i— »t)  -l-rars  sinCoiB— cog)  +  r^ri  8in(»,— ©i)}*, 

oder 

— '2rirs(ri  -rj)  (r,— r,)  C08  (»i— (ö^) 
— 2r,r,(r,— Ti)  (rj— r^)  cbs  (ctti— cdj) 
— a^sn  (rs— r«)  (ri— r9)co8  (o^-wi) 

=ri*rj|*8in(iO|— a%)*+rj*rs*8in(aia— c%)*+rj*r4*sin  (003-  -«»i)*, 
+ Srirafg  (    risin  (»1— w^)  sin (c%--iOi) \ 
+  r^8iü((o^ — «j)  siB(oi|-^fli)s)> , 
-|-r3sin(o8— (»1 8in(aiB— f»^)/ 
oder 


ist,  10  ist  aoch 


1 +co«(ö— »)=2coi^e— w)» 


f»±:4r«in-(9— <tf)* 


ir=4fiini(ö-«)^ 


14* 


Digitized  by 


Google 


204 

— 2rira  (rj-ra)  (r«— r3)  co8((0i -CO») 
—arars  (r,— ri)  (fs— Ti)  cos  («a— fl%) 
—  ^r^ri  (rg— ra)(ri-r«)co8(coi— W|) 

=:r|*ra«ßin  (a>i  — »a)*  +  »•2*»'s*  8iD(©a— »s)*  +  r5*ri*8in(»| — c»i)* 
+  2r|  rjjrj  {    Tj  8in(a)i— ®a)  8in(o>8— »|)j 
+  r28in  («Ob— (»5)  siD(a>i— Wj)/  , 
H-fj  sin((öB— Wi)sin(cojB— (»3)' 

und  folglich: 

0=     ri«ra«{l+co8((»i-«0a)*l 
+  r^^z^  tl  +  cos  ((Oa-«3)*l 
+  Vri*  (1 -(- cos  (©8— coi)*| 

!rx  [l  +  8in  (»i  —  ooi)  sin  (a^— coi)] 
+  ra  [1  +  8in(aji  —  »a)  «in  ((»i— coa)]  | 
+ra  [1  +810  (a>a— Wi)  sin  (o)a— coa)] 

— 2rira(ri  -r»)  (ra— ra)co8(a>i— 004) 
— 2rara(ra— n)  (fa— rj  cos  (»»-  »s) 
-  2ra  ri  (r,— ra)  (ri-ra)co8(aii— «1). 

Weil  nun  aber 

(ri  -ra)  (rj-Ta)  =  nra— r,  (n  +ra— ra)  , 
(r2— n)  (ra--ri)  =pfiiJT|— r^  <ra  +  ra^n), 
(rs-ra)  (n  -r»)  =  rsfi  -ra  (ra  +  ^  -ra) 


ist  4  so  ist 


0=  ri«ra«il  +  coB(itti-i»a)*l 
+ra*rs*|l+co8(a>a-co,)«| 
+r3«r,«il  +cos(a^— «i)«! 
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Vi  [1  +  siD  (fl)i — wj)  sin  («3— cöi)] 
— ^1 V»  j+  r«  U  +  sid(q),— cdb)  sin  (»i— <»»)]  , 
U  rs  [l+8in(<in— i»i)»bi(ii^^fl%)] 

— arir.t'-i^a— '■s(''i  +iV-''s)lcoß(i»i— i»J 
— «rarairgr»— ri  (ra+rg— rO)  cos  (ii»--a%) 
— 2r,ri{r8ri— ra(rs  +  n  — r^^)  cos  («^-«i) 

=     ri*  rt*|l  -  cos(iOx  -  «a))« 

+r8«ri«|l-cosC©8-ö>i)P 

r,  [l-cos(«)i— cöi)  +  €os(wa-Ws)  —  cos(»8— a)i)-j 
+  sin  ((»i— «4)  sin  (coj— CO,)  J 

r^  [1— cos(i»a— «i8)+cos(m8.- wi)  —  cos((»i— iOa)-|I 
—  2r|rar3  \  +  sin  (aja--i»3)sin(ai— «a)  _l| 

f  +  r,  [1  -  C98  («8—0)1)+  cos  (»i— eoa)  —  cos(aa— Wj)-! 
[  +  sin(ci08-^a)i)  sinCcö^—  lUa)  J 

Es  ist  aber  überhaupt 
l— co8(;r^-y)  +  cos  (y— »)— cos(i-a?)  +sin  (a:— y)sin(a:— ar) 

==  1  —  cos  (a:— y)  +  cos  (y—z) — cos(z— a:) 
—  Vcos  (y^s;  +  ^cos  (2äP— .v-jc). 

=  1  -  cos  (a:^ — coK«-«)  +ä  ^*®Ö^^*^ 

-f-cos(aar— y— 2) 

=  1 —2  cos  -2(7-3:)  cos  j  (2a;-y— x)  +  -^ ^ 

1 

2cosj(to— y-t)*— 1 

+ ¥ 
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=cos-(y-^z)«-2cos|(y-.i)co»l(2a?-y-z)-H:o8^(2a:-y-.r)^ 
=  |cos -(y— z)  --  coB- (aar— y— «)p 


=48in-  (ar-^y)»sin?(t-ar)«. 


aldo 


0=    »"i^rj^sm^ß),— flij« 


ri8in^(o>|-fl 


\ + r,  sin  j  (fl)3—(»|  )«siD  j(ai, -.»,)•/ 


oder 


(sin 
(fc= 


j(oa -  a>s))  *       (sin -(w,  -  »i)i  4       Isin  ? («i  --  0^)  4 

-v;r-i  +  H^i  +  i    vr.    i 

(sin  -(«.,-  «,)>  «    (glD  5  (»,  -  (B,) , « 

-'P^^—ij       V,.       i 

Ueberhaupt  ist 
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=(a?+y+2)(ar +y-i)(ar-y +i)(a?— y— z) 
=(^  +  y  +  «)  (j:— y— z)  (a:— y+ij(j:+y— 2) 
=-  (a?+y+2)(— *+y+i)  (a:-y+i)(a'+y— z), 
also  nach  dem  Obigen 


Wn-K— «ä)      sin«(iB^— ©1)     sin- 


-{fl)|  — »a) 


Vr» 


J8in-(ca,— »3)     sin -(0)3- -HO,)      sin-(<»|  — 


Vn  Vra  Vr» 


|sin-(»a— »3)      sin-(ia^  — wi)     siD.(a)i 
WiD-((aa-fl)3)     sin- 


Vr7       i 


j("i— »1)     «ngK  — <ö»)l 


so  dass  folglich  mindestens  eine  der  vier  folgenden  Gleichungen 
erfBilt  sein  muss: 

sin-((a^-.«,)     8in-(«3-«i)      sin  ^  («»i  —  o)») 


+ 77J. 4 


Vtx  Vra  Vr» 

8inj(aia— «k)      sin^(coiT-<»i)       6lnj(o)i  — Wj) 

sin-(o)B-«(08)     sin-(ois  — o»|)     sin-(o»i  — (»a) 


Vn  Vra  '*'  Vr»        ^ 

sin  5  (wa  -  «»)     sin  ^  (0% — wi)      sin  ^  (»1  •  «>,) 
Vr,  ^  Vra  Vrj  ^- 
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Dass  nie  zwei  dieser  Gletcbnngen  zngleldi  Statt  finden  IcuoneD, 
wenn  nämiicb,  was  wir  hier  voraussetzen  wollen,  keiner  der  drei 
Thelle  auf,  den  rechten  Seiten  dieser  Gleiclraneen  verschwindet, 
erhellet  leicht ;  denn  aus  vier  Gleichungen  von  der  Form 

P—Q—R—0, 
P-Q  +  R=0, 
.     P+Q-R=0 

erhält  man  überhaupt  die  folgenden  Combinationeu  zu  zweien 
nebst  den  aus  denselben  durch  Addition  oder  SuBstra|C.tion  zu 
ziehenden  Folgerungen: 

P+Q+R=:0. 
P-Q-R=0; 

^=0 — 

P+Q  +  R=0,  \ 

P+Q-R=0; 

P-Q^R=0,  '   ■        , 

P-Q+R=0; 

l 

P—Q—R=0, 

P-Q+R=0, 
P+Q—R=0: 

— 7^0 

Sollten  also  zwei  der  vier  obigen  Gleichungen  zugleich  Statt 
finden  können ,  so  wurde  immer  eine  der  drei  Grossen  P,  Q>, /2. 
verschwinden  niGssen,  was  gegen  unsere  oben  gemachte  Voraus- 
setzung ist. 

Weil  also  von  dep  vier  Gleichungen 
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vvj  V»^^  V^I        "^^^ 

s5n-(a>a'-c98)      «in  ^  (i»,  —  a>|)     sin  -  («,  —  «,) 

die  wir  im  Folgenden  der  Kürze  HHßgen  in  obiger  Reihenfolge 
dureh 

(I),  (rt),  (iiD,  IV) 

beseicbnen  wollen,  immot  nur  eine  SMt  finden  fcaan^  so  kommt 
es  jetzt  darauf  an »  eicfier  entscheiden  zu  können ,  welche  dieser 
vier  Gleichungen  in  jedem  einzelnen  Falle  wirklich  Statt  findet. 

Wir  wollen  bei  der  folgenden  Untersuchung  bierfiber  die 
Sonne  durch  S,  den  anbteigenden  Knoten  des  t)ometen  durch 
K,  und  die  den  Zeiten  f,,  ^,  ^  entsprechenden  Oerter  desselben 
in  seiner  Bahn  durch  f^,  f>^,  Q  bezeichnen;  auch  wollen  wir 
der  Kürze  wegen  nur  den  für  die  vorliegende  Anwendung  allein 
Bedeutung  habenden  PaH  betraclilen,  wenn  der  von  der  Sonne 
ans  nach  der  Seite  der  Parabel  hin  liegende  Winkel  CiSC^  nicht 
^osser  als  180^  ist,  also  natGrlicb  auch  die  beiden  von  der  Sonne 
aus  nach  der  Seite  der  Parabel  bin  liegenden  Winkel  CiSC^, 
r^SCi,  deren  Summe  dem  Winkel  CiSd  gleich  ist^  ISO«'  nicht 
übersteigen. 

Es  sind  jetzt  zuvorderst  die-vier  lnTaf.I.Fi&.I.,  iFisAl,  Flg.lll., 
Fi^.  iV.  dargestellten  Fülle,  welche  rucksicbtlicb  der  Lage  der 
Linie  SK  gegen  die  drei  Vectoren  SCi,  SC^  SC^  offenbar  nur 
allein  eintreten  können,  zu  betrachten. 

In  dem  in  Taf*  L  Fig.  I.  dargestellten  Falle  ist: 
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also  entsprechen  den  vier  Gleichungen 

a).  (II),  oii),  (IV) 

die  vier  folgenden  Gleichungen: 

BinlCtSCi     ainlCiSC,       8in|Q5Q, 
— + — = =0 

BinICiSCt     sInJciSQ       sin?C,SCi 

Vfi       ■*■      Vri       ■•■       Vr,      ~®' 

sin^QSC^     ain^2ClSC3      skt^CiSCt 
VTi  Vr^  Vr^  ■ 

In  dem  in  TaC  L  Fig.  II.  dargestellten  Falle  ist: 

=  CiSCi~900o, 
«1-«,=  (360«>-irsCi)-lf,  SCt 

also  entsprechen  den  vier  Gleichungen 

(D.  (II),  m.  av) 

die  vier  folgenden  Gleichungen: 

sin  ICtSC,      sin  \Ci  SC^     sin|e\  SC, 

sin  ^CiSCi     sin^^CiSq,     sio^CSCi 
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sin  iCtSC,     siff  ICi  Sfi     sin  |Ci  «C, 

Z 7. =0 

Vri  V«  Vj 

sin  lc,SCt     sin  ^C;  SQ      sio  ^d  SC. 

In  dem  in  Taf.  I.  Fig.  IIL  dargestellten  Falle  ist: 
«»,— Mi=(360" -ÄSCy-ÄÄCi 

«9,— (»,=JfSQ-(360»-Ä«C\) 

\  «,— an=(360«-irSCi)-(360»-A:SCy 

also  entsprechen  den  vier  Gleichungen: 

(I).  <ii),  (ui),  av) 

die  folgenden  Gieicbohgen: 

sin  |ciÄCi      sin  \CiSCi      sin  ^Ci  SCi 

sinl^iiSCi     sin^CjSC;      sinfcsCi 
f. 1 i —  n 

BlolCtSC,     sin^C^Sq,      ainlCiSC^ 

'    — 4- = r n 

Vi       ^'      V,  vr,     ="', 

sina6;<SC^      sin^Q^C^      sin^CiSQ 

Vri  vr«       ^       Vr, 

In  dem  in  Taf.  I.  Fig.  IV.  dargestellten  Falle  ist: 
o%-ai| = (360»  -  Jf  SCy— (360»-ÄSCi) 

«%— w, = (360«  -  ÄSti)  -  (360«  -KSCi) 
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also  entsprechen  den  vier  Gleichungen 

(1).  (II).  (lU),  (IV) 
die  folgeDden  Gleichungen: 

smJciSCi      sinJciSQ        sin  Jq  5(4 
f _£ .  * =dO, 

sin  ^CiÄC,       sin^QÄCi      sm^(\SC^ 

sinJciSCi       sin^CiSCi      sinJciSCi 
V^i        ^        Va       ^       Vr^ 

ainlc^SCs     «lo|ci«Ci     ainJciSCi 
Vri  Vr^  Vr'z      "^  ' 

Man  sieht  hieraus,  dass   es  jetzt  nur  darauf  ankommt,  zu 
entscheiden,  welche  von  den  yier  Gleichungen! 

sin, ^C^SCk     »miCiSC,      sinßQSQ 

sin^C^ÄQ       s\n\(\SC^      sin^CiSCi 

sin  Jc^ÄCi       sinJc^ÄCi       sinJCiiSCi 

+  -^~i — =0, 


Vi  V«'«  Vr» 

=3Ö 


sin|ciSCi        sii^CiSC,       sln^CiSC^ 


Vn  Vra  V^a 


die  richtige  ist 

Weil  keiner  der  Winkel 
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C^SC^,  CiSC^,  C1SC2 
grosser  als  180^»  also  keiner  Winkel 

^C^SC^f     2^^^'     2^*^^^ 
grosser  als  90^  ist,  so  sind 

laater  positive  Gr5ssen,  und  die  Gleichung 

mlc^SQ,       sln^CiSC»      sln^C^Sq» 

ist  also  oSenbar  nnstattbaft     Dab«r  ist  bloss  noch  nuthig,   zu 
entscheiden,  welche  von  den  drei  Gleichungen 

sin  JciSCi        »inlCiSC^      Bitlc\SC,        . 
sinlc^i^C;       sin  ^C^  SC,      sin|CiSC^ 

sio^QSQ      sin^CiSC^      sin^C^SC^ 

— — — " —  »  — ^=rO 

vr,  Vr«  Vrg 

die  richtige  ist. 

Nun  ist  aber  bekanntlich: 


cos 


also 


cos  C,  ÄCi  —  gp^j^ , 

cosCi«»C/2—         2^^: » 

sin^(4^fi  ^Vt^^q.'.-tni'^:;^ 

^1  -iV^iwi 
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und  den  drei  obigen  Gleichungen  entsprechen  also  die  drei  fol- 
genden Gleichungen: 

V^Ö'^Ö'i^^^)*-  V  CiCi*-('-,-r«)*+^CiCiMri-r,)«=0, 

Bezeichnen  wir  jetzt  die  Coordinaten  der  Ptiokte 
Vi»  c^>  t^ 
in  dem  gewöhnlichen  Coordinatensysteme  der  Parabel  durch 
hf  Vi  9  i^9  %;  &»  173; 


so  ist 


also 


ferner  ist: 


ri=iP  +  kf 
1      .  ^ 


'"l-^8={l— &* 

c\(i•=(&--&)«+(1?i-1h)^^ 

CiQ«=^|i-&)*+(ih-i?i)»; 
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also  nach  dem  Vorhergebenden  , 

Ciq,«-(r,-r,)«=(ih-ih)«, 
Q  ^*-(ri-r,)«  =  (ij, -%)*. 

QCi«-('-i-'-i)*=(ih-%)*; 

and  weil  nnn  der  Pankt  Cg  in  der  Parabel  zwischen  C|  and  C^ 
liegt,  so  ist  offenbar  immer 

also  offenbar  mit  Beziehung  der  oberen  nnd  unteren  Zeichen  auf 
einander: 


oder 


y^  Ci«-'frr-^«=  ±  (%-%), 
.  V  CiCi«-(r,-"i5*=:dt  (%  -%) ; 


-  V  Q  Ci«-(r,  -»^)»=Tih  ±% . 

folglich,  wenn  man  diese  drei  Gleichungen  zu  einander  addirt: 

welches  also  die  allein  richtige  von  den  drei  obigen  Gleichun- 
gen ist.    Daher  ist  nach  dem  Obigen  auch  bloss  die  Gleichung 

sin  JciSCs      8inlciSq>        sinJ^ÄCi 


V^i  V'*2  Vr, 


oder 


«inJ«i«Ci       8inJci«Ci-    sinJc^SQ 

richtig.  / 

Vergleicht  man  nun  dies  mit  dem  Ob^en,  so  ergi^bt  sich 
Folgendes: 
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In  den  beiden  in  Taf.I.  Fig.  I.  ond  Tat.  I.  Fig.  IV.  dargestellten 
Fällen  ist: 

8in-((»a-ß^)     ainä(o>8---ai}      8i»r(aii— w») 
-- ? .+ — t 4.  — ? =0. 

In  dem  In  Taf.  1.  Flg.  11.  dargesteMten  Falle  ist: 
sin -(»a— coa)      sin- (»3  — ©i)      sin-  (»i  -oia) 

? _. ? L =0. 

V^i  V«  Vrz 

In  dem  in  Taf.  I.  Fig.  111.  dargestellten  Falle  Ist! 

sin  jT  ((»a  -  «a)     sin  -  («3  —  o^)     sln^  (»1  r-  «a) 
— I 1  -L — n ^ ^ —0. 

Vi  ^         -Vra  V^ 

Wir  wollen  nun  die  Zeichen* Combinationen  betrachten,  welche 
rOcksichtlich  der  Vor^eioiien  der  den  'Zeiten 

entsprechenden  geocentrischen  Breiten  des  Coroeten  eintreten 
können,  wobei  wir  immer  die  Voraus^tznng  festhalten ,  dass  kei- 
ner der  Winkel 

grosser  als  180^  ist  .1 

In  dem  in  Taf;  I.  Fig.l.  dargestellten  Falle  können  offenbar  nur 
die  folgenden  Zeichei^-Combinanonen  eintreten:' 

+    +    + 
+   +    - 

■      + •         ' 

In  dem  in  Taf.  I.  Fig.  IV.  dfurge^tellten  Falle  Milien  offenbar  nur 
die  folgenden  Zeichen -Kombinationen  eintreten: 

+    +    - 
+     +    + 

In  dem  in  Taf.  LFig.  II.  dargestellten  Falle  (rapn  offenbar  nur  die 
folgende  Zeichen •  Combination  eintreten: 

~    +    + 

In  dem  in  Taf.I.FIgIII.  dargestellten  Falle  kann  offenbar  nur  die 
folgende  Zeichen -Combmation  eintreten: 
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+ 

Dies,  mit  dem  Obigen  Terglichen,  fährt  unmittelbar  za  den 
folgenden  einfachen  Regeln: 

I.  Wenn  die  der  Zeit  ti  entsprechende  geocentri- 
sehe  Breite  des  Cometen  negativ  ist^  und  die  den  Zei- 
tent^t^  entsprechenden  geocentrischen- Breiten  des- 
selben beide  positiv  sind,  so  ist 

sinaia^—m)       sinT7-(co8  —  »i)     6inö(cDi  — «j) 
—f ^  _  — i , 1— =dO. 

Vi  Va  Vrs 

II.  Wenn  die  den  Zeiten  ^,  t^  entsprechenden  geo- 
centrischen Breiten  des  Cometen  beide  negativ  sind, 
und  die  der  Zdit  ti  entsprechende  geocentrische 
Breite  desselben  positiv  ist,  so  ist 

lli.    In  allen  übrigen  Fällen  ist 
sin  -  (<öf  -  ©3)     sin-  (©3  —  ©1)       «in  -  (coi  —  w^) 

So  wie  die  erste,  zweite,  dritte  Beobachtung  die  vorhergehende 
GMchung«.  oder  vielmehr  eine  der  drei  vornergehenden  Glei- 
chungen gaben,  so  geben  die  zweite,  dritte,  vierte  Beobachtung 
eine  ganz  ähnliche  Uleichung^  und  da  diese  beiden  Gleichungen 
nach  dem  Obigen  offenbar  bloss  die  beiden  unbekannten  Grössen 
Q,  i  enthalten,  so  kann  man  mittelst  derselben  diese  beiden  Gros- 
sen finden,  was  .freilich  direct  nicht,  aber,  weil  man  nach  dem 
Obigen  Näherungswerthe  dieser  Grossen  schon  kennt,  durch  suc- 
cessive  Annäherung  leicht  mHglich  ist. 

Hat  man  o  und  i  auf  diese  Weise  gefunden,  so  erhält  man 
S  mittelst  der  oben  für  sin 8,  cos8,  tangd  entwickelten  Formeln, 
was  einer  weiteren  Erläuterung  nicht  bedürfen  wird,  und  hierauf 
p  mittelst  einer  der  folgenden  Formeln : 

p=2r,!I  +  cos(e-a)|)|, 

p  =  '2ratI  +  cos(e— »2)1, 

j»  =  2/-3tl+cos(e— a»8)l, 

oder 

Th«ii  XVli.  '  15 
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p=:ir^  cos  2  (^-"®«)* 

1 
p = ir^cos  ^  (6— ©4)« 

Wie  man  die  übrigen  zur  vollständigen  Bestimmung  der  Co- 
metenbahn  noch  erforderiiehen  Elemente  findet,  will  ich  hier  nicht 
weiter  erläutern,  weil  ich  dabei  nur  wiederholen  müsste,  was  man 
in  jedem  vollständigen  wissenschaftlichen  Hand-  oder  Lehrbuche 
der  Astronomie  findet. 


§.  13. 

Um  das  Vorhergehende  durch  ein  Beispiel  zu  erläatern, 
wähle  .ich  absichtlich  dasselbe  Beispiel ,  dessen  sich  Olbers  in 
der  in  der  Einleitung  angeführten  »Schrifl  zur  Erläuterung  seiner 
Methode  bedient  hat.  Dieses  Beispiel  betrifft  den  Cometen  von 
1769,  Nr.  80.  des  bekannten  Cometenverzeichnisses  von  Olbers. 
Da  aber  meine  Methode  vier  Beobachtungen  zum  Grunde  legt,  so 
fÖge  ich   den    drei  von   Olbers   aus.Pingrö's  Com^togra- 

Khie  entlehnten  Beobachtungen  noch  eine  vierte  Beobachtung 
iuzu,  die  ich  aus  Lambert's  Beiträgen  zum  Gebrauche 
der  Mathematik.  Tbl.  III.  Berlin.  1772.  S.  270.  entlehne, 
und  die  nach  Lambert  von  Messier  herrührt. 

Nach  diesen  Beobachtungen  habe  ich  nun  in  meinen  Zeichen: 

f,=1769.  Sept.    4.  14».  0»".   0; 

^=    -  8.  14.  0.      0 

fc,=    .  .       12.  14.  0.     0 

^4=    -  15.  16.  41.    40 


«1'=  80».  56'.  11" 
«,^'  =  101.     0.  54 
«8'=  124.     19.22 
<=:140.    39.21 

ft'  =  -l7o   51'.  39^' 
134'  = -22.      5.     2 
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|3,'=— 23«>.  43'.  55" 
ßt'^—'ü.     43.  44 

Ii  =  l«2o.  42'.  5" 

1^=166.  35.  31 

£,=170.  29.  20 

1,4=173.  31.  14 

.Iogßi=:0/X»l32 
log«,=0,002665 
logA,=0.002184 
logÄ4= 0.001777 

Li—L^z=  -3».  53'.  86" 
L,— Lj=t~7.  47.  16 
£4-£,=— 3.  53.  4Ö 
I,— £4=— 6.  SO.  43 
I,-£4=-3.   1.  54 

«,'—€^'=-23«  18'.  28 
V-«^'=  +  43.  23.  It 
«,'—«,'  =  — 20.  4.  4.3 

«^'-«4'=— 16«».  19'.  59" 
<— aj,'=  +  39.  38.  27 
«,'-«3'=— 23.  18.  28 

«1'— £4=— ^0.  39"  20" 
c^'-L,=-G6.  34.  37 
a,'^L,=— 69.  28.  26 
«,'-!,  =  -42.  16.  9 
«,'-.Ls=— 46.  9.  58 
a*'— L8=— 28.  49.  59 

iogsin  (£, -L^=8,83I55S2ii 
log8iD(Xi-£,)^  9,1319372» 
logain(I«— £,)=  8,8322667n 


15« 
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log8in(I/9— X«)  =^9,08t4645n 
logsinCI^-L^) =8,7233561« 


log8in(aa'  — «sO = 9,5973333?! 
Iog8in(a8'-«i0=^.8369029 
logsin(ai'— «iO  =  9,5356863« 

Iog8in(a5'-0 =9,449046971 
log8in(«4'  -oa')  =9,8048022 
logsin(««a'— «sO  =9,5973333»i 

log8in(tf/-La) =9,9987503n 
log8in(a«'- JLa) = 9,9592882» 
log6in(aa'-X8)=9,9715136» 
log8ia(«3'  -L^) = 9,8277661» 
IngsinCoa'-I^)  =9,8581465» 
log8in(a4'-i:^)  =9,6967708» 

logtangft'=9,5081746„ 
Iogtaiig/3«'=9,6082375„ 
Iogtang/5.'=9,6430917, 
logtaDg/5/ =9,6221 120, 

logcos/5'i=9,97J<5477 
log  cos/3a'= 9,9669084 
logcos/Ja' =9,9616291 
logco8/5/  =  9,9648926. 


Dies  sind  die  sämmtiiehen  Logarithmen,  welche  wir  im  Fol- 
genden bei  der  Berechnung  von  U|,  u^,  tig,  u^  nach  den  Formeln 
in  §.  8«  brauchen. 

logtangfe'=9,6082375B 

log  sin(a4'— Xa) =9,6967708« 

0,3050083-1  num=  4- 0,201841 
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iogtang|34'=9,022i  120, 

Iogsio«-Xi,)=9,9715136. 

0,5936266-1  nura =+ 0,392307 


iV=— 0,190466*) 


logiV=0,2798176-l„ 
logslD(I.,— £4) =8.8315552« 
logl=0,lJ13727-2 


log  tang/Sa' =::  9.6082375, 
log  sin  K,  -XaJ = 9.9967503,. 

0.6069878—1  nun»  =  +0,404565 

logtangjS,'=9,5081746, 
log'sin(aa'— ij) =9.9692882. 

0.4674628—1  nuin=  + 0,293402 
iV=+ö;iTTl63 

logiV=0,0459602-l 
logwn(.Li  -■i:,,)=9,1319372, 

logl*=0,I778974-2« 

logfang|S8'=9.64ä09I7„ 
logs\n(<ti'—L^  =  9.9987503» 

0,6418420-1  num  =  -|-  0.438371 

logtanK?,'=9,5081746,^ 

logsin  (4^'-£»)=9^7766C 

0.3359407-1  nuin=  +0.216741 
iV=+ 0,221630 

log^  =0.3466285-1 
log  siii  (1-4— Xj)  =8.7233861 

log  11=0.0689846-2 

logtaDg/3s'=  9,6430917. 
log8in(a4'— ■£») = 9.6967708, 

0,3398625-1  num =+0.218707 


*)  N  i(t  hier  nnd  im  Folgeaden  die  Summe  der  beiden  darüber 
•tehenden  Zahlen.  Hier  ateht  die  eine  der  beiden  Zahlen  auf  der  vor- 
h«rg«henden  Seite. 
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iogtan^l}«' =1:94221120. 
log  sin  (a^^-I,)=9;8681465. 

0,4802585—1  nuni=  +  0,302175 

logiV=r  0,9215200-2, 
logsin  (1.4-La)  =9.0814645 

logIl»=Ö.0029845-2„ 


logtaiigÄ,'=9,6430917, 
log  sin  K'-Lj)  =  9,9592882. 

0JB023799-1  num=-|- 0,400296 

logtang/3i'= 9,6082375« 
log  sin  (<%'-£») =9.8277661, 

0,4360036—1  num=  + 0,272900 
iV= +0,127395 

logiV=0405l523-l 
logsin  (Li—L^ = 8.8315552. 

logIlI=0,9367075-3, 

log  tang^' =9,6430917. 
log  sin  K'— i,) =9,9716136. 

0,6146053-1  nuni= -1-0.411723 

logtang|Sa'=9,6088375» 
logsin  («4'— I,)=9,8581466, 

0,4663840—1  nuni=-|- 0292674 
iV= -1-0,119019 

logiV=0,0757258— 1 
logsind/,— ii)  =^j7K356U 

loglII*=0,7990819-.3„ 

log  tang/},'=s  9,5081746. 
logsin  (at'—ot')  =9.5973333. 

0,1065079-1  num=  -^  0,127499 

logtang/S,'=9,6082375. 
log  sin  («%'-«i') = 9,83M029^ 

7m514(M-I.  num  = -0,278702 
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.   Iogtahg|3,'=g,6430917. 
log  Bin  (c/-«,0  =  9,5356853» 

0.1787770—1  riuni  =+ 0.150930 
iV=— 0,000273 
loglV=:0,4361626-4„ 

Ic^tang/^' =9,6082375« 

log  810(0,'— «4')  =  9,4490469» 

1MJ57284T- 1  nun»  =  +  0,1 140«H» 

Iogtaog|3,'=9,6430917, 

logsin  (04'—«,')  =  9,8048022 

ö;44f»J939-I„  nora=— 0,280475 

Iogtangj34'=9,622n20n 

log  sin  («»'-«,')  =  9.5973333» 

0,2194453—1  iium=  f  0,165747 
IV*  =  —0,000629 

logIV*=0,7986506-4H 


Es  Ut  also  jetzt: 

!ogn=0,0689846-2 
logl*=0,1778974-2. 

log" =0,8910872-1»     "=-0.778189 

logll*=0,0029846-2, 
logl  =0,1113727—2 

log  1^=0.89161 18-1»     '1^  =  -  0,779133 

log  IV =0,4361626-4, 
logl*=0,1778974>-2. 

log  ^=0,2582652-2    p  =  +  0.018125 

loglV*=0,7986506-4, 
log  I  =0,1113727-2 

logl^=0.6872779-2»'-y^=-0.048672 
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jl=- 0,778189 

II* 

Y  = -0.779133 

II      II* 

p-y  =+0,000944    log =0,9749720-4 


IV 

j5-=  +0,018125 

IV* 

-=—0,048672 


IV      IV* 

pr |-=+0,06e797    log =0,8247570 -2 


0,9749720-4 
0,8247570-2 
(P5Ö2150-2 


log  I* =0,1778974— 2» 
logD=0,068W46-2 

logU=0.1089128«    ^*  =-1,286026 


logI= 0,1113727— 2 
logU* =0,0029845-2. 

•ogipf=0,0083882,   jp=- 1,283477 


logIV=:0,4361626-4, 
logn=0,0689846--2 

log  j^0,367I780-2„^=-0,023290 


logIV*=0,7986506— 4, 
log  II*  =0,0029845-2,      . 

•«S-nr  =0,795«661-2'^y=  +0,062469 
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|J=- 1,2850-26 
ij,=_  1,283477 
}J-ip=-0,001549    log=0,l«00514-3„ 

IV* 

-ip  =  + 0,062469 

}r-^*=-0,085759  log=0.9332797-2„ 

0,1900514-3» 
0,tf332792-2. 
0,2567722-2 

log/Z,=0,0026650  logsin  (X-j— 1,4) =8,7233561„ 

0,1502150-2  log  C08/?,' =9,9669084 

0,1528800-2  0,690264Ö-2„ 

0.1528800-2 
0,6902645—2. 
iogt(B=0,4626155— 1.  «,= —0,290145 

logj;^= 0,0021840  logsin  (Z,i—£»)= 8,8315552, 

0,256772-2—2  log  cosft' =9,9616291 

0,2589562—2  0,7931843-2« 

0,2589562—2 
0.7931843-2« 
logti,  =0,4657719-1«  ti,  =  -0,292262 


log£«=O.OOI7770  loglZ,=0.0026650 

l<«siD(l4-£4)=9.0814645«    loSsind^-X«,)  =8.8322667« 
Iogco8/S,'=9,9669084  log  cosjJ4'= 9.9648926 

logm* =0.7990819-3«  logll» =0,0029845-2« 

iogw.=0.4626155-l«  0,8028068-4 

0,3118473-4« 
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0,3118473-^ 

0,80-28068-4 
logtt» =0,5090385— 1» 


«4 =—0,322878 


logA,  =r  0,0031320  logß, =0,0021840 

log8in(£i— Xs)  =  9,13I937'2„    \ogsm(Lt—Li) =8,8322667« 
logco«Ä,'=9,961629l  log  coBft'= 9,9785477 

log  111= 0,9367075— 3.  log  I*  =0,1778974-2, 

logti,  =0,4657719— 1«  0,9908958—4 

0.4991777-4, 


0.4991777-4„ 
0,9908958-4 
logu,  =0,5082819-1, 


u,=— 0,322316 


logß,  =0,0031320 
loga,=0,4626155— 1, 
log  sInLi  =9.4731705 
logsinfe' =9,5751460, 

'0,5140640—2 

loglZi =0,0026650 
log«i  =0,5082819-1, 
log  810119=9,3652720  ^ 
logsinft'=9,486722%_ 
0,3629412-2 

log  «1=0,5082819-1. 

logt<B=04626155-I„ 
logsincri'=9,g945433 
logco8|J,'=9,9785477 

iog6in|8,^=9.57S1460,  . 
0,5191344-2, 

iogui  =0,6082819-1, 
iogt(c=0,4626155»-l„ 
log  siooc' =9,9919246 
Iogco80a'= 9,9669084 
log  ginft^= 9,4867223. 

0,4164526—2, 


num=  4- 0,032664 


nniii=-f  0,023064 


nuni= -0,033047 


nuin=— 0,026089 
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+0,038664 

• 

-1-0,023064 
40,009600 

-0,033047 
—0,023447 

-1-0,02608» 
e=-^  0,002642 

loge=0,4219328— 3 

log  «1=0,0031320 

logt%=0,4626155-]. 

log  GosXi  =9,9798978« 

log8in/}2'=:9,S75t460, 

0,0207913-1, 

iium =^0,104904 

log  iZ. =0,0026650 

logtii  =0,5082819—1» 

log  cos  £«=9,9879982« 

log8iD^i'=9,4867223. 

0.9656674-2» 

iHitn=:— 0,096754 

lo^Kj  =0,5082819-1, 
logt(t=0,4626155-l„ 
logco8«i'=9,1973667 
log  cosft '=9,9785477 
log8in|3,'=9,576146a. 

0,7219668-3» 


num=— 0,005272 


log«,=0,508-2810-l, 
Iogt(a=0yl626155— 1„ 
iogcos(iij|'=9,2811834» 
Iogco8/Sa'=9,9669064 
logBinfe'=9.4867223» 
0,7057115-3 


n«m=-f  0,006078 


-1-0,104904 
-  0,096754 
-^  0,008150 
-1-0,005272 
-f  0,013422 


iForttttMmg  :  f»lg»mle  Belle.) 


Digitized  by 


Google 


228 


+  0^13422 
JhO,005078 
tC= -1-0,018500 
logC=    0,2671717-2 

JogÄ,  =  0,0031320 
logi?a=:  0,0026660 
ioggin  (Li— La) = 8,8315552, 

0,83r3522— 2, 

logÄ,  =0,0031320 
logtta  =0,4626155— I, 
log  sin  (a^'-Li)  =9,9446626, 
Iogco8/3g'=9.9669064 

0,3773185-1 


log  ^=0,0026650 
log«,  =0,5082819— 1, 
Iog8in(«i'-L8)=9,9987503„ 
logco8/J,'  =9,9786477 

0,4882449-1     ^ 

log«!  =0,5082819-1, 
log«B=0,4626155-l, 
log  sio  («,  '-«,0=9.5356853, 
Iogcosft'=9,9785477 
iogco8/8t'=9.9669084 

0,4520388—2, 

+  0,068763 
+  0,238407 


+  0,307170 
—0,307783 
—0,000613 
+  0,0-28316 
n=+0,0'.i7703 
logU=    0,4425268-2 


log  0=0,4219328-3 
logC=0,2671717-2 
log  tang  0=9,1547611. 


num=— 0,068763 


«»'-£,=— 61».  41'.  11« 
nuin=  + 0,5538407 


num=:+0,307783 


num=:— 0,028316 


0  =  171«.  62'.  21" 
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log  Mnö  =9,1609768 

ioga=o,44a5a68— 1 

9,5929036-2 
logg=0.4219328-3 
logcot»= 10,1709708  »=24«.  C.  9" 

$.  14. 

Wir  wollen  nao  auch  die  in  ^.  9.  entivickelteD  Formeln  au^ 
den  vorhergehenden  Fall  anwenden.  Wir  brauchen  bei  der  Rech- 
nang  die  folgenden  Grossen  : 

Ti  ^=4,00000 

ra,3  =  4,00000 

T3,4  =  3,11227 

•ogri,2=0,6020600 
log  r2,3  =0,6020600 
logTs^ =0,4930773 

log  Ai  =0,0031320 
log  «»2  =0,0026650 
log  Jß3= 0,0021840 
log  A4 =0,0017770 

log8inft'=9,48672:>3„ 
log8in/?s'=  9,5751460» 
log  siuft,' =9,6047208« 
logsin/54'=9,5870047„ 

logco8A'=9,9785477 
log  cos/?a'= 9,9669084 
logcosft,'=9,9616291 . 
logeo8|54'=9,9648926 

log  sin  (ofi'-ii) =9,9954987« 

log  sin(öi'-l.a)  =9,9987503» 
logsin  (öl'— i8)=9,9999868„ 
log  sin  «— ii)  =  9,9446626« 
logsin  («i'—I/a) =9,9592882« 
log  sin  («a'— La)  =9,9715136« 
log  sin  «—i4) = 9,9794328« 
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log8in(a^'— £j): 
logsio(«%'— £4)= 
log8iD(c^'-i:,)  = 
log  sin  K'— £4): 
log  sin  («4'— La) = 
log  sin  («4'— Lj): 
logsinK'— L*): 


=9,7929903, 
:9,«277«§1„ 
:9,858t46S„ 
=9,87907SJ« 
9,6408477, 
=9,6967708. 
s9,7345257„ 


logsio  (.ai'-^O = 9,5356853„ 
log  sio  («'s— 0^0 = 9,6973333« 
Iog8in(«^'-«,0  =9,8369029 
logsin  («,'  -a40 = 9,4490469, 
log  sin  («4'-«aO = 9ÄM8022 

logsin  (Xi-rl^ =8,8316552. 
log8iD(£a-X,,)=8,8322667w 
log  sin  (i:,3-i4)=  8,7233561,  • 

Mittelst  dieser  Data  ergiebt  sich  nach  den  in  §.  9.  entwickel- 
ten Formeln: 


e  =—0.000149 
h'  =-0,000402 
Ä  =-0,115465 
»'  =—0,104703 
»  =—0.076014 
Ä'  =-0.108732 
Äi  =—0,101496 
Äi'= -0.092134 
»,  =-0,066574 
Äi'=— 0,095544 
JL  =  +  0,194299 
k  =  +  0,163607 
a  =  +  0,000220 
.d  =^  +  0,000491 

Pi= -0,000060 
/'a=— 0,000155 
P3=+ 0,000046 
/»4= +0,000151 


löge 

log  4' 
log  Ä 
logÄ' 
logÄ    - 
logÄ' 
log»,  ; 
log»,' 
logÄi  : 
«0«»!': 
logJt   : 
logi.    : 
log  32  : 

iog.$i  = 


=0,1731863-4, 
=0,6042261—4, 
t=0,0624504-l, 
=0,0199591—1, 
=0.8808936-%, 
=0,0363574-1. 
:  0,0064489-1, 
=0,9644199— 2. 
0,8233047-2, 
:0,9802031-2„ 
:0,2834706-l 
0.2138018-1 
0,3424227—4 
0,6910815-4 


log />,= 0,7779071-6, 
log/>, =0,1912308-4, 
log  P, =0,6699086-5 
log/>4=0,1793721-4 
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Q,  =40,867844 
Qa= +0,502872 
Qj  =  +0,787348 
©4= +  0,720579 

«,  =  +  0,777196 
«,=+0,509189 
«4 =+0,777196 
Ä^^+ 0,65442« 


iog<?i  =0,9384417—1 
log  </a  =0,7014574-1 
log  Q,  =0,8961667—1 
log  ^4= 0,8576816-1 

logSj  =0,8905306-1 

log  «,=0,7068791-1 

log  Ä, =0.8905306-1 

.     log  «4=0,8158619— 1 

log  r,  =0,9444827— 4, 
log  7*-,= 0,1841588-3, 
logr3=0,9444827-4„ 
log  r4=0.-2931415-3„ 

«,r,  =-0,000448 

ra<?3=- 0,001203 

S^Tt  +  T^Q,  =  —0,001651 

+  «,«,  =  + 0,395739 

—  QaQ,  =  _  0.395935 

+  yaP,=— 0.000000 

-P,  7*,= -0,000000 

S^St-QtQ»  +  TtP,-PiT, =—0,000196 

/>,«,=— 0.0001-21 

a2P,  = +  0,000023 

P*S,  +  QtP,  =  -0,000098 

Daher  ist  die  Gleichung,    aus  welcher  u-^  bestimmt  werden 
muss,  die  folgende: 


oder 


oder 


—0.001651.  ui«s-  0,000196.U2  +0.000096 = 0. 


1651.UJ«,  +  196.w,-98=  0, 


«»«.+iflgr««-i65i=«' 


also,  weDD  wir 
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196      ^      98 


1661'    "—1651 
setzen : 

u^u^+  Ol««— Ä = 0. 
Aus  dieser  Gleichang  ergiebt  sich: 


.=-!.(.,V^H«). 


Weil  wir  aber  aus  der  im  Torhereehenden  Paragrapfaeo  erlangten 
ersten  Näherung  schon  wissen,  dass  ti,  negativ  ist,  so  mfissen 
wir,  da 

offenbar  positiv  ist,  im  vorliegenden  Falle 
setzen.    Setzt  man 

so  wird 

acos  g  g)* 

C08(p 

Mittelst  dieser  Formeln  habe  ich  gefunden: 

log  tt,  =0,4915291-1. 
t(,=:— 0,310119. 

Hieraus  ergiebt  sich  ferner: 

log.QiM,  =0.4299708-1«         Q,«,  = -0,2691» 

/»i  =-0.000060 
P,+0,a,  =-0.269198 

log.7',tt,=0,4360118-4  r,«,= +0,000273 

5, =4  0,777196 
.^  +  7,«,  =  +  0,77^^189 
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log(Pi + ait.,)= O.430(W7O-l» 
log(S,  +  fik,)  =i03906830-l 
io^e=0,!t39384a-l. 
»1=— 0,346246 

Die  vier  T|ieiie  der  Grüsse  @  und  ihre  Logarithmen  sind: 

+  0,034912  log  =  0,0429770-2 

+  0.024777  log=O,3040433-2 

.    -0,037946  log=:0,6791501-2. 

—0,029956  log=(M764683-*. 

.+0,03491^ 
—0,024777 
+0,0101^ 
—0,037946 

■=pe78io 

+0,029966 


e=  + 0,002146 
löge  =0,3314273— 3 

Die  viefr  TheUe  derGrSsfie  (C  uhd  ihre  Logarithmen  sind: 

-0418126  Iog=0,0497W9u-l, 

—0,103937  log=0,0167696-l„ 

—0,006053  log=0,7819725-3, 

+  a006631  logÄ=0,76572r2~3 

+0,112126 
-0,10393r 
+  0,006189 
+  0,006063 
+0,0U242 
+ftOQ6831 
IC  =+0,020073 
IogC=     0,3026123-2 

Die  vier  Theile  von  U  und  ihre  Logaridimen  sind: 

—0,068763  log =0,8373522— %. 

+0,254819  log =0,4062321— 1 

+0.330634  logs=:  0,5193470-1 

-0,032513  log =0,6120548-2, 
Theii  XVII.  16 
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+  0,068763 
+  0/254819 
+  0,324582 
-0,330634 
.-0,007052 
+  0,032513 
U= +0,025461 
logU=:     0,4058755-2 

log  0  =  0,3314273-3 
iog(C=0,3026123-2 
log  tang  ö  =r9;Ö2g8150«  ö  =  173o  54^  ^/^g 

log  sin  5  =9,0252027 
?    +11465 
ioga=0,4058755~2 
9,43-2-2247-2 
log©  =0^314273—3 
logcoti=10,1007974  i=  380.24'.  36",  6 

Nach  dem  Verzeichoisse*voo- Olbers  Nr. ^80.,  wenn  wir  die 
von  Bessel  berechneten  Elemente  auswählen,  sind  die  richtigen 
Werthe  von  q  und  i: 

5=1750.  3'.  59"  i=40o.  45'.  50" 

undman^sieht  also,  wie  nahe  wir  durch  die  obige  auf  einer  ganz 
directen,*  gar  kein  Probiren  irgend  einer  Art  in  Anspruch  neh- 
menden Rechnung  beruhende  Näherung  schon  den  wanren  Wer- 
then  von  Ci>  und  t  gelcommen  sind;  ja  ich  glaube,  dass  im  vorlie- 
genden Falle  die  Abweichungen  von  respective  lo.  9^  67"  und 
20.  2r.  14"  von  den  wahren  Elementen  mehr  auf  Rechnung  der 
zum  Grunde  gelegten  Beobachtungen  kommen,  als  der  angewand- 
ten Methode  zur  Xast  fallen,  weil  ich  durch  weitere  Fortsetzung 
der  Rechnung  gefunden  habe,  dass  die  beiden  aus  $.  12.  bekann- 
ten Gleichungen,  durch  welche,  die  Bewegung  des  Cometen  in 
einer  Parabel  bedingt  wird,  gehen  sehr  nahe  erfüllt  werden,  wenn 
man  für  Ci>  und  t  ihre  beiden  durch  die  obige  Näherungsmethode 
gefundenen  Werthe  setzt,  ich  will  aber,  um  die  Ausdehnung, 
welche  diese  Abhandlung  schon  gewonnen  hat,  nicht  noch  mehr 
zu  vergrossern,  die  weitere  Rechnung  nicht  mittheilen,  weil  die- 
selbe bei  Anwendung  der  im  Obigen  entwickelten  Formeln  nicht 
der  geringsten  Schwierigkeit  unteniegeh  kann.^)  Das  Ansehlies- 
sen  an  eine  Parabel  würde  nun  gewissermaassen  die  dritte  Nähe- 


*)  Weil  am  Schlass  zufällig  noch  nicht  gut  anders  zu  henatsender 
Banm  vorhanden  war,  so  habe  ich  di^  betreffende  Hechnong  im  Anhange 
doch  noch  mitgetheilt. 
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TUüf^  sein,  wo  man  dann  eDdlich  zar  Ellipse  als  einer  Art  vierter 
Näherung,  weni^slens  bei  den  Cometen,  übergehen  konnte.  Soll 
leb  übrigens  scbliessiieb  mein  eienes  Urtheii  über  die  von  mir  in  dieser 
Abhandlung  entwickelte  neue  Methode  zur  Berechnuns  der  Come- 
tenbahnen  aussprechen  ^  welches  sich  keineswegs  allein  auf  das 
oben  berechnete  Beispiel,  sondern  auch  noch  auf  manche  andere, 
namentlich  über  ältere  Cometen  angestellte  Rechnungen  gründet«  so 
glaube  Ich,  dass  dieselbe,  insofern  man  v^er  gute  und 
scharf  reductrte  Beobachtungen  zum  Grunde  zu  lesen 
im  Stande  Ist,  allerdings  den  Namen  einer  vullig  directen,  nicht 
das  geringste  Probiren  in  Anspruch  nehmenden  floethode,  welche 
man  nisher  noch  nicht  besass,  verdient,  und  bei  geschickter  An- 
wendung zu  brauchbaren  Resultaten  führen  kann ;  sind  aber  die 
Beobachtungen  weniger  gut,  so  kann,  wie  ich  aus  verschiedenen 
Rechnungen,  die  jedoch  noch  einer  genaueren  Revision  bedürfen, 
fiii'  jetzt  schliessen  muss,  diese  Methode  auch  zu  von  der  Wahr- 
heit bedeutend  abweichenden  Resultaten  fahren,  welchen  Fehler 
die  Methode  von  Olbers>  wenigstens  in  demselben  Maasse, 
wohl  nicht  hat,. wodurch  dieselbe  eoen  für  die  praktische  Anwen- 
dung so  brauchbar  wird.  Welches  aber  aucn  der  praktische 
Werth  der  von  mir  in  dieser  Abhandlung  entwickelten  neuen  Me- 
thode zur  Berechnung  der  Conietenba)inen  sein  mag,  so  ischeint 
mir  das  analytisch  -  geometrische  Interesse  derselben  doch  jeden- 
falls gross  ^enug  zu  sein ,  um  ihre  Mittheilung  an  diesem  Orte 
zu  recbtfertig-en,  und  der  Vorzug  vor  anderen  Methoden,  dass  sie 
völlig  direct  ist  und  des  Probirens  gar  nicht  bedarf,  wird  ihr  aus- 
serdem nie  streitig  gemacht  werden  können}  auch  glaube  ich,  dass 
die  Anwendung  derselben  eine  recht  gute  Uebung  fiir  Anfänger 
in  astronomiscnen  RechnungeTi  darzubieten  geeignet  ist,  bevor  die- 
selben zur  Berechnung  von  Cometenbahnen  nacti  anderen,  schon 
eine  grossere  Uebung  im  astronomischen  Rechnen  voraussetzen- 
den Metboden  übergehen,  indem  die  in  Rede  stehende  Methode  in 
der  That  gar  keine  andere  Uebung  im  Rechnen  voraussetzt,  als 
die,  welche  jeder  gut  vorbereitete  Anfönger  aus  der  Lehre  von 
den  Logarithmen  und  der  ebenen  und  sphärischen  Trigonometrie 
mitbrin^.  Zugleich  bietet  endlich  diese  Methode,  wie  es  mir 
scheint,  eine  gute  Anwendung  der  Lehren  der  analytischen  Geo- 
metrie auf  einen  praktischen  Gegenstand  dar,  und  dürfte  daher 
auch  in  dieser  Beziehung  für  Anßlnger  instructiv,  und  der  weiteren 
Ausbildung  derselben  in  der  analytischen  Geometrie  förderlich 
sein,  die  durch  Anwendungen  von  rein  theoretischem  Interesse 
natürlich  zwar  auch,  aber,  wie  es  mir  immer  geschienen  hat,  doch 
nicht  ganz  so  vollständig  wie  durch  Anwendungen  auf  Mechanik, 
Astronomie  und  andere  zugleich  das  praktische  Interesse  in  An- 
spruch nehmende  Theile  der  Mathematik  und  der  Naturwissen- 
schaften erlangt  werden  kann. 


16* 


Digitized  by 


Google 


236 


Anhang. 


5  =  173«.  54'.  2" 


•  t=38o.  554'.  39" 
«,'=;80».  W.  11" 


Li  =  162».  42',  5- 

5;^I73._64_2  6=173.  94.     2 

I,-.53r-_ll.  11.  67  «i'— 5=-«2. 67.  81 

log  eot/^'=10,49182H>  |o$cotA'=  10,4918254, 
log8in(j[^-«i')=  9.9954987       log  wn  («t'  -  5)  =a-  9.9994188, 

20,4873241.  log  taiigio=^  10^12440 

logco8(Li— 3)::=  9,99|6603  tc  =  72«.  V.  0* 

l««taiig«  =  10,4956738»  t:5:38.  24.  36 
vKi-^m».  17'.  13" 
<=     38.    24.  38 
»-r=  HO.     41.   49 


t-i-«i»3=Ua  31.36 


l9g  cos  9=9,4832308 

logtang(£,^5)=9,2966438. 

18,7798746» 

log  cos  (<— e) =9,5482972» 

logtang«,?s9,23l5774 

»1  =  1890.40'.  22'' 


log  cos  40=9,4872512 
logsin  {Li-^^)=i  9,2882942» 
log  «1= 0.0031320 

Ö.Wfi67t4-^i, 
logsin«>i=%2253636» 
logeos(Hto)  1=  9,5448686» 

{ö,7W22Öfr-2 
log  ri= 0,0084484 
n- 1,019844 


«=¥ir*>.  84'.  2"  i=38P.  24'.  36" 

X»ä;166».  35',  31      *,'*=10l«    0-,  54" 
g=178.  64.     2        5  =  173.  54.    2 
l/,-5=— 7.  18,  31  <t,'-5=:.-^^53r5" 

log  cot/7,' =:10,3917«26n  logcot/;.'=I0,39]7«28. 
log  8in(£,-o,')  =  9,9592882       log  sin  (*,'  ^  5)  n^  9.9803308. 

20,3610507«  logtangte=10;372Ö92r 

logcos(£,-^)=  9.996457X  »=66».  59'.  51" 

log  tang«=  10,3545936,  <                t=38.    24.  36 

c=— 66».  9'.  19"  f-|-tc=105.  24  27 
t=     38.  24.  36 
t-c=  104.  33.  55 
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logcosos  0,6066601 
logtang  (Ifc—Ö)  =;  9,1080765, 
18,71473607 
log  cos  (f— 1>)=9.4006084„ 
iogtango)2=MI4^282 

«>r=:lM«.  38'.  58« 


log  eosw  SS  9,5919296, 
log  8)11  (/^-^<5)^9,I045336« 
logÄi=0,0026650 

0,699I212--2. 
log  sin  «,=9,3061862. 
logeos  (i + w) =9,4843626. 
^7205486-2 
logra= 0,9695724-1 
rs=30,932336 


ö  =173«.  54'.   2" 

L,=lTO<».  29'.  20" 
a=173.    64.    2 
I,— Sä-3.  24.  42 

logcet/!,'  =10.3569083» 
log  «in  (1;^-«^')=  9,8681465 
'20,2150648h 
logeos  (£,-a)  =9,9992296 

logtang«= 10,2158262. 

»  =  —580.  41«.  4" 

i=     38.  24.  36 

i-t=     97.  5.    40 


i=38».  24'.  36" 

«^'=124».  W.  22" 
g  =  178.  54.     2 
08'~^=  -49.34.  40 

logcot/^'=m38690N3. 
logsln(«g'-S)=  9.8815484. 
Iogtangto=:10,2384567 

»=69«'.  69*.  38" 
i=3a    24.    36 
«•|-««'=98.  -24.  14 


Iogco8»=  9,7107964 
log  tang  (Ij— 5)  =  l(.7753677» 
18,4911631« 
logeos  (t-g)=  9,0916941. 
log  tang  »,=9,3994590 

«,=  1940.  5'.  0" 


log  cos  tc  =9,6990602 
logsin(I>3-S)=8,7745872. 
log  igg =0,0021840 

0,4758214-2« 
logsiii  CD), =9.3862008. 
logeos  (t  -I-  to) =9,1647990» 
0,6509998-2 
l«gra=0,92482]6-'l 
r,  =0,841649 
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ö  =  17a»  54'.  2" 

i4=:173o.  31'.  14' 
5=173.    54.     2 


«=38».  24'  36" 

04'  =  140».  39'.  21" 
5  =  173.     54.      2 


1,4— 5=— 0,  22.  48  <-5=— 33.  14.    41 

iogcot/J4'  =  10.3778880. 
logglnK'— ö)=  9,738951a, 
iogtaDgte=10,1168398 
to=52».  36'.  57'' 


log  cot/J4'=  10,3778880. 
logsiaCI^,— «40  =  9,7345257 

20,1124137. 
logco»(X4-5)=  9,9699904 
log  tango= 10,112423^ 
e=— 520.  20*.  4" 
i=    38.    24.36: 
t_r=    90.    44.40 

logcosr=  9.7860777 
Iogtang(I,4— 5)=  7,8216655« 
17,6077432, 
logcos(i-i>)=  8,1136974, 


logtaDgo)4z=  9,4940458 

«4=1970.  19'.  26" 


t=38.    24.  36 
t+w=:91.      1.  33 


log  costo= 9,7833006  . 
log  «in  (£4-0)  =7,8216559, 
log/?4=0,0017770 

0,6067334-3, 
logsin  (»4=9,4738842, 
log  cos  (i+v)) =8,2529307, 
0,7268149—3 
Iogr4=0,87991ffi-1 
^=0,758435 


Es  ist  also: 


«01  =  189«.  40*.  22" 
Ol. =191.   38.  58 
a,=194.    5.     0 
«4=197.  19.    26 


r,= 1,019644 
r«=0,932336 
r, =0,841049 
r4 =0,758435 


Weil  o>90*>,  t'<90«lst  and  die  Winkel  «|,  «,,  «,,  04  wach- 
sen, so  ist  nach  §.  K).  Ili.  der  Comet  rechdfiufig,  und  ö.  ist  die 
heliocentrische  Länge  des  aufsteigenden  Knotens,  wie  auch  Ol- 
bers  a.  a.  O.  findet. 


Digitized  by 


Google 


239 

«»1=1890.  40'.  22" 
«,=]9I.   38.  58 
10,= 194.     5.     0 

«,— o)s  =  — 20.  26'.  2"     J(«)j— a»,)  =  -lo.  13'.  l" 
0»,— oj,  =  +4.    24.38      ^(«s-a»i)=+2.    12.19 
»,-ioj=— 1.    88.  36     \(iOi-<Ot)=^0.    89.  18 


log»inJ(iii,-«D,)=8.32711S3. 


log  Vn =0,0042242 

0,3228911—2» 


1 


niun=— 0.021033 


num= 4-0,039882 


nuin= —0,018806 


logsin  -  K— Ol) =8,8882334 

jpg  Vr, =0.98478^-1 
0.6004472-2 

log  sin  -  (o>i  — CO,) = 8,2367890. 

log  Vr,  =0.9624108-1 
0,2743482-2» 

-0.021033 
+  0,039882 
-f-0,018819 
—0,018808 
+  0,000011 

Dies  ist  der  Betrag  der  nacii  §.  12.  III.  hier  gflIUgeD  Crlticiiung 
Bm^(a,-a,)      sin -{«»,  — «i)     sin- (eoi- Ot) 

*  -t^—^ +-^^---==0. 


Vri 


Vrj 


Vr,    ■ 


«,=191«.  38'.  88" 
«»=194.     8.     0 
«4=197.    19.  26 

0)«— «»4 ^-  3".  14'.  26"      \ (a,-mt)  =  -  V.  37'.  13" 
«,4—0),  =+8.  40.    28       5(«»4-»«)=+2.    80.14 
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wa— Wi=-^2.  26.  i  i(co«— ws)  =  — 1.    13.    1 


log  »in  -  («s— »J  =  8,4514088.r 

logVrg=0,a847862--l 
0,466622«-2k 


nuin=:~  0,029284 


nain==:-f  0,063074 


tiMin  =12-^0,024387 


log  sin  I  (»4— ©  J  =8,6946931' 

log  vr,  ===09624108-0 
0,732180-2 

logsin|(«j-Q)3)  =8,3271153, 

logVr4=0,9399592-i 
0;3Wt66r=2ii 

-0/)29284 
+0053974 
+0,024690 
^0,034387 
+  0,600303 

Dies  ist  der  Betrag  der  nach  {»  12.  III.  hier  gfiltigeb  Glei^ 
chuDg 

sin -(»5 -(04)     sin  ^(«4—01«)      sin  -  (e>g  -  ©j) 

+  -^ +  -^tt: =0. 


Vr- 


Vr, 


Vr* 


Es  wOrde  keine  Schwierigkeit  haben ,  durch  ^  die  bekannten 
Methoden  o  und  i  nun  sq  zu  nestimmen,  das^  die  beiden  Glei- 
chungen 

siös  (w,  —  CD^)      sin  ^  («^  -  «j)       sin  -  (»i  -  «^ 

+  —^17:^ +         W-'      =0. 


Vri 


Vra 


Vf^ 


sin- (cöB^  »4)     sin  5(0)4—102)     «in  ^(»a—  «,) 
+  --A7:: +       ^ 


Vra 


Vra 


Vr4 


genau  erfüllt  werden,    wobei  ich  mich  aber  jetzt  nicht  länger  auf- 
alten  will,  da  es  mir  zunächst  nur  darauf  änkaiih,  die  Methode  zu 
zeigen  und  möglichst  deutlich  zu  erläutern. 
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lieber  die  von  Asymptoteiichordeii 
amlifillten  Curven. 

Von 

Herrn  O.  Bermann, 

Hälftlehref  am  Gymnatinm  zu  Wetzlar.' 
(Vergl.  Tbl.  XIV.  Nr.XXVlI.  S:382.  ThI.  XVI.  Nr.  XV.  S.  179.) 


Im  Folgenden  werden  noebm&h  diejenigen  Curven  betrachtet» 
welche  von  den  Asymptoteneborden  gegebener  Kegelschnitte  in 
dem  Falle  umbüllt  werden  ^  dass  der  entsprechende  Pol  sich 
ebenfalls  In  einem  Kegelschnitte  bewegt.  Das  Frühere  soll  hier- 
mit theils  vollständiger,  theils  richtiger  dargestellt  werden;  doch 
wird  es  gewiss  mOglich  sein ,  ausser  den  hier  betrachteten  Fällen 
noch  anoere  abzuleiten. 

Es  ist  bereits  bekannt^  dass,  wenn  die  Directrix  eine  Para- 
bel ist,  die  Umhüllungscurve  mit  ihr  zusammenfällt.  Indem  daher 
dieser  Fall  ausgeschlossen  wird,  lässt  sich 

als  einfachster  Ausdruck  der  Directrix  ansehen,   so  dass  mau  sie 
auf  zugeordnete  Durchmesser  bezieht.  Für  den  Pol  x\  yf  ist  dann 

die  Asymptotenchor.de  und 
Theil  XVII.  17 
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dereo  erste  DiffereotialgleichuDg.  —  Die  Gleichung  der  Bahn  sei 
allgemein 

«'  :y«  +  2«'a:y  +  ß'o!^  +  2yy  +  WV  +  €'=0, 
ihre  erste  Differentialgleichung  demnach 

rfa?'"~        y  +  o'^  +  Z    ' 
Setzt  man 
a:  — ä'=<,    y-y'=«»    ß^ß'=m,    3f+«'ar+/  =  >i, 

«'y  +  iJ'Ä +  «'=«'; 

80  hat  man   durch  Mentificirang  der  beiden  Ausdrifeke  (ilr  den 
ersten  Differentialquotienten : 

ßt_q^U'u-ß't 
oder 

und  daher 

1)  u*  +  ßfi  —  Sl=sO  Gleichung  de^  Asymptotenchorde; 

2)  «>-f  l^f^-f  2a'<tf— 2pic— 2^€+(Ds=0    die  Bahnglelcfaung,   wo 

in  a  ffir  ^  und  y^  x  ood  3f  gesetzt  sind; 

3)  tt*-p'<»-5eu-|7U+^«=fr. 

Die  Elimination  von    t  und  u  aus  diesen  drei  Gleichungen 
wird  die  der  UnhfiUungscurve  geben. 

Es  ist 

1)— 2):   mi:»^2a'iH  +  ijm'1f^i=Sl+m, 

«'X(l)— 3)):  2a:ßfi-^miu  +  gu-ßptrsa!Sl; 

woraus 

"""         2(a'#-jE>)         "^  mt  +  q 

Dies  gibt  die  Gleichung 
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Substitoirt  man  aber  die  ersten  der  vorstehendeo  Werthe  von 
u  in  Gleichung  1),  so  resultirt 

(TO«-M«^ft«*+4(m^— 2«'/Jp)<»  +4(9«+ /5pV-«'*Ä— ^  (Ä+«)  )<« 

+  4(a(2pa'-flr)^^(tf)< + (Ä+öi)«^4p«Ä = 0 , 

so  dass  man  die  bdden  Gleichongen 

I.    Ai*  +  iBP+iCfi  +  Dt+E=zO, 

iL     Afi+36fi+2Ct+D-0 

hat  n.  isi  die  erste  Abieifung  von  |.^  welclie  deshalb  zwei 
gleiche  Wurzeln  haben  muss. 

Durch  Elimination   von  t  aus  IL  und  L  oder  aus  II.  und  I. 

— *xn,: 

Bfi+2(fi+3IH+Ez=0 

ergibt  sich  sodann  als  allgemeine  Gleichung  der  gesuchten  Um- 
hiUttDgSGurve: 

[(3JB«-i4C)(3Z>a-2C£)-(iUB-J?D)«P 
=[(AE^BD)  (iAD^2ßC) + ßß^2AC)  (3Ä£-2CD)] 
X[(-i£-J?/)):(3ÄÄ-2C/>)  +  (3Z>*— 2C!E)(3i«l>  -flJfCy] , 

eine  complicirte  Form,  worin 

ist  Durch  andere  Eliminationsweisen  kann  man  die  Curve  av'ch 
in  verschiedenen  anderen  Formen  darstellen ,  wovon  noch  folgende 
hervorgehoben  werden  soll.  Die  Substitution  des  zweiten  Werthe» 
von  ti  in  Gleichung  1)  gibt 

HL    il^+2Ä<»+Cl»+2/)'<+JB'=0, 

wo 

ASl 


OiqHßl^ ß 


IT* 
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ist.    Bildet  man 

I.  +  III.— 2exII.:e<«+2(/>+Z>0f+£;+£'=O, 

80    folgt 

Die  SubstitatioD   dieses   Werthes    in  II.  gibt  als*  GleicbuDg  der 
Umhflilungscarve : 

+3ßC[^iD+D')^^  C(JB+£')  -  (D+ IT)^ 


+  2CC«[V  (/>+£>')•-  C  (£+£:o~  (/)+i»')  l+DC'ssO*). 


Hat  man  Shnliche  und  äfanlicb  liesende  Kegelschnitte  als  Bahn 
und  Uirectrix»  so  ist  a':=:0^  ß==ß'9  äaher 

m^O;p:y  +  /;q:ßjp  +  S' 

oder,  wenn  man  die  Centrale  beider  Kegelschnitte  zur  Ordinaten* 
axe  wählt,  so  dass  d'  verschwindet: 

q=ßx;  A=0;  Ä==0;    C=C=^Hßp^  =  ß((ff'¥/)Hßa:^); 
Z>=— ^Ä+a,);    £=:(il+tt)S— 4j9*.$2;   /)'=0;  £'=— /Ja:*Ä. 

Die  Gleichung  der  Umhullungscurve   In  ihrer    suletzt    aufge- 
stellten Form  reducirt  sich  nun  auf: 


2Ctvz>2-c(JE;+£;o-/>]+c/>=o, 


2VI>*— c(£+i;o=/>. 

Quadrirt  und  reducirt: 


*)  Die  Gleichaog  ▼erelnfacht  sich  darch  die  frohere  ADnahme 
a'=0,  iDdem ,  wo  möglich,  diejenigen  sngeordneten  DorcbmeMer  der 
Directrix  zn  Coordinatenaxen  gewählt  werden,  welche  gleichzeitig  sn- 
geordnetea  DorchmeMeni  der  Bahn   parallel  sind. 
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3q^Sl+ay=4(qHßp*) [(Ä+w)«— 4;i«Ä— ^  Ä]  -flf«(Ä  +  a»)» 

(Ä+  »)«=4[(y+/)»  +  /J«>].Ä 

=4(»  +  y'«-sOÄ, 
(a-a,)«=4(y'«-8')Ä, 

4)  Ä— i»-2V"y«^'.  VÄ=0. 


Aber 


Also  ist 


oder 


a-a.  =  -2(/y-V)- 


(/y-V  )'=ö^-*'><»'+P*'+*> 


53      s'y«  +  (J(«'_y«)j:«  +(«'_e)y'y  +i  («  +  eO»_«y'«=0 

die  gesachte  UmiiflUiiogscurve,  ein  Kegelschnitt. 

Dasselbe  Resultat  ergibt  sich  ancb  folgendermassen.     Unter 
den  obigen  Bedingungen  wird  II.: 

4C<»+4ZX+£=0, 

D       >fD^—CE      ' 

*— ~^*         2C 

Weil  beide  Wancelwerfhe  gleich  sein  müssen,  ut  nnn 

/>•— CE=0 
die  Gleichung  der  Umhfillungscarre. 

D«-C£=^««(a+»)«-{/»"«'+/»Ör+yri[(Ä+«>)*-4(j,+yOiiß]=0, 
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was  sich  auf 

(Ä+»)«-4(/Ja:«+(^+yO*)Ä=0 

reducirt,  d.  h.  auf  das  bereits  vorhin  Entwickelte. 

Die  Gleichqng  des  DmhQihings  -  Kegelschnitts  lässt  sich  auch 
schreiben : 

woraos  erhellt,  dass  sein  Bfitfelpunkt  auf  der  Axe  der  y,  d.  h. 
ebenfalls   auf  der  Centralen   von  Bahn'  und  Directrix  in  der  Ent- 

fernnng  (a — ^OkS*  ^om  Mittelpnnkte  letzterer  liegt,  und  dass  auch 
er  hinsichtlich  der  Lage  mit  jenen  beiden  übereinstimmt/) 

Sind  Bahn  und  Directrix  Ettipsen,    also  ß  positiv  (c'— 7^  ist 

immer  ^0)»    so    bedingt  das  Vorzeichen  von  ^  die  Natur  des 

UmhClllungS' Kegelschnitts.  Da  aber  £'  das  Product  aus  den  bei- 
den Segmenten  ist,  welche  die  Bahn  auf  der  Centralen  bestimmt, 
so  Ist  derselbe  eine  Hyperbel,  wenn  beide  von  gleichem  Vorzei- 
chen sind  oder  e'  positiv  ist,  eine  Ellipse,  wenn  sie  ungleiche 
Vorzeichen  haben. 

Schneidet  daher  die  Bahn-Ellipse  die  Centrale  in  zwei  zu  ver- 
schiedenen Seiten  des  Mittelpunktes  der  Directrix-Ellipse  liegen- 
den Punkten ,  so  ist  di^  yiijbiillungscui(ve  eine  Ellipse ;  liegen  sie 
aber  auf  derselben  Seite,  eine  Hyperbel;  geht  endlich  die  Bahn 
durch  den  Mittelpunkt  der  Directrix  selbst,  so  verschwindet  t' 
und  die  CmhüUungscurve  geht  in  die  Parabel 

7)    /Jy'«.i:a+fy'y+f/®-j£^=0     . 

oder 

über,  welche  die  Centrale  zum  Durchmesser  und  da,  wo  sie  von 

ihr  geschnitten  wird,  eine  in  der  Entfernung       .  ,—    der  Abscis- 

senaxe  parallele  Linie  zur  Tangente  hat.  Da  der  Mittelpunkt  der 
Bahn  von  d^ai  der  Directrix  in  der  ^ntC^nuiig  j^rrF*^/  M<iS^  :H<^ 


')    Hier  ist 
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Dir  die  £Ulp«e  j    otgativ  ist,  so  ist  dis  Richtung  dieser  Parabel 

deiJMiigen  eDtgegengesetxt»  in  welcher  man  ven  letsterem  Mittel- 
punkte  Ksm  ersteren  gelangt. 

Hat  man  hingeeen  zwei  Hyperbeln ^  also  ß  negativ,  so  muss 
es  sich  offenbar  folgendemiassen  verhalten:  Wenn  die  Bahn  zu 
beiden  Seiten  des  Directrix- Mittelpunkts  die  Centrale  schneidet, 
8o  ist  die  Umhdllnngscurve  eine  Hyperbel;  schneidet  sie  dieselbe 
aber  auf  einer  Seite,  eiiie  Ellipse.  Für  €'=0  unterscheidet  sich 
die  resultirende  Parabel  nur  durch  die  entgegengesetzte  Richtung 
von  der  vorhin  betrachteten. 

Sind  beide  Kegelschnitte  concentrisch  oder  /=0,  so  ist  die 
UvbClIviigBairye 


*»+^*»+^^'=o 


•in  gleichartiger  und  fihnttcber  (eben  falls  concentrischer)  Kegelschnitt 

In  gerade  Linien  und  Punkt  kann  die  Gurve  nach  Gleichung6) 
nur  dann  degenerireo,  wenn  (a'— /*)(€-|-c')^  verschwindet  mit  deK 

Bedingung  £'oO,  also  entweder  f&r  e'  —  y'*=:0  oder  fBr  e'=—e, 

wenn  die  Bahn  nicht  durch  den  Mittelpunkt  der  Directrix  geht: 

1)    «'-./«=0. 

Ffir  ein  positives  p  ist  die  Bahn  der  Punkt,  dessen  ;r=0, 
y= — y,   d.  D.    der  Mittelpunkt»    auf  den  sie  sieh  reducirt  hat; 

dann  ist    aus  6)  y=   qJ^-     die  Gleichung  der  Umbüllungscnrve^ 

d.  h.  man  erhält  die  Asymptotenchorde  der  Bahn-Ellipse  fiir  die« 
sen  Punkt  ata  PoL  Reducirt  sich  auch  die  Bahn  auf  einen  Punkt» 

ihren  Mittelpunkt»  so  ist  e=0,  yz^-^  die  bezugliche  Gleichung, 

wie  es  auch  nach  dem  Früheren  sein  muss ,  well  die  Asymptoten- 
chorde eines  Punktes  >]ie  seine  Verbindungslinie  mit  dem  Pole 
halbirende  Senkrechte  ist 

Für  ein  negatives  ß  ist  die  Bahn  ein  System  zweier  Geraden, 
d.  h.  die  Bahn  -  Hyperbel  reducirt  sich  auf  ihre  denen  der  Direc- 
trix parallele  Asymptoten.  Für  e=0  reducirt  sich  auch  die  Di- 
rectrix-Hyperbel   aur  ihre  Asymptoten.    Auch  dann   ist  die  Um- 

büllnngscorte  dieselbe  Gerade  y=   J^-  »   d.  h.  die  Asymptoten. 

chorde  des  Babnmittelpunktes  oder  des  Punktes,  in  welchem  die 
beiden  Geraden»  welche  die  Bahn  bilden,  siph  schneiden.  Sie 
Ut  dann  identisch  mit  d^r  eemeinschaftlicben  Chorde  von  Bahn 
und  Durectrix,  was  auch  scbon  vorhin  bei  der  Ellipse  der  Fall 
war;  dies  erhellt  alich  aus  GIeicbung4},  welche  sich  auf.$2^-*oy=0 
reducirt.  Ist  £:^0  oder  hat  man  zwei  Systeme  paralleler  Gerades« 
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60  ist  iy=--5-/  die6erade>  aufweiche  sieb  die  UmhflHuDgscurve 

redacirt.  ^—  Alles  dieses  zeigt  sich  leicht  bei  der  Aiisfilhiinig  der 
bezdglichen  Constructionen,  weil  hier  fiir  keinen  anderen  PunM  der 
Bahn»  als  den  Mittelpunkt,    eine  Asymptotenchorde  möglich  ist. 

s        2)      €'=-£. 

Unter  dieser  Bedingung  geht  Gleichung  6)  über  in 

ist  also  ein  Punkt  für  ein  negatives  ^,  ein  Geradensystem  Air  ein 
positives,  da  b*  —  /*  immer  negativ  ist.     Da  aber  f'=— -e  und  e 


gememsct 

Bahn  und  Directrix  zugleich  Polare  des  Bahn -Mittelpunktes  für 
die  gegebene  Directrix  ist  oder  die  Punkte  verbindet.  In  welchen 
die  von  jenem  an  letztere  gezogenen  Tangenten  dieselbe  beruh« 
ren.    Es  ist  nämlich  die  Gleichung  der  gemeinschaftlichen  Chorde 

die  Chordale  des  Poles  d?'=0,  y'=— /   fiSr  die  Directrix' 
findet  sieh,  wenn  man  in  der  allgemeinen  PöLargleidiung 

«=0,    y=0,    d=0,    x'=0,    y'=—f  setzt,  ebenfalls 

=— y'y  +  €=0  pdery— -,=0. 

Tritt  daher  dieser  Fall  ein,  so  reducirt  sich  fär  zwei  ähnliche 
Ellipsen  die  Umhüllun?scurve  anfein  System  zweier  Geraden ,  d.  h. 
auf  die  beiden  Tangenten  an  die  Bahn  in  den  Durchschnittspunk- 
ten  derselben  mit  der  Directrix.  Ausser  diesen  schneiden  sich 
dann  auch  alle  anderen  Asymptotenchorden  in  einem  und  demseU 
ben  Punkte,  dem  Bahn -Mittelpunkte,  so,  dass  jene  beiden  Gera- 
den  die  Grenze  bilden,  über  welche  hinaus  nach  dem  Mittelpunkte 
der  Directrix  zu  keine  Asymptotenchorde  lallt  Ffir  zwei  ähnliche 
Hyperbeln    stellt  die  UmhfiUungscurve  unmittelbar  diesen   Babn- 
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mittelpunkt  vor;  es  findet  also  derselbe  Ssts  aach  hier  Statt; 
d€>ch  gibt  es  keine  Grenze  för  die  Lage  der  sich  in  ihm  schnei- 
denden Asyniptotenehofden.  (Vergl.  die  Berichtigung  am  Schlu/sse 
des   vorigen  Aufsatzes). 


.    Ffir  den  specielien  Fall  zweier  Kreise  gilt  das  für  die  Ellipsen 
bereits  Gezeigte.    Es  ist  dann 

Gleichung  der  Bahn :   .     w :  (y — yo)*  -f  ar* = JB* , 

„  der  Directrix:    fi:y*+j:*==r*; 

also 

^=/3'  =  l,    e=ra.    «'=3^«-.««,    /=-yo. 

Die  Gleichung  der  Umhfillungscurve  wird 

»')      (Ä«-yo%»+Ä»^+r»o«- («•+»■•)  law 

oder  . 

ein«  Hyperbel  oder  Ellipse 9  je  nachdem  jfo  >  oder  <  A  ist;  eine 
"^      ■  el: 


Parabel 


oder' 


faryo=Ä- 


^'=^(y-yo-^^) 


.•=^(y-Ä-JÄ) 


In  dem  oben  betrachteten  Falle,  wo  die  gemeinschaftliche 
Chorde  zugleich  Polare  des  Bahnmittelpunktes  ist,  schneiden  sich 
die  beiden  Kreise  rechtwinklig,  so  dass  yo^=R^+T^  ist«  Die 
Gleichung  der  Cmhüllungscurve  60  reducirt  sich  dann  auf 


oder 
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d.  h:  auf  das  System  der  beiden  Geraden 

y+ra:  — 3Ä,=0    and    y— nr^yo=0, 
die  sich  auch  scbreibeD  lassen : 

yo      tfo,  3^0     yo 

'  r  r 

d.  b^  auf  die  beiden  vorhin  erwähnten  Tangenten,  und  alle  Asyra- 
ptotenchorden  S4sbneiden  sich  im  Bahomittelpaskte  y=yo>  ^=0. 

Beruhren   sieb   die  beiden  Kreise  von  Aussen  oder  Innen*), 
so  ist  yo=^±^9   u^^  ^^^  Gleichunt^  der  UmhflUnngscurve  wird 

Sind  diese  Kreise  eoncentrisch  >  so  folgt 

also  ebenfalls  ebi  concentrischer  Kreis  vom  Radius  —3- — *    wie 
auch  eine  leichte  Constniction  zeigt. 


Ist  die  Bahn  eine  Hyperbel,  die  Directrix  ein  System  sweier 
ihren  Asymptoten  naralleier  Geraden  y=J:a;V^—/?,  so  hat  man  ß 
negativ,  c=0.    Es  resultirt  dann  als  Umhullungscurve. 

Die  Natur  der  Curve  erhellt  ans  dem  Vorhergehenden  und  es 
ist  aus  6^^)  erAichtlich,  dass  ihr  Mittelpunkt  auch  der  Halbirungs- 

5 unkt  der  Centralen  ist.  Ist  e'=0,  d.  h.  geht  die  Hyperbel  durch 
en  Durchschnittspunkt  der  beiden  Geraden,  90  ^ht  Gleichung  6^ 
in  ar=0  fiber  oder  die  €urve  reducirt  sich  auf  die  Centrale  selbst, 
mit  welcher  dann  alle  Asymptotenchorden  parallel  sind. 

Sind  sie  concentrisch ,  d.  h.  betrachtet  man  die  Asymptoten 
einer  Bahn-Hyperbel  als  Directrix,  so  ist  /=;0,  also 


*)    wobei   natürlicli    im   letzteren  Falle  die  Direotrix   innerhalb  der 
Bahn  liegt  and  daher  dann  /?>>r  gedaclit  werden  muM. 
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die   UmhfiUungscurve,    eine  der  Bahn  in  der  halben  Eotfernung 
Ton  den  Asymptoten  parallele  Hyperbel. 


Im  Allgemeinen  kann  man»  wenn  die  Directrix  ein  System 
Bweier  Geraden  ist»  dasselbe  so  Coovdinateriaxen  nehmen >  so  dass 
man  hat 

Die  Gleichung  Her  Asymptotenchorde  des  Poles  x'»  «f^  findet  sich» 
di^  die9e||»e  nichts  and^raiF  ift»  als  die  Verbii^dangsTlni^  d^  bei- 
den ^Punkfe^  |ir(i^if  ein  sicl|  im  gegebenen  Pole  scqneid^ndes  deo|' 
obigen'  paralleles    ueradensystem   es   schneidet»    wenn  man    die 
Gleichung 

des  letzteren  von  A=0  abzieht»  also: 

Ä-Ii«  =  », 

deren  erste  Differentialgleichung 

du a 

dt  ""       i 

ist.  Hieraus»  so  wie  aus  der  allgemeinen  Gleichung  od'  der  Bahn  und 
deren  erster  Differentiaigleicliung  zieht  man  analog  dem  Früheren 
die  Gleichung 

und  hat  folglich: 

1)    to--Ä=0,    wo  Sl=xy;  . 

oder 

2)    ««+/?'<«— 2po-27l  +  2a'Ä  +  «=0; 

Ä 
Snbstituirt    man     r-   für  U  in  2)»  so  resnltirt 
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wo  S=2a'52-fo)  ist. 

Ferner  ist  2)  —  3): 

iß'fi-^Sqt^pu  +  S=0; 

macht  mitn  hier  dieselbe  Substitution,  so  folgt 

II.    2ß'fi^3qfi+Si-pSl:^0, 

welche  Gleichung  die  erste  Ableitung  von  L  ist,   so    dass   diese 
zwei  gleiche  Wurzeln  hat. 

Sodann  ist  *XlI.    ~2xl.: 

Fortgesetzte  Elimination  zwischen  11.  und  letzterer  Gleichung 
fQhrt  zur  Gleichung  der  Cmhüllungscurve  in  folgender  Form: 

4)     Ä  (PjP-Ä«)*  =  (PQ'^QR)  {P'Q^  Q^R) , 
wo 

/^=:2S— 3p«, 

R-iß'Sl-pq 
ist. 


Besondere    Fälle. 

Ist  die  Bahn  eine  Hyperbel,  deren  eine  Asymptote  einer  der 
Geraden  des  Systems  der  Directrix  und  zwar  der  als  Abscissen- 
axe  angenommenen  parallel  ist,  so  hat  man 

/5'=0,  ft=-39«,  />'=:2S-3p«,  0=^5,  Q'=ipS-6gSl,  R=z^q 

und  • 

p^y+i^x+y,    g=^a^y+d\     S=:y«+4«'xy+2/v+2Ä'^+c'. 

Dies  gibt  die  UmhüUungscurve 

Ä^(4/j«— 3iS)«=(95Ä-pS)(S«— p«S-3pgß) 
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oder 

Ist  überdies  noch  Ö'^O,  '/^O,  so  ist  die  Abscissenaze 
selbst  Asymptote  und  die  Ordinatenaxe  geht  durch 'den  Mittel- 
punkt der  Bahnhyperbel.  Die  vorstehende  Gleichung  reducirt 
sich  auf 


■Ist  die  Bahn  eine  auf  das  System  der  Oirectrix  als  zugeord- 
nete Durchmesser  bezogene  Ellipse  oder  Hyperbel ,  so  ist 

a'=0,  /=0,  *'=0,  P=/3'(2«>-3/3'ar«),  />'=2»-3sf«, 

und  man  erhält  als  Gleichung  der  UmhflIInngscnrve: 
©apw  — 3(ya  +  /S'ar«)]« 

oder,  da  y*+/5';i:*=ai— «'  ist: 

a,«(«o-3«0*=  (»*-9/JVa:«)  («*-9«y). 


d.  h. 


8  


8)  y^+ß'^He'-S V^/Jv*y =0, 


Ist  die  Bahn  ein  Kreis  vom  Radius  r,  die  Dhectrix  ein  Sy- 
stem a^weier  auf  einander  senkrechter  Diameter  desselben ,  also 
ß'=^l,  €'^ — r^,  so  heisst  die  Umhfillungscurve: 
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oder  filr  den  Radios  1 : 

Ist  die  Bahn  eine  gleichseitige  tlyperbel  ittit  demselben  Ra- 
dius, so  ist  die  Cuihflliungseurve : 

oder 

Unter  einer  anderen  Form  ergeben  sich  dieselben  Curven  aal 
folgende  Weise. 

Die  drei  Gleichangen  1),  2),  3)  werden  in  unserem  Falle: 

10    ittzsitfß, 

3')    u(u-^)=^ß't(t^x). 
Substitoirt  man   ans    1)    «c^y^  in  3),*  so  resoltirt: 

Dies  in  2)  substituirt,  gibt: 

1 
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oder  bei  Ausziehang  der  Kubikwurzel: 

6)    yl+^'tel-ff'I^Os 

wa«  mau  auch»  von  der  Bahngleicbung  €fly^^tl^a^=za^b'^  aua- 
gehend » 

schreiben  kann.  FSr  den  Fall  des  Kreises  stellt  sich  die  Curve 
in  der  Form 

yl+a:l=n**) 

dar.  Ohne  Schwierigkeit  lässt  sich  jedoch  die  zuletzt  gefundene 
Form  auf  die  erste  in  5)  zurückfuhren.  Man  hat  zu  diesem  Ende 
die  Gleichung  6)  bloss  zu  schreiben: 

yl  +  ^la?l  =  — c'l 

und  wieder  in  die  dritte  Potenz  zu  erheben»  wodurch  man  natür- 
lieh  wieder  ^u  der  Gleichung 


gelangt»  von  welcher  man  ausgegangen  war.    Es  ist  aber 
und  da  jetzt  an»  CHeichung  6)  bdi^annt  ist»  dass 


*)  Die  Corre  steht  sa  der  Briin-fcTelate  in  Aflbiitat  nnd  wird  ihr 
ideatifch  f&r  a*:fd*=a*d*,  m.8.  Magnat  Sammlang  Ton  Aufgaben  etc. 
S.  40«. 

«*)  Ee  ist  klar,  da»  die  MigonslA»  der  Rechtecke,  welche  man 
dadarcb  erhält,  dact  man  Ton  einem  Punkte  der  Kreitperipberie  Perpen- 
dikel auf  die  beiden  gegeneinander  eenkrechten  DnrchmeMer  fällt,  d.  b. 
die  in  R^de  f tehenden  Atjroptotenchorden ,  gleich  dem  Radtne  dei  Krei- 
ses sind*  Dieselbe  Carve  wird  alse  resnltirim ,  wenn  man  eine  gerade 
Linie  tob  der  Länge  des  Radios  des  gegebenen  Kreises  so  bewegt,  dass 
ihre  Endpunkte  an?  den  beiden  Durchmessern  bleiben.  Sie  ist  die  Hvpo- 
eydoide,  in  welcher  der  Radios  des  ercenge^den  Kreises  =(  Ton  «lem 
des  festen  ist;  m.  s.  MagnasS.  444. 

Aebniicbe  Besiehnngen  lassen  sich  anch  bei  der  allgemeinen  Corre 
6')  so  den  radii  vecteres  der  Bahn  anfstellen. 
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80  hat  man 


und  daher  wieder  die  firfihere  Gleichung  5). 


Hat  mau  eine  Parabel,   welche  auf  das  System  der  Directrix 
als  zugeordnete  Durchmesser  bezogen,  deren  Glei(ihung  also 

ist,  80  ist 

Cf'srO,  /?'=:0,  y'=0,  €'  =  0,  (ö:y«+2Ä'a:,  p:y,  g:8\  Sim; 

/^=2»— 3ya    oder    4i'ar— ^«, 
Q  =  ö'm  oder  ^'(3^«  +  23'.t)  , 
Q'=:yi»-.6d'Ä  oder  y(y«-4d'^). 

Die  Gleichung  der  Cmhüllungscurve  ist  demnach 

reducirt: 

y4-12d'a:y2  +  SWajr^zsy*— llÄ'ary*  +  28d'»:r«, 

eine  auf  dasselbe  System  der  Directrix  bezogene,  der  Bahnpara- 
bei  entgegengesetzte  Parabel  mit  dem  vierrachen  Parameter  der- 
selben. 
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Zum  Schlüsse  soll  noch  die  Umhöllongscurre  der  Bafanpara 
bei«  za  welcher; die  beiden  Geraden  des.  Systems  der  Directrix  Tan- 
genten sind,  b^tracbfet  werden»  Bezeichnen  a  und  ö  die  Seg- 
mente, welche  dieBahnparabelatif  den  beiden  Tangenten  bestimmt, 
so  ist  ihre  Gleichung  bekanntlich 


^Vf+vr='. 


woraus 

Aus  der  Gleichung  ftt~:ry=:0  der  Asymptotenchorde  folgt 


80  dass  also 


du     .     u 
dt  '^^  t 


ti»_fl(y— m) 


ist.  Substituirt  man  -^  fiSr  ?i  in  letztere  Gleichung,  so  resultirt 


t*  "  bt'    x^t 

T^r — *<' 


'=?=-ft 


Die  Gleichung  der  Umhfillungscurve  ist  demnach 
Thell  XVII.  1» 


Digitized  by 


Google 


HS 


Quadrirt: 

Hieraus  dia  Kubikwurzel  gezogen: 

8. 


»)  V"j+Vl='. 


welche  Gleichung  sich  ▼on  der  der  Bahoparabel  durch  die  Kubik- 
wurzeln statt  der  Quadratwurzeln  unterscheidet  Ole  Curve  hat 
dieselben  beiden  Tangenten  und  Tangeotialpankte ,  was  übrigens 
schon  aus  der  allgemeinen  früher  dargethanen  und  bei  allen  obi- 
gen Fällen  ersichtlichen  Eigenschaft  der  Umhfllluog^cnrven  hervor- 
geht^^dass  sie  durch  die  Durchschnittspunkte  der  Bahn  mit  der 
Directrix  gehen,  resp.  in  denselben  Punkten  berahren. 
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VI. 

Heber  die  Nfeper'scheii    und   Oanss'** 

sclieii  Oleichunseii  in  derspliärischen 

Trigonometrie. 

Von 

dem   Heraasgeber. 


Als  ich  die  in  dem  Aufsatze  ThI.  XVI.  iNr.  XVi.  mitgetheilte 
einfache  Herleituni^  der  drei  ersten  Systeme  von  Grandformeln 
der  sphärischen  Trigonometrie  gefunden  hatte ,  lag  der  Wunsch 
sehr  nahe,  eine  eben  so  leichte  Uerleitung  des  vierten  und  Hinf' 
ten  Systems  von  Grnndformeln  der  genannten  Wissenschaft,  näm- 
lich iet  nach  Neper  und  Gauss  benannten  Gleichungen,  zu 
besitzen,  da  alle  bis  jetzt  —  wenigstens  mir —  bekannten  Her- 
leitnngen  dieser  Formeln  keineswegs  so  einfach  und  leicht  sind, 
wie  man  im  Interesse  des  mathematischen  Unterrichts  wQnspben 
mochte,  und  mancherlei  zum  Theil  ziemlich  künstliche  Verwand- 
lungen in  Anspruch  nehmen.  Meine  ersten  in  dieser  Beziehung 
^  angestellten  Versuche  hatten  jedoch  nicht  den  gewünschten  Erfolg, 
und'  ich  legte  die  Sache  wieder  bei  Seite.  Eine  gelegentDche 
Unterhaltung  mit  einem  geschickten  Gymnasiallehrer  der  Mathe- 
matik, in  welcher  derselbe  meiner  früheren  Bemühungen  mit 
freundlicher  Anerkennung  gedachte,  und  bemerkte,  dass  auch  ihm, 
insbesondere  bei  dem  Privatunterrichte  von  Leuten,  die  sich  auf 
praktische  Staatsprüfungen  vorbereiteten,  ---  da  ja  wenigstens  auf 

Sreussischen  Gymnasien  die  sphärische  Trigonometrie  nicht  mehr 
as  Glück  hat,   in  den  Kreis  des  mathematischen  Unterrichts  ge« 
zogen  zu  werden,  —  die  Neper*schen  und  Gauss*schen  Gleichun- 


18* 


Digitized  by 


Google 


260 

gen  immer  Schvrieriekeiten  gemacht  hätten ,  ja  das«  er  sich,  um 
seinen  Schulern  volhg  verständlich  zu  werden  und  dieselben  tfich- 
tig  zu  roacben,  die  Prüfung  auch  in  der  sphärischen  Trigono- 
metrie mit  Gtfick  bestehen  zu  können,  bei  dem  Beweise  der  ge- 
dachten Gleichungen  oder  Analogieen  zu  einer  Art  von  Schema 
seine  Zuflucht  zu  nehmen  genothigt  gesehen  habe,  brachte  mir 
vor  einigen  Tagen  diesen  Gegenstand  wieder  in  Erinnerung,  'und 
ich  war, —  wie  ich  wenigstens  hoffe,  —  so  glQcklich,  diesmal  eine 
Beweisart  zu  finden,  die  ich  fiir  so  höchst  einfach  und  leicht  halte,  dass 
ich  mich  jetzt  fast  wundere,  wie  dieselbe  bisher  mir  und  wahrschein- 
lich auch  anderen  entgehen  konnte.  Diese  Beweisart  werde  ich 
nun  im  Folgenden  mittheilen  und  zugleich  den  Weg  andeuten,  den 
man  bei  deren  Entwickelung  bei'm  Unterrichte  nach  meiner  Mei- 
nung am  besten   einschlagen  durfte. 


II. 


Wenn  man  bei  dem  Unterrichte  zu  dem  zweiten  Systeme  von 
Grundformeln  gelangt  ist,  so  fuhrt  das  Bedurfniss,  diese  Formeln 
zur  loffarithmischen  Rechnung  bequem  einzurichten,  sogleich  und 
ohne  die  geringsten  Schwierigkeiten^  zu  den  allgemein  bekannten 
und  in  jedem  Lehrbuche  der  sphärischen  Trigonometrie  sich  fin- 
denden Formeln  für  die  goniometrischen  Functionen  der  halben 
Winkel  des  sphärischen  Dreiecks,  nämlich,  wenn  wie  gewuhulich 

*  =  ^(a+6-|-c)  gesetzt  wird,   zu  den  Formeln: 


sin#sin(« — a) 
cos,     -  — -' 


sin6sinc 


sin(i— 6)sin(#  —  c) 


i "      yi  sin6sinc 

1  ^     4/  sin(i  —  6)sin(i— rc) 

tang7vil=V  — ^-: //        V — -* 

°  2  V         sindrsin(«— n) 

und  in  ähnlicher  Weise  ßir  die  fibrigen  Winkel  des  Dreieckig. 

Nachdem  man  aber  diese  Formeln  gefunden  hat,  liegt  der 
Gedanke  nicht  fern,  auch  für  die  goniometrischen  Functionen  der 
halben  Summen  und  Differenzen  zweier  Winkel  des  sphärischen 
Dreiecks  bequeme  Formeln  zu  haben ,  und  weil  aus  dem  Cosinus 
und  Sinus  sich  immer  leicht  die  Tangente  oder  Cotangente  ergieht, 
so  greifen  wir  naturlich  zunächst  nach  dem  Cosinus  und  Sinus 
der  halben  Summe  und  der  halben  Differenz  zweier  Winkel  unse- 
res Dreiecks,  und  entwickeln  dieselben  wie  folgt. 

Bekanntlich  ist 
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sin  2  (-^db^)  =  »in  ^  Acos  5  Ädb<508  5  Asin  0  Ä ; 
alüo  Dach  den  obigen  Formeln: 

2^    ±     ^         yl       sinbsinc       If       slnosinc 

A  rsin(f— 6)8in(i— c)  ^ ^TalnCi— a)sin(i — c) 
'  If  8in6siuc  If  sinosinc 

8ini  T  sin  (i' — c)a /^8in(f — g)8in(i-T6) 
sine         Y  siDosinA 

[Sin5CC08(*—  n^)  1 

— i 1 —  ®'"2  ^ 

sinrccos^^c 

Icos  öe8in(f  —  5  c)         I 

"TT i — **'°2^ 

sin^ccos^c 

/cos^fa+Ä)         I 

'  1 HinäC 

CO85C 

|8"»nr>(«+Ä)        1 

— I sin  2^; 

sinr^c 
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2(^±£f^-     Y  sinAsinc  If       sinasinc 

A  /  sini8in(f— o)  ^ Ar8iD(f— a)sin(i-*-c) 
*\       sinftsioc        1  sioasioc 


—    »»»(*— ft)  J:  «tD(t— g)4rslnf 8ip(f — c) 
sine  If       8ioasin6 

I  sin  (s — 2  (ö+ft))coB  2  (a~6         ^ 

j j cos  g  C 

sin&cco9  5C 

jcos(ä^  2  (a+Ä))8in  2  (a-Ä)        ^ 

j 1 cos  2  C^ 

jBin^^ccosäC 

fco8g(a— 6)        ^ 

1— cos,-C 

cos^c 

/smg-(a-6)        j 

T COS  5  C. 

sin  5  c 

So  haben  wir  also  in  zwei  Zügen  die  vier  Gauss'scben  Glei- 
cbungen : 

cos^  (^  +  B)  cos  2  c=cos2  («  +  *)sin  ^  C, 
sin^C-^  +  Ä)cos2C=cos2(a— Ä)cos2  C, 
cos  5  ( i4  —  jB)  sin  5C=siD  ^  («  +  *)«>"  §  ^' 

sing(il  —  jB)sin5  c=sin  5  (o — 6)  cos  ^  C 

gefanden.  « 

Um  Dan,  nach  der  schon  oben  semachten  Andeutung »  auch 
Formeln  ffir  die  Tangenten  der  halben  Summe  nnd  der  halben 
Differenz  zweier  Winkel  zu  erhalten,  dividiren  wir  mit  der  ersten 
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der  vier  Torbn^ebeiiden  GleicbuDge*  in  die  sweile^  mit  der  drit 
ten  in  die  vierte.    Dies  giebt: 

j  cosö  (a— 6)        , 

tkng^^(A+B)= j cot|^  C. 

cosg(a+6) 

taog  ^  (^-Ä)  = J-» cot  2^  C. 

6in^(af6) 

Der  Gedanke  liegt  endlicb  nabe,  Aebniicbesf  aocb  (fir  die  Sei- 
ten des  Dreiecics  zu  leisten.  Desbaib  dividiren  wir  nocb  mit  der 
ersten  Gleicboug  In  die  dritte,  mit  der  zweiten  io  die  vierte. 
Dies  giebt: 

j  cosgCJ-Ä)         j 

iAüg^(a  +  i)=z  — j tang^c, 

cos  ^(A-i-B) 

j  sin^(i|--^         j 

tango(a— 6)= — j tang^i$. 

sin|-(.<+Ä) 

Die  vier  vorbergebenden  Gleicbuneen  sind  die  Neper'scben 
Gleicbnnßen,  nnd  so  ist  die  ganze  Sadie  in  der  kürzesten  Weise 
▼ollstäDdig  abgetban. 


lU. 

Man  ni9ge  mir  verleiben»  wenn  leb  jetzt  beban]»te,  dass  so- 
wobl  die  Gaossscben,  als  aucb  die  Neper^scben  GleicbuD^en, 
streng  seDommen  und  in  gewissem  Sinne«  blosse  Identitäten  sind, 
was  sicn  auf  folgende  Art  nacbweisen  lässt 

Die  Ganss'scbeo  Gleicbungen  kam  mao  nämticb  auf  folgende 
Art  scbreiben: 
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Hebt  man  ia  diesen  Gleichungen  auf,  was  sich  aufheben  l&ast, 
so  werden  dieselben: 

% 

8ini-*6ia(f— c)_  __?_____ 
sini;  ""  1 

sin(i-6)+  sind-  a)      ^^*  2  <«^^^ 


sior  1 

coi 

.    1 


COS5C 


sine  .    1        ' 

sin  5  c 


sin(f--A)-sin(f^a)     ^'°2^^^*> . 

SIDC  .     1 

sin^c 
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Idi  glaube  hieroAch  io  iOr  That  nicht »  viel  za  behaupten, 
wenn  ich  behaupte»  daaa  sowohl  die  Gnoaa'Bchea,  als  auch  die 
Neper'schen  Gleichongen,  streng  genommen,  blosse  Identitäten 
sind,  was  freilich  von  sehr  vielen,  meinetwegen  von  allen  mathe- 
matischen Gletehungen  gilt;  es  kommt  am  Ende  nur  auf  den  gros- 
seren oder  geringeren  Grad  der  Leichtigkeit  an,  mit  weldiem 
dieselben  Identisch  gemacht  werden  können.  Im  obigen  Falle  liegt 
aber  die  Identität  gewiss  sogleich  vorAugen^  weon  man  die  Sache 
nur  aus  diesem  Gesichtspunkte  betrachtet,  und  gleich  von  vom 
herein  davoo  ausgeht,  aie  genannten  Gleichungen  auf  die  Form 
Identischer  Gleichungen  zurückzafiihren,  wie  ich  im  Vorhergehen- 
den gethan  habe.  Das  Vorhergehende  kann  natürlich  auch  als 
efai  neuer  Beweis  der  In  Rede  stehenden  Gleichungen  gelten. 


IV. 


Ueberhaupt  führen  solche  Identificirungen  wie  die  vorherire- 
henden  manchmal  so  bemerkeuswerfhen  Resultaten,  und  man  sollte 
mehr  auf  dieselben  achten ,  und  sie  Öfter  in  Anwendung  bringen, 
wie  ich  jetzt  noch  an  ein  Paar  Beispielen  zeigen  will. 

Die  Identität  der  Gleichungen 
*""<'-«>V      sin«iin(i-:^r  =  **"<'-*>V       sintsin(t-^) 

ftllt  auf  der  Stelle  in  die  Augen,  weil  diese  Gleichungen  olchts 
weiter  sind  al«  die  Gleichungen  « 

V  8in(f — a)  sin(f — 6)sin(*— f )  =  Vliin(«— a)8in(*— 6)sin(i^— c) 
=  V^8in(s— a)sin(s— 6)sin^j — cj. 

Die  in  Rede  stehenden  Gleicfcngen  fähren  aber  mittelst  der  aus 
dem  Obigen  bekannten  Formeln  f&r  die  Tangenten  der  halben 
Winkel  auf  der  Stelle  zu  den  Gleichungen 

sin(f  — #0  tang  s*  i<=sin(i^— 6)tang  5-  Ä=  sin(t .— c)  tang  g-  C . 

Eben  so  leicht  erhellet  die  Identität  der  folgenden  drei  Glei- 
chungen: 

,    arsinC*  — «)8in(*  — c)    4  TsinC« —  a)sin(f — ^T 
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....        .'  «  rsiD(f — rt)rfn(«— 6)   A  ftsinis — 6)8in(i— c) 
«.n(.-6).Ä8.D*V       Jio,8in(.-c)        V  -V,n,V.«(.^r' 

,  ,       ^        ,    4/"sin(f — 6)8in(«  — c)  4 /"»in(«— «)8iii(i— e) 
$in(«—c)  =  Sinti/  — ^ — r-.        > — ^'\  — ^ — / ,      ,.   ^- 
•    ^       '*  ▼       8in*sin(*— «)         w       gmtsinu — o) 


Also  istn^b  bekannten  Formeln: 

sin(*— a)  =  sinA'tangg-  -Btang  0  C , 

siii(Ä — 6)  =6in5tang  «  Otang  j^-  A , 

sin(*— c) = Sinti  ang  5-  iltang  5-  Ä . 

In  diesen  Gleicbungen  sind  aber  die  Neper'achen  Analc^ee» 
entbalte^i)  oder  aus  denselben  sind  diese  Analogieen  sehr  lewht 
abzuleiten.    Denn  zuerst  ist 

^       1  _  —  sin(*-<f)' 
tang^^±tang^^  ^  aJn(.^)±^ni£-o) 

j  l2sin^ccoSa  (ii~6) 

8ino(^±Ä)     l w r 

2  ^    -^    ^    1  8in(f— a) 

eos  2  ^sin  ^Ä  J2cos|^  c  sm  ^  (a-^*)      . 

[  sin(f— a)         ' 

also  durch  Division: 

— j- =tang2(fl-6)cot2  f. 

sin^C-^^^) 

Ferner  ist 
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folglich,  wenn  man  diese  GrOssen  von  der  Einheit  snbtrahirt  und 
am  denselben  addirt: 

cosziiA-l-B)         .    —  .  , 
2  ^   —    ^  _  gin<Tsm(i— c) 

1   .       1  ->  *~  sin«      ~  * 

COS^^COSö^ 


i 


12  sin  2  c  cos  2  (a+b) 
cosg-(i<±l?)  ^   J  iiSi 

cos  2  ^cos  2  Ä        pcos  2  <?  s>^  o  (  ö  +  *) 
\  sint  * 

also  durch  DiTision: 

COSjC^— ^  I  I 

— 1 =  tang5-(a+*)cotoC. 

co8^(A+B) 

f 
Weil  nun  nach  dem  Vorhergehenden 

sin  2  (^+-B)        2  sin  2  ccos  ^  (o— ä) 


1   ^  •   1  o  sin(f — a)  » 

cos^Jsinn» 

coso  (-^+^)        2sin2  ccoHrt  («+*) 


und 


1   .       In  'Sin« 


sin2(-^— -ß)        Scos^csißoC^""^) 

1    .  .    1  j^"  sin(*-^ 

cos^-iisin^^ . 

2  _  '2cos  gr  c  sm  o  (0+*) 

2^cos2 


cesü-ilcosci  B  sins 


Theil  XVII.  19 
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ist;  80  eriiält  mao  darcfa  Division: 

cos  2(0+©) 
1  1  sin^ia^)         ^^ 

Aber  nach  dem  Obigen:  ' 

toDgjÄtaiigjC=— jjjj      • 
Alsd,  wenn  man  moltiplidrt: 

j  co85(a-6) 

taBg2M+Ä)taog2  C= i ' 

cogg^(o-f6) 

tang  2  M-ß)tang  ^Csx 1 

slnj(a+6) 

So  ist  man  jetzt  wieder  zu  den  vier  Neper'schen  Gleichungeii 
gelangt. 
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vn. 

Iieiclitrassliclie    Kohstmktloii    einer 

ITlftcbe     des    aEwelten    Orades,    ^on 

welcher  nenn  Funkte   beliebig 

seselben  slnd«^ 

Von 

Herrn  Fr.  Seydewitz, 

Okwfobror  m&  GynDMlam  su  HelligeBttadl. 


(Vgl.  die  Abhaadlang  im  9ten  Theil,  S.  168^214.) 

Aufgube   1. 

Wenn  von  eiDem  eiDfachen  Hyperboloid  irgend 
zwei  in  ihm  liegende,  einander  nicht  schneidende 
Gerade  A^  Aj  und  iri^end  drei  Punkte  a,ß,y  desselhen 
gegeben  sind,  alle  fibrigen,  in  ihm  liegenden  Geraden 
zu  finden. 

Auflusung* 

Durch  die  zwei  Geraden  A^  At  und  die  drei  Punkte  a,  ß,  y 
lege  man  die  drei  Paar  Ebenen  Äa  und  Aia^  Aß  und  A^ß,  Ay 
und  Atft  so  erh&lt  man  als  Durchschnitte  dieser  letzteren  drei . 
neue  Gerade  a,  6,  c  oder  A't  A\,  A'^.  Legt  man  nun  durch  zwei 
dieser  neuen  Geraden,  z.  B.  durch  A'  und  A\f  und  durch  jeden. 
Punkt  der  dritten  {A'^  neue  Ebeneapaare,  so  bilden  die  Durch- 
schnitte A^y  A^,  A^....  dieser  Ebenenpaare  die  eine  Schaar  der 
Geraden  eines  einlachen  Qyperboloids ,  zu  welcher  auch  die  ge- 
gebenen, A  und  A^  gehören;  und  legt  man  wiederum  durch  A 
und  Ai  und  jeden  Funkt  einer  beliebigen  dritten,  zur  nämlichen 
Schaar  'ffehdrieen  Geraden,  z.  B.  der  A^,  welche  durch  y  gehen 
mag,  anoere  Ebnenpaare,  so  bilden  die  Durchschnitte  dieser  letz^ 


19* 
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teren,  nämlich  d,  e,  /...  oder  A'^,  A'^,  A'^,..  die  andere  Schaar 
Gerader  desselben  Hyperboloids ,  zu  der  auch  die  a,  b,  c  oder 
A\  A\,  A\  gehören. 

Beweis. 

Denn  die  drei  Geraden  A'y  Ai,  A*^  werden  von  sämmtlicheD 
Geraden  A^  Ay  ^,  ^3,  A^...,,  und  die  drei  Geraden  A,  Ai,  A^ 
werden  von  sämmtlichen  Geraden  a,  b,  c,  d,  e^  /...  geschnitten 
(Theil  IX.,  S.  189.  Anm.) 


Aufgabe  2. 

Wenn  von  einem  einfachen  Hyperboloid  irgend 
zwei  in  ihm  liegende,  einander  schneidende  Gerade 
A,  A  und  ausserdem  vier  Punkte  a,  /3,  y,  ^  desselben 
beliebig  gegeben  sind,  alle  anderen  in  ihm  liegenden 
Geraden  zu  finden. 

Auflösung. 

Man  lege  durch  drei  der  gegebenen  Punkte  (Taf.IL  Fig.  1.),  z.B.  durch 
^f  ß»  y>  eine  Ebene,  welche  die  Geraden  A,  A  in  den  ^Punkten 
By  €  schneidet;  femer  durch  den  vierten  gegebenen  Punkt  ^  und 
durch  die  Gerade  A  eine  Ebene,  welche  die  vorige  in  der  Ge- 
raden e  schneidet;  denke  sich  durch  die  fünf  Punkte  a,  j3,  y,  £, 
B  einen  Kegelschnitt  gelegt,  und  bestimme  mittels  des  ndy^ti- 
schen  Secksecks  denjenigen  Punkt  B^y  in  welchem  die  Gerade 
6  denselben  zum  zweitenmal  trifft.  Diesen  Punkt  J?i  verbinde 
man  jetzt  mit  dem  Punkte  ^  durch  eine  Gerade  A^  und  verfahre 
sodann  ganz  nach  der  vorigen  Aufgabe,  indem  man  die  Geraden 
Ay  Ai  und  irgend  drei  der  Punkte  a,  j3,  y,  t  als  gegeben  betrachtet. 

Beweis. 

Weil  die  Punkte  B^  Bi,  a,^,  y,  e  einem  Kegelschnitte  an- 
gehören, so  bilden  die  Geraden  Ba,  Bß,  J?y,  Bs  und  Bi«,  Biß, 
Biy,  BiS  vier  entsprechende  Strahlenpaare  zweier  projektivischen 
ebenen  Strablbüschel  B,  B^  und  daher  die  Ebenen  Aa,  Aß,  Ay, 
Ae  und  Aitt^  Aiß,  Aiy,  AiB  vier  entsprechende  Ebenenpaare 
zweier  projektivischen  Ebenenbiischel  A,  Ai.  Also  liegen  (nach 
.«  Theil  IX.,  S.  180.,  Anm.  rechts)  die  vier  Durchschnittslinien  die- 
ser Ebenenpaare,  worunter  auch  A'  ist,  nebst  den  Geraden  A, 
Ai  in  einem  und  demselben  einfachen  Hyperboloid. 

Aufgabe  3. 

Wenn  von  einem  einfachen  Hyperboloid  eine  ein- 
zige in  ihm  liegende  Gerade  A  und  ausserdem  sechs 
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Punkte  ß,  Yj  i,  e,  (p,  a  desselben  beliebig  geeeben  sind, 
alle  flbri^erv  in  Ihm  liegenden  Geraden  una  insbeson- 
dere diejenigen  zu  finden,  in  welchen- die  durch  ^4  ge- 
legten ETbenen  die  Fläche  desselben  zum  zweitenmal 
schneiden. 


Auflusung. 

a)Manverbinde(Taf.iI.  Pig.2)  einen  der  gegebenen  Punkte,  z.B.y, 
mit  zwei  anderen,  z.  B.  £  und  tp,  durch  zwei  Gerade  E  und  F;  dann 
einen  der  drei  übrigen,  z.  B.  6,  mit  den  zwei  letzten, J3  und  e, 
durch  zwei  Gerade  Jb  und  @;  endlich  die  gegebene  Gerade  A 
mit  dem  Punkte  ß  durch  eine  Ebene,  welche  die  Geraden  E  und 
F"  in  den  Punkten  ii  und  q>2  schneidet,  und  mit  dem  Punkte  a  durch 
eine  Ebene,  welche  die  Geraden  F  und  E  in  den  Punkten  ^^ 
und  62  schneidet. 

6)  Durch  den  Punkt  £1  lege  man  jetzt  eine  Gerade»  welche 
die  Geraden  JS>  und  F  beide  zugleich  schneidet,  nämlich  die  er- 
stere  im  Punkte  ß\  die  letztere  in  973;  und  verbinde  ß'  mit  e, 
op^  mit  e^  durch  zwei  Gerade,  welche  einander  in  einem  Punkte 
o  treCen  werden. 

e)  Aehnlicher  Weise  lese  man  durch  den  Punkt  w^  eine 
liirerade,  welche  die  beiden  Geraden  &  und  E  in  den  Punkten 
&  und  E)  schneidet;  und  verbinde  c*  mit  go,  £3  mit  92  durch  zwei 
Gerade,  weiche  einander  in  einem  Punkte  $  treffen  werden. 

^  Eine  durch  die  Punkte  6  und  $  zu  ziehende  Gerade  trifft 
die  Firn  Punkte  6|,  die  £  im  Punkte  »i.  Man  lege  durch  den 
Punkt  6|  und  die  Gerade  Jb  eine  Ebene,  und  durch  den  Punkt 
Si  und  die  Gerade  &  eine  zweite  Ebene.  Diese  beiden  Ebenen 
schneiden  einander  in  einer  Geraden  Ai,  ausserdem  erstere  die 
Ebene  Aß  in  einer  Geraden  J^q,  letztere  die  Ebene  Ac  in  einer 
Geraden  @o* 

e)  Man  betrachte  jetzt  die  Geraden  A  und  Ai,  wie  In  der 
Aufgabe  1.,  als  in  einem  einlachen  Hyperboloid  liegend,  dem  auch 
die  drei  Punkte  y,  ß^^  tfo>  ■'>  welchen  letzteren  die  Ebene  yBip  von 
J&o  u>id  ^0  geschnitten  wird,  angeboren;  so  ist  dieses  das  ge- 
suchte. Legt  man  insbesondere  durch  den  Punkt  /  eine  Gerade 
M9  welche  den  beiden.  Geraden  J^^  und  @v>  begegnet,  so  wird 
die  Durchschnittslinie  je  zweier  durch  A  und  Ai  gelegten  Ebenen, 
welche  einen  Punkt  der  Linie  M  gemein  haben,  in  jenem  Hyper- 
boloid liegen. 

Reweis. 

Ausser  den*  so  eben  bezeichneten  Punkten  ß^,  und  Oq  liegen 
auch  die  Punkte  jff,  JB|i,  in  denen  die  Geraden  ii,  A^  die  Ebene 
yttp  schneiden,  sowie  sämmtliche  anderen  Punkte  der  Konstruk- 
tion, mit  alleiniger  Ausnahme  der  Punkte  d,  ß,  0  und  derer  der 
Linie  ilf.  In  der  tlbenc  y^. 
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tf)  Aaf  4eii  drei  ConfergealM  ß%9^f  ß'Bil^,  fftb  Hegeo^  die 
Eekenpaaie  zweier  Dreiecke  Biß^  uod  tp%bxh\  a(^o  ecaneiden 
sich  die  entoprechenden  Seiten  dereelbeo«  aäralich  6|/3^  und  %pjHf 
tii  und  ^bp  (/?o  uiid  Mi,  in  drei  Punkten  fp%9*9^9  x»  welche  in 
einerlei  gerader  Linie  liegen, 

6)  Auf  den  drei  Conrergeoten  Cm^^  <^^'i»  ^^  fliegen  die 
Eokenpaare  zweier  Dreiecke  fpifS^f  und  b^$i$\  also  schneiden  sich 
ihre  entsprechenden  Seiten,  nftmlich  ^^ffo  und  taf|,  g>|Qp  und  m^ 
0)00  uod  «j^.  In  drei  Punkten  %,  ^^  y,  welche  in  einerlei  gerader 
Linie  liegen. 

c)  Aus  a)  und£)  folgt,  dass  die  vier  Geraden  b$,  e^^^,  eft» 
(p0^  aurch  eiuerlei  Punkt  x  (oder  y)  gehen. 

i2)  Die  drei  in  gerader  Linie  liegenden  Punkte  %,  x,  q>^  sind 
die  Durchschnitte  uer  drei  Paar  Hauptgegenseiten  des  Sechsecks 
B^ogfYsßo,  also  liegen  die  Punkte  b,  dp,  ip,  y,  ;,  8q  auf  einem 
und  demselbeit  Kegelschnitte.  Das  nämliche  gilt  aoer  auch  von 
de«  sechs  Punkten  ^,  e^.'  f,  y,  «,  ^^^  weil  die  Hauptgegenseiten 
des  Sechsecks  Bi^Qf^ß^  sich  paarweise  in  drei  ["luikten  ff,  jt, 
6|  sohneideo,  die  in  gerader  Linie  liegen.  Durch  fänf  Punkte  tf^, 
C9,  y^t^  ßQ  geht  abet  nur  ein  einziger  Kegelschnitt;  also  liegen 
die  sieben  Punkte  B,  Bi,  «p,  y,  €,  ^,  öq  auf  einem  und  demsel- 
ben Kegelschnitte.  Es  sind  demnach  jff,  Bi  die  Mittelpunkte 
zweier  projektifischen  ebenen  StrahlhCIschel,  deren ;entsprechende 
Strahlen  nach  den  Punkten  9,  v,  b,  ß^,  ^q....  gehen,  und  daher 
A,  Ai  die  Achsen  zweier  projeKtivischen  Bbenenbüschel ,  deren 
entspreeheude  Ebenen  durch  dieselben  fUnf  Punkte  gehen.  Be- 
denkt man  nun »  dass  die  Geraden  Ai ,  i&  und  Q  vom  Punkte  i 
ausgehen,  und  dass  die  Ebenen  Aßo^  Aißq,  welche  sieh  in  26 
schneiden,  mit  den  Ebenen  Aß,  Aiß,  sowie  die  Ebenen  A^^  ^1^, 
die  sich  rn  9o  schneiden,  mit  den  Ebenen  Aa,  AiC,  zusammen- 
fallen, so  wird  man  aus  dem  vorher  Bewiesenen  den  Schluss 
ziehen ,  dass  A,  A^  und  M  drei  zu  einerlei  Schaar  gehörige  Ge- 
rade eines  einfachen  Hyperboloids  sind,  das  auch  die'  Funkte 
ßf>  t*  A  ^>  9*  ^  enthält. 

Anmerkung  1. 

Im  Grunde  bandelt  es  sich  hier  um  die  Aufgabe:  Wenn 
von  einem  Ebenenbfischel  die  Achse  A  und  fünf  Ebe- 
nen desselben,  welche  nämlich  durch  fflnf  Im  Räume 
beliebig  gegebene Punkte/9,/,tf,£,  ^gehen,  gegeben  sind; 
durch  einen  sechsten  gegebenen  Punkt  d  die  Aehs« 
Ai  eines  anderen  Ebenenbüschels  zu  ziehen,  das  mit 
dem  ersteren  in  Ansehung  der  nach  denselben  Punk* 
ienß,yy6yB,ip  gehendenEbenenpaare  projectivisch  sei. 
Eine  sehr  einfaäe,  wenn  auch  zur  organischen  Konstruktion  min- 
der geeignete  Anaksis  dieser  Awfgabe  reducirt  deren  Auflösung 
aof  die  folgende:  Durch  Tier  gegebene  In  einem  Punkte 
d  convergirende  Gerade  d^,  oy,  dt,  iip  einen  Kegel  den 
zweiten  Grades  zu   legen,   welcher  eines    gegebenen 
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DoppeUerhj&ltaiaiiQ«  (ih\§  aei;  vni  (UeBeirMereriedigtaich 
durcb  die  analoge  Au%abe:  Üarcb  fier  io  einer  Ebeoe  ge- 
gebene Piiokle  aiaen  KegeUcbaitt  sn  legen,  der  en 
B«A  geriebenen  Doppelt erhältnisaea  fähig  sei. 

Der  partikalärste  Fall  «od  der  Wortlaut  dieser  letzteren  sind 
alte  Bekannte  aus  Euklids  Elementen  III.  33.  Dort  nämlich 
scbloss  mm:  Weil  alle  Periphetiewinkel  über  dnerlei  Sehne  des 
Kreises  gleich  gross  sind,  und  deren  Grosse  nur  mk  der  des 
Kreises  selbst  sich  findert»  so  ist  der  Kreis  durch  zwei  seiner 
Punkte  und  die  Grösse  des  zugehörigen  Peripheriewinkels  be- 
stimmt. Und  hier  sehliesst  man  ganz  äbnlicb:  Weil«  wenn  von 
▼ier  Punkten  a,  ß,  y,  d  eines  Kegelschnittes  nach  den  übrigen 
Punkten  B,  Bf,  B^  üs»  B^*.,.  desselben  je  vier  Strayen  a,  6, 
r,  d;  Ol,  bi,  Cu  ^;  <%>  6«,  c,,  «f^;  <^>  b^  c»,  d^;  a^  b^  Ci,<<ir- 
geaegen  werden»  £e  Doppelverhättnisse 

sinac ,  singd     emOiCi ,  singirf| 
sin6c '  6in6<2 '  sin6iCx  *  sln6ic{| 

sämmtlich  einander  gleich  sind ,  und  die  Grosse  derselben 
nur  mit  dem  Kegelschnitte  selbst  ^s&ch  ändert,  so  ist  der  K^;el- 
schnttt  durch  vier  seiner  Punkte  und  die  Grusle  des  zugehöriseo 
Doppelverhältnisses  bestimmt*  Denkt  man  sich  einen  der  Punkte 
B,  hl  ...»  z.  B.  Bm^  mit  einem  der  Punkte  ce,  ß,  y^  d,  z,  B,  mit 
tf,  identisch,  so  fällt  der  Strahl  cu  in  die  Tangente  bei  a,  und 
die  Strahlen  64,  c«,  d^  In  die  Geraden  «j?,  07, ao;  ist  also  ausser 
,  den  Punkten  «,  ß,  y,  d  ireend  ein  Doppelverhältniss  durch  vier  be- 
liebige Strahlen  af^  6^  &,  d*  eines  Punktes  B*  (oder  auch  durch 
vier  Punkte  einer  Geraden,  vier  Ebenen  eines  Ebenenbfischels) 
gegeben,  so  hat  man  nur  zu  setzen: 

Bf{p,',  fcV  c',  cF)=J54(a4,  A4,  c^  dij, 

aus  den  drei  gegebenen  Elementenpaaren  b'  und  64  oder  a^,  d 
und  C4  oder  ay^  d'  und  d^  oder  cd  das  dem  a*  entsprechende 
Element  1^4  zu  suchen  una  sofort  durch  die  Punkte  a>  Z',  r,  ^ 
einen  Kegelschnitt  zu  legen,  welcher  die  Gerade  «4  in  a  berQnrt; 
so  wird  dieser,  und  zwar  nur  dieser  Kegelschnitt  in  Apsehung 
der  Punkte  a,  /},  y^  S  des  gegebenen  Doppelverhältolssea  ßihig  sein. 

Beim  Kreise  sind  die  Strahlbfiscbd  B^  B^,  B^,  B^,  B^... 
...B*  projektivisch- gleich,  das  System  je  zweier  also  schon 
durch  ein  Paar  entsprechende  Strahlen  bestimmt,  d.  h>  gibt  man 
sidi  ausser  den  Punkten  «,  JB,  Bi  des  Kreises,  wodurch  zugleich 
die  StnJilen  a  und  Oi  geeebea  sind,  gana  beliebig  noch  die 
Strahlen  6,  c,  <{*.  des  Stranlbi&schels  B,  so  sind  hierdurch,  we- 
gen der  Gleichbeit  der  Winkel  ab,  ae,  ad...  und  Cibi,  AiCi,  HtC^..., 
auch  die  Strahlen  bi,  Ci,  dg...,  und  mittels  dieser  die  Punnte  /), 
/,  d...  gegeben.  Während  also  im  Falle  des  Kegelschnitts,  wo 
das  System  jener  projekfiviscfaen  Strablböschel  B,  Bg  durch 
drei  Paar  entsprechende  Strahlen  bestimmt  ist,  zur  Konstruktion 
desselben  vier  Stmhien  af,  b\  c',  d'  eines  Strabibfischels  jB'  und 
viev  Punkte  a,  ß,  y,  i  des  KegelcKehnUtes  gegeben  sein  mfissen, 
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^rd  man  zu  der  des  Kreises  nur  zwei  Strahlen  aU  h*  von  Bf 
d.  h.  einen  Winkel  B'  und  zwei  Punkte  ft,  fi  des  Kreises  als 
gegeben  ansehen  dürfen,  und  man  erhält  den  Kreis,  ganx  ähnlich 
wie  den  Kegelschnitt,  indem  man  im  Punkte  o,  als  Scheitel,  an 
deo  Strahl  aj3.  den  Winkel  a'h*  anlegt  und  die  so  erhaltene  Gerade 
04  als  Tangente  des  Kreises  behandelt. 

Kehren  wir  nach  dieser  Erörterung  zur ,  obigen  Aufgabe  zii- 
rGck,  so  bietet  sich  sofort  folgende  Auflösung  dar:  Man  schneide 
die  Strahlen  d/?,  d/,  d<r,  de,  09  durch  irgena  eine  Ebene  in  den 
^  Punkten  b,  c,  s,  e,  f,  und  lege .  einmal  z.  B.  durch  vier  Punkte 
b,  c,  s,  €  einen  Kegelschnitt,  weicher  des  durch  die  Ebenen  A^y 
Ay^  Aa,  As  gegebenen  Doppelverhältnisses  föhig  ist,  und  dann 
wieder  durch  die  Punkte  b,  c,  8,  f  einen  Kegelschnitt,  welcher 
^e&  durch  die  Ebenen  Aß,  Ay,  A0,  Aq>  gegebenen  Doppelverhält' 
nisses  Hibig  ist,  und  suche  den  vierten  gemeinschaftlicnen  Punkt 
Bj  dieser  Kegelschnitte,  so  ist  die  Gerade  dßi  die  gesuchte 
Achse  Ai- 

Fallen  diese  beiden  Kegelschnitte  zusammen,  so  gibt  es  un- 
zählige Achsen  Ai  und  daher  auch  unzählige  einfache  Hyperbo- 
loide der  Art,  wie  sie  die  Aufgabe  3.  fordert.  Dann  aber  ist  das 
System  der  gegebenen  Elemente  A,  ß,  y,  d,  e,  tp,  6  nicht  beliebig. 
I^t  dagegen  diese  letztere  Bedingung  erflillt,  so  gibt  es  nur  ein 
einziges  Hyperboloid  der  verlangten  Art. 


Anmerkung  2. 

Das  so  eben  über  die  Bedeutung  von  Euklids  Elem.  HI.  33. 
Gesagte  bestätigt  von  Neuem  die  Ansicht,  dass  die  Unterschei- 
dung einer  Geometrie  der  Alten  und  der  Neueren  nicht  stichhal- 
tig, dass  vielmehr  die  gesammte  geometrische  Erkenntniss,  sowie 
alle  Erkenntniss,  ein  ununterbrochener  Fortschritt  vom  besondern 
Gebilde  zum  allgemeinen  Gesetz  ist  Ihre  Gewissheit,  in  Bezug 
auf  ihren  Anfang  und  daher  auch  auf  ihren  Fortschritt,  beruht 
ausser  den  allgemeinen  Gesetzen  des  Denkens  und  den  mathe- 
matischen! Axiomen  auf  der  Einfachheit  ihrer  Elemente,  der 
zuerst  betrachteten  Gebilde ,  sowie  auch  der  Physiker  vertraut, 
den  Grund  der  Erscheinungen  um  so  sicherer  zu  erfassen,  je 
mehr  er  glaubt,  beim  Funoamentalezperiment  die  Faktoren  der- 
selben auf  ein  Minimum  zurückgeführt  zu  haben ;  und  er  würde 
sich  eines  ebenso  exakten  Wissens  wie  der  Geometer  rühmen 
dürfen,  wenn  er  gewiss  wäre,  an  seinen  Elementen,  welche  die 
Natur  ihm  liefert,  einen  ebenso  unvermischten  Stoff  zu  besitzen, 
als  dem  Geometer  die  seinigen  durch  die  innere  Intuition  gegeben 
werden.  Diese  Gewissheit  aber,  welche  uns  unser  An  rang, 
das  elementare  Verfahren,  gibt,  und  die  dem  Zweifel  gegenüber 
unerschütterlich  ist,  schreitet  zum  Bewusstsein  des  Princlps 
der  Wissenschaft  selber  fort,  indem  beim  jedesmaligen  Rück- 
blick auf  den  zurückgelegten  Weg  —  also  nicht  etwa  bloss  vom 
Standpunkt  der  Neueren  aus  —  das  gefundene  Gesetz  sich  als 
den  Grund  der  früher  betrachteten  Formen  und  ihrer  Eigenschaf- 
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ieftk,  als  seiner  BeiMinderbeiten ,  zeigt,  während  es  zugleich  Aus- 
gangspunkt zur  Erkenntniss  weiterer,  allgemeinerer  Gesetze  wifd. 
Tritt  ^  nun  diese  Beschäftigung  niit  allgemeinen  geometrischen 
Principien  vorzugsweise  bei  den  Neueren  hervor,  so  ist  dieses 
nicht  als  eine  Manier  derselben ,  sondern  als  das  nothwendige 
Resultat  der  Wissenschaft  selbst  anzusehen,  und  nur  das  wfirde 
Tadel  verdienen,  wefin  man  bei  derartigen  freieren  Excursionen 
der  bleiernen  Gewichte,  welche  Euklid  der  Geometrie  an  die 
Füsse  gebunden  hat,  meinte  entbehren  zu  können. 

Aufgabe.  4. 

Durch  neun  im  Raum  beliebig  gegebene  Punkte 
D,  />!,  o,  a,  ß,  Y»  9f  ^»  f  eine  Fläche  des  zweiten  Grades 
zu  legen,  d.  h.  1)  auf  jedem  Strahle  g  eines  der  gegebenen 
Punkte,  z.  B.  D  oder  D^,  denjenigen  Punkt  %  zu  finden,  in  wel- 
chem derselbe  die  Fläche  zum  zweitenmal  schneidet;  und  insbe- 
sondere 

2)  diejenige  Ebene  zu  finden,  welche  die  Fläche  im  Punkte 
Dl  oder  D  berührt. 


Erste  Auflösung. 
(Taf.U.  Fig.  3.) 

a)  Man  bilde  aus  den  Punkten  D  und  D^  und  aus  irgend 
zweien  der  übrigen,  z.  B.  a  und  a,  ein  Tetraeder,  dessen  Kanten 
Da  und  Da  mit  A  und  A*  bezeichnet  werden  mögen;  und  lasse 
Irgend  einen  der  fünf  übrigen  gegebenen  Punkte,  z.  B. 
9,  zunächst  ganz  ausser  Acnt 

6)  Man  konstruire  ein*  einfaches  Hyperboloid  p,  in  welchem 
die  Gerade  A  und  die  6  Punkte  D^^  0,  ß,  y,  d,  €  liegen,  d.  h. 
man  suche  die  durch  den  Punkt  Di  gehende,  mit  A  zu  einerlei 
Schaar  gehörende  Gerade  Ai  und  ausserdem  irgend  eine  dritte 
Gerade  M  von  derselben  Schaa»  des  Hyperboloids. 

c)  Man  konstruire  ein  zweites  einfaches  Hyperboloid  p',  in 
welchem  die  Gerade  A'  und  die  6  Punkte  Z>i,  a,  p,  y,  d,  c  liegen, 
d.  h.  man  suche  die  durch  den  Punkt  Di  gehende ,  mit  A'  zu 
einerlei  Schaar  gehörende  Gerade  Ai  und  ausserdem  irgend  eine 
dritte  Gerade  M'  derselben  Schaar.   * 

SDie   unter   6)    und   c)    gefundenen    Geraden  Ai  und  Ai 
den  die  der  Ecke  Di  gegenüberliegende  Fläche  Daa  des 
Tetraeders  bezüglich  in  den  Punkten  Bi  und  JBi'.    Man  verbinde 
den  Punkt   Bi   mit  dem  Punkte   tf  durch  eine  Gerade  A^*»  und 
den  Punkt  Bi   mit  dem  Punkte  a  durch  eine  Gerade  A^. 

e)  Jetzt  endlich  lege  man  durch  die  Gerade  A  und  den  bis- 
her vernachlässigten  Punkt  9  eine  Ebene,   welche  die  Gerade  M 
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Hü  Punkie  f  iiebneide;  tMid  verbinde  dlmen  Pmikt  f  mit  der  Gera- 
den Ai  dnrch  eine  Ebene»  welche  die  Ebeae  Daa  in  eineiB 
JStrahle  /t  des  Punktes  Bi  schneidet 

Dei^leichen  lege  man  durch  A'  nnd  p  eine  Ebene,  weldie 
die  G^ade  M'  im  Punkte  f  schneide,  nnd  Terbiode  f  mit  A^* 
dvrch  eine  Ebene,  vrekhe  die  Ebene  Dctc  in  einem  Strahle  f^ 
des  Punktes  Bi'  schneidet. 

Mun  lege  man  durch  den  Dnrchschnitt^unkt  ^^  der  beiden 
Strahlen  fi  und  fi  und  durch  die  Punkte  q>  und  Z^  eine  Ebene, 
welche  die  Ebene  Daa  in  der  Geraden  /^  und  die  Geraden  A29 
A^  in  den  Punkten  fa,  fz*  schneidet 

/)  Ist  nun  g  irgend  ein  Strahl  des  Punktes  D,  auf  welchem 
ein  zehnter  Punkt  %  der  Fl£che  gesucht  wird,  so  verfahre  man 
in  Bezug  auf  /ien  Punkt'  %  zunächst  ebenso  wie  unter  e)  in  Bezue 
auf  den  Punkt  9,  d.  h.  man  lege  durch  A  und  g,  A  und  g  zwei 
Ebenen,  welche  die  ilf,  M*  in  g,  o"  schneiden,  mittels  deren  so- 
fort die  Strahlen  <7,  ^  und  deren  iDvchechnlttspunkt  %x  ^idi  er- 
geben. 

a)  Der  Strahl  <7|  schneide/^'  imPunkte g,  und  derStrahi<7i'den  Strahl 
^  mi  Punkte  %^,  Man  verbinde  die  Punkte  f^  und  g^'  mit  einan- 
der durch  eine  Gerade,  welche  die  Gerade  A^  im  Punkte  ^ 
trifft,  diesen  Punkt  sodann  mit  fx  dnrch  eine  Gerade  g^  welche 
die  A%  im  Punkte  g^  trifft 

Oder  aber :  man  verbinde  f^'  mit  ga,  wodurch  man  auf  A^  den- 
selben Punkt  ga  erhält,  und  g.  mit  Xt«  wodurch  man  auf  A^  den- 
selben Punkt  ga'  als  vorher  erhält 

Oder  endlich:  man  ziehe  die  Geraden  f«  g»'  nnd  i^  ^,  so 
werden  diese  Geraden  A^  und  A%  resp.  in  den  nämlichen  Punk- 
ten gs'  nnd  ga  treffen. 


Und  wenn  dies»  so  Ist,  so  v«ird  man  auch  statt  Alles  dessen 


^x   und    %i,  ga'  und  g,  des  von  den  Geraden  ^,  gx^  fx\  g^'  ge« 
bildeten  vollständigen  Vierseits  geben. 


&)  Sofort  lege  man  durch  den  Punkt  Z>|  und  die  Gerade  g^ 
eine  Ebene,  so  schneidet  dieselbe  den  gegebenen  Strahl  g  in  dem 
gesuchten  Punkte  %, 

t)  Um  nun  auch  diejenige  Ebene  zu  finden,  wekhedie  Fläehe 
im  Punkte  />i  berfihrt  so  verfiihre  man  in  Bezug  auf  den  Strahl 
DDx  des  Punktes  D  ebenso,  wie  nnter  /),  g)  und  A)  in  Bezug 
auf  den  Strahl  g.  Diejenige  Ebeoe,  welche  der  unter  A)  durch 
/>£  und  (72  gelegten  analog  ist,  wird  die  gesuchte  sein. 
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B  e  iv  e  i  «. 

a)  Es  seien  a,  s,  fr,  c,  d,  e,  /,  g,  fit....  beliebige  and  beliebig 
viele  Strahlen  des  Punlctes  />,  von  denen  die  «ieben  ersteren 
rturcb  die  gegebenen  Punkte  a,  a,  ßt  y,  S,  t,  q>  gehen.  Man 
denke  sich  einerseits  durch  die  Gerade  A  nmd  die  Strahlen  o, 
M,  b,  c,  d,  e,  f,  g,  oi«^..  Ebenen  gelegt»  welche  diö  Clerade  jtf 
in  den  Punkten  Of  B,  b,  c,  ^,  t,  f,  0,  m....  schneiden  und  selber 
mit  a,  <r»  ß,  y»  i,  9,  9»  p  fL.^»  beseichnet  werden  mSseo;  ande- 
rerseits durch  die  Gerade  A'  und  dieselben  Strahlen  nie  Ebenen 
«'.  <f>  ß'f^p  ''»  ^9  9>\  l'»  f*'.-»  welche  die  Gerade  Jf'  in  den 
Ponliten  a\  sf,  b',  cf,  {r  c\  f,  g!,  ntf^..  schoeidea;  sofort  durch 
die  Gerade  Ai  und  die  Punkte   a,  s,  b,  c,  0,  e,  f,  aytn...  die 


Ebenen  ai,  <T|»  ßi,  )^,  i^,  $1,  a*^  ^i»  ih.  — »  welche  die  Ebene  Da6 


h'>  Yi*  ^x*  <i'i  9\9  %L»  fh^*«*>  welche  die  Ebene  Das  iu  dem 
Strahlbttschel  B^'  mit  den  Strahlen  ai'^^ti^  bx\  c\,  d^\  ex',  fi\ 
9ii  »!'••••  schneiden. 

Dennacb  Ist 

A{u,  e;  /»,  y,  d,  «,  9^  x»  ft-.)siir(a,  8,  b,  c,  0.  «,  f,  0,  m...) 

^-^l(«l»   ^'l.  A>  n»  *!•    *l»   9l*   Xt^  f*l— ) 

=A  («1*  «i*  Ai»  «I»  <^»  «II  /i»  Ä»  »!•••); 

und 

^'(o',  tf',  /i',  /,  d',  ^,  y',  x'.  f»'--0 

=  Ä'(ft',  •',  b'.  c',  D',  e',  f,  r.  m' ....) 

=^i'(«i'.  ^'s  ßi\  y/,  V.  n'.  9i%  Zi'*f*'i.-) 

sÄi'  (Ol',  fi',  fr/,  ci',  rf'i,  e/,  /i',  gx\  m/...); 

also  auch- 

j1(«,  o,  ß,  y,  d,  E,  ^,  x>  (*•••) 

=Ä»(«if  '1»  *i»  «i»  «^i*  ^i>  A»  ^'i»  ^  -•)» 
und 

-4'«  tf',  ß's  /,  ^'.  «'.  9',  Z',  ^'.-O 

==B,'(iH'.  */,  *i',  cx\  rfi',  e/,  A',  ^i',  m,'...) 

Die  Geraden  J^i^i  und  M  und  die  Durchschnitte  der  Ebenen- 

*  paare  cl,  ^i  ^9  ^\  ß$  ßi\  f*  n— *  Uegen  in  einem  einiiftchen  Hy- 

perboloUl,  welches  mit  dem  der  Construktion,  nämlich  mit  p,  zu- 
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saramenffillt,  indem  eine  solche  Fläche  durch  drei  Gerade  A,  Ai, 
M  Füllig  bestimmt  ist.  Es  enthält  also,  wie  dieses,  auch  die 
Punkte  6y  ß,  y»  d,  b;  folglich  gehen  die  Durcbschntttslinien  der 
Ebenenpaare  ö,  ^i ;  ß,  &;  Y»Yi9  ^9  '1;  ^9  h  und  die  Ebene  ^i, 
ßi*  7u  ^1'  ^1  ^^^^^  durcli  die  Punkte  0,  ßy  y,  d,  s. 

Ebenso  zeigt  man  mittels  des  Hyperboloids  p',  dass  die  Ehe- 
nen  a^',  ßi,  yi'»  ^i',  fi'  durch  die  Punkte  o,  ß,  y,  d,  s  gehen. 

Daher  müssen  nun  auch  die  Durchschnittspunkte  der  Strahlen- 
paare 61,  61';  Ci,  Cii  rfi,  dl';  et,  ei,  welche  Punkte  in  dem  Fol- 
genden mit  ßi,  yi9  6t,  Cj  bezeicnnet  werden,  mit  dem  Blinkte  D^ 
und  den  gegebenen  Punkten  ß,  y,  d,  s  In  geraden  Linien  liegen. 

Ehe  wir  weiter  gehen,  muss  noch  Folgendes  bemerkt  werden: 
Da  die  Strahlen  a  und  s  mit  d^n  Achsen  A  und  \A'  der  Ebenen- 
büschel  A  und  A'  zusammenfalleo ,  so  sind  die  Ebenen  a  und  0' 
im  CiTunde  von  unbestimmter  Richtung,  desgleichen  also  auch  die 
Ebenen  «i  und  a«^  und  in  der  That  würde  eine  solche  Annahme 
der  Lage  dieser  Ebenen^das  Ergebniss  der  ferneren  Betrachtung 
nicht  ändern.  Wir  können  aber,  wegen  der  Analogie  der  Punkte 
ßf  y»  ^9  ^9  unter  «i  diejenige  Ebene  des  Ebenenböscbels  Ai,  wel- 
che nach  dem  Punkte  a  geht,  und  unter  <T|'  diejenige  Ebene  des 
Ebenenbüschels  Ai\  welche  nach  dem  Punkte  a  geht,  verstehen, 
und  dann  werden  zunächst  die  Punkte  a  und  5'  und  bierdvrch  die 
Ebenen  a  und  a'  bestimmt. 

Da  endlich  bei  der  Construktion  der  Hyperboloide  p  und  p' 
auf  den  Punkt  g>  nicht  gerücksichtigt  wurde,  so  werden  zwar  die 
Ebenen  <p  und  (p\  nicht  aber  nothwendig  die  Ebenen  g?x  u^d  91' 
durch  diesen  Punkt  geben;  im  Allgemeinen  also  ist  eine  Ebene, 
welche  den  Puiikt  q>  mit  der  Durcnschnittslinie  der  Ebenen  <pi, 
und  <pi*  oder,  was  einerlei  ist>  welche  den  Punkt  q>  mit  dem 
Punkte  Dl  und  dem  Durchschnittspunkte  (pi  der  Strahlen  fi 
und  A'  verbindet,  von  bes^timmter  Lage.  Deshalb  ist  denn  auch 
die  Gerade  /«  auf  bestimmte  Weise  gegeben. 

6)  Sind  im  Allgemeinen  Og,  83,  b},  C3,  Ds,  e,,  g^,  1113....  die 
Durchschnitte   des  Strahles  fi    und  der  Strahlen  oj,  «1,  61,  C|,  di 

S9  9u  «i-»  "nd  aj',  83',  b3',  cJ,  V,  e^\  g»',  m.'...  die 
urchschnitte  des  Strahles  fi  und  der  Strahlen  a'i,  Si»  bi',  c\, 
dl,  ei9  a/,  m|^..,  so  erhält  man  die  Dreieckspaare  BtJ^'d^  und 
ifi'U's,  M'ös  "n<i  Bi\s^\  Äifa'bj,  und  iBj^b»',  Bif^%  und 
B^if%  C3',  Äifaös  und  B^%r>\,  Bifjt^  und  Ä1V3.  ^ifa'fe  "»* 
JSi'fsSs,  jB|f 21113  und  jBi%m3....,  deren  Eckenpaare  auf  den  drei 
Convergenteii  ^  /i,  /].'  liegen;  also  liegen  die  Durchschnitte 

«a,  ««'•  tt;   «2»  0.2',  <y ;    h»,  b»',  ft ;   c»,  c»'  y^ ;   Öj,  Öj'»  ^i ;  <?a»  ^a'»  ^i ; 

ihrer   entsprechenden  Seitenpaare   drei  zu  drei  in  gerader  Linie, 
nämlich  in  den  Creraden 
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o%,  H»  f^9^  c,^  d^  ^  9$^  ^'" 

Man  kapn  also  z.  B.  die  Gerade  ^  auf  jede  der  io  derConstruk- 
tion  unter  g)  angegebenen  Weisen  erhalten. 

Die  Gerade  A^  und  die  Gerade  fi'  sind   nun   in  Ansehung 
der  Punktenpaare 

i^f  ««,  bs»  c^  0^,  e^,  ^9  0s»  tiij.... 

und 

fta»  «8»   bfc»   ^8»    ^8»   ^99    fs»   08»   Wlg.... 

perspektivisch,  denn  fJ  ist  ihr  Projektionspunkt;  die  Gerade /|' 
und  der  StrahibQschel  Bi  aber  sind  in  Ansehung  derselben  Punkte 
und  der  Strahlen 

«!>  *1>  ^1»  ^i»  '^J  fi»  9i»  %  •••• 
perspektivisch:^ also  ist 

4i(«3|.  8«>  bg,  c«»  ^2»  H»  f«»  8«»  tl1j....)  = 

^1  (^i>  *i>  *i*  <?i»  du  ^%  fi9  9if  f^i )  = 

A(a,  a,  ß,  y,  ä,  f,  g),  x,  f*....); 
und  ebenso  ergibt  sich,  dass 

^'  (««',  b*'»  ci',  V»  e^',  f.',  0,',  m,....)= 
Bi'ia/,  fi',  Ci',  dl',  ei',  A',  ^j',  iwi  ...)= 
^'K  ö',  15',  /,  «',  «',  g/,  %',  f*'...) 

ist.  Da  nun  dem  gemeiosehaftlichen  Punkte  (a^  c^')  der  Geraden  <^ 
und  J^'  vpechselsweise  die  den  Ebenenbdscheln  A  und  ^' ge- 
meinscbaftliche, Ebene  (caf)  entspricht,  so  bildet  die  Ebene  I)a0 
und  der  räumliche  Strahlbüschel  D  in  Ansehung  der  entsprechen- 
den Elementenpaare 

«»»  Hf  **»  ^»  «^»  «»»  /i»  S^«?  nia.... 

und 

fl,  *,  Ä>  c,  d,  6,  ^,  flF,  m..., 

und  daher  auch,  wenn  man  die  Ebenen,  welche  den  Punkt  Di 
mit  den  Geraden 

a^  H»  ^%9  ^  ^i>  ^>  /a>  f)^ft*  '''«—• 
verbinden,  mit 
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««»  ^*  fe  T»>  ^*  %>  ^»  X±»  f*a— » 

bezeichnet,  die  zwei  T8Qinlicll«ii  Strabibflschel  D^  and  D  In  An- 
sehung der  entsprechenden  Ebenen 

«2»  ö«»  /^^  y«f  'a.  »«»  T%>  Z2»  »**•• 
und  Strahlen 

a,  «,  6,  c,  d,  e,  f,  ff,  m.... 

zwei  reciproke  Gebilde, 

Nun  aber  gehSren  die  Durchschnittspunkte  der  sämmtlichen 
entsprechenden  Elementenpaare  zweier  reciproker  räumitcher 
Stranlbüschely  wie  Trüber  gezeigt  worden  ist,  einer  und  derselben 
Fläche  des  zweiten  Grades  au,  weiche  auch  deren  Mittelpunkte 
D,Di  enthSlt»  und  die  Punkte  a,  a,  ß,  y,  d,  s,  (p  sind  die  Durch- 
schnitte der  entsprechenden  Elementenpaare  a  und  ag,  t  und  (%, 
6  und  /?2>  e  und  y^,  d  und  d^,  e  und  %,  f  und  9a;  also  lieffen 
auch  die  Durchschnitte  %,  fi'...  aller  fibrigen  entsprechenden  £le- 
mentenpaare  g  und  )[2»  ^  V^  ^—  ^^^  ^®^  gegebeneu  9  Punkten 
D»  Dl,  a,  0,  ß,  y,  d,  e,  q)  in  einerlei  Fläche  des  zweiten  Grades. 

c)  Es  sei  p  derjenige  Strahl  von  D,  welcher  nach  dem  Punkte 
Dl  geht 5  so  fallen  die  Ebenen  n  und  Tg*  mtt  DD^a  und  DDuO 
zusammen  und  es  ergibt  sich  nothwendig  eine  Ebene  n^,  als 
Polare  des  Strahles  p.  Die  Polarebenen  der  in  dieser  Ebene  ^ 
liegenden  Strahlen  von  Di  gehen  durch  dep  Strahl  p  von  D  und,! 
wie  im  9ten  Thetle  des  Archivs  Seite  196^196  sezeigt  worden. 

Seht  entweder  keine  dieser  Ebenen  durch  den  inr  entsprechen- 
en  Strahl  —  in  diesem  Falle  kann  auch  keine  den  letzteren  in 
einem  anderen  Punkte  als  Di  schneiden  d.  h.  die  Ebene  n^  ^^^ 
mit  der  Fläche  nur  den  einen  Punkt  />.  gemein  —  oder  zwei 
jener  Ebenen  gehen  durch  die  entsprecnenden  Strahlen  -^  und 
dann  sind  diese  Strahlen  zwei  der  Ebene  n^  und  der  Fläche  ge- 
meinschaftliche Gerade  d.  h.  n^  die  Berühnraesebene  eines  an- 
fachen Hyperboloids  -^oder  nur  eine  gebt  durch  den  entspre 
chendeii  Strahl  —  und  dann  ist  n^  die  Berfihrnngsebene  enee 
Kegel«. 


Andere  Auflösung. 

a)  Man  bilde  wieder  das  Tetraeder  DDiatt,  dessen  Kanten 
Da,  Da,  DiG,  Dia,  da  der  Reihe  nach  mit  21,  21',  J,  A,  (4>^oO 
bezeichnet  werden  mögen,  und  lasse  von  den  Ainf  übrigen  gege- 
benen Punkten  ß,  y,  d,  ß,  q>  irgend  einen,  z.  B.  9,  «mächst  gaips 
ausser  Acht 

b)  Man  bilde  nun  die  Ecken  Di,  tt,  6  des  Tetraeders,  als 
Scheitel,  drei  Dreikante  Z>,(/?/d),  a^y^)'  ^(ßy^>  deren  Kanten  nach 
irgend  dreien  der  vier  Punkte  ß,  y,  d,  s  z.  B.  nach  ß,  y,  S,  gehen. 
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Die  ScitenllScIieo  I^ßf,  Diftt,  /^yf  des  ersteren  mSgeii  AieKattte 
Off  des  Tetraeders  in  den  Ponkten  cL  r«»  A>»  ^  Kanteo  ^,  tty,  ad 
des  zwM/ea  mOgen  die  ClegenflSehe  J9Diö  tod  er  (im  Tetraeder) 
In  den  Punkten  ß^  y^,  d^.  nnd  die  Kanten  aß,  üy,  ^  des  dritten 
die  GegenflSche  />2l|«  von  6  in  den  Panicten  fir^^y^  &^  schneiden. 

Man  denire  sich  jetzt  aus  den  sechs  Punkten  i^^  j^  ßo,  ßm* 


man  aenjte  stcn  letzt  aus  aen  secns  runmen  Oq,  /< 
fM,  d^  das  windschiefe  Sechseck  fofii,Y(^iifoTs,^Q9  und  eb( 
den  sechs  Punkten  d^  vg,  fo,  ß\f*  Tu»  y/  das  windschiefe  Sechs- 
eck 9Qß^^yQ8'Po/^%  gebildet  undTTeroinde  die  sechs  Seiten  eines 
jeden  von  beiden  mit  der  Ecke  D  des  Tetraeders  durch  sechs 
Ebenen.  In  den  so  um  den  Scheitel  D  entstehenden  zwei  Sechs- 
kanten werden  die  drei  Paar  Uauntgegenflächen,  n&mlich  I^oß^ 
und  -DdjA)»  J^fi^^o»  and  Dfipymf  iho'^p  ""d  Dy^lif^\  Di^^  und 
JM'J^  M>P'jffo  und  Dfi^'/j,,  ^o'V  ^^  ^ififk  ^^^^  i>^  drei  Gera- 
den <Li  Iby  jb\  C^  Vf  Jb''  schneiden«  welche  in  einerlei  Eiiene 
M,  M*  liegen.    Man  konstmire  diese  zwei  Ebenen, 

c)  Man  wiederhole  das  ganse  anter  6)  vorgeschriebene  Ver- 
fahren» indem  man  nichts  tbut,  als  einen  der  drei  Punkte  ß,  /»  d, 
z«  B.  d,  mit  dem  Pmicte  t  vertauscht  (Es  wird  aber  dann  der' 
Pnirict  d^  unter  dem  Namen  e^  und  ftlr  die  Punkte  /?o>  7o  werden 
zwei  andere  Punkte  unter  denselben  Namen  auftreten).  Aut  diese 
Weise  erhält  man  zwei  den  üf  und  UV  analoge  Ebenen  N  und  jRP. 

<ß  Hiermit  ist  auch  die  purchschnittsünie  %„  der  Ebenen  M 
und  Jv«  und  die  Ourchschnitfslinie  21'^  der  Ebenen  M'  und  N*  ge- 
funden. Ist  nun  /  der  nach  dem  neunten  geffebenen  Punkte  4p 
fehende,  und  g  ein  beliebig  gegebener  anderer  Strahl  des  Punktes 
\  dessen  zweiter  Durchschnitt  mit  der  Fläche  gesucht  wird» 
so  verbinde  man  den  Punkt  a  mit  zwei  beliebigen  Punkten* von 
/und  g  durch  zwei  Gerade«  welche  die  Ebene  DD^c  in  den 
Funkten  fp^  und  %„  schneiden »  und  den' Punkt  6  mit  denselben 
oder  auch  zwei  anderen  Punkten  von  /  und  g  durch  awei  Gerade, 
welche  die  Ebene  DDia  in  den  Punkten  tp^  und  x#'  schneiden 
werden. 

Jetzt  lege  man  einersetts  durch  die  Gerade  X^  nsd  die  Punkte 

ßjp  7iff  *ir  V  ?^'  h  *]?  E*>ene?  ßa*  7^*  ^m»  «^  9Mf  X«»  welche 
cue  Kante  Äq  m  den  Punkten  bn,  Cm  Oo»  e«»«  f^,  go>  nnd  ande- 
rerseits durch  die  Gerade  Hf^  und  die  Funkte  fi'^,  /^,  i'^^  k'^^  ^*miu 
die  Ebenen  ßf^  /^  d'^  c^^»  9^^»  y^,  welche  dieselbe  Kante  ^'o 
In  den  Punkten  b'o«  Co»  ^'o»  ^o»  lo*  0^0  schneiden  werden;  und 
verbinde  sofort  die  Pnwle  b^,  Co»  O«,  e^  beaügllch  mit  den  Ge- 


sich  die  vier  Ebenen  ßx,  y^^  d|,  f|  in  einer  nnd  derselben  Geraden 
Hx*  ^uid  die  vier  Ebenen  ^'|,  XiS  ^'*  ^'  ^ti  einer  «nd  derselben 
Geraden  H'x  schneiden. 

e)  Jetzt  lege  man  durch  die  Gerade  Hx   und  die  Punkte  <r, 
fo>  00  noch  die  Ebenen  0i,   9>|,  ^i,  and  durch  die  Gerade  %i* 
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und  die  Punkte  a,  f^,  g'o  die  Ebenen  0*1,  ip\,  y^';  so  werden 
sich  die  drei  Ebenenpaare  o^  und  o'i,  g>i  und  9.',  3^  und  "%i/  be- 
züglich in  drei  Strahlen  des  Punktes  Üi,  ttämücb  Z/,  jf/»  (Bi" 
schueiden.  Nun  endlich  i^e  man  durch  den  Strkhl  ^1^  und  den 
neunten  gegebenen  Punkt  g>  eine  Ebene  w^f  denke  sich  ein  my* 
stisches  Sechskant  —  d.  h.  dessen  Durchschnitte  der  Haupte- 
senflächen  in  einerlei  Ebene  liegen  —  dessen  Kanten  die  Strah- 
len 2(1,  H'u  T^^u  S"if  (Si"  und  die  Durchschnittslinie  der  Ebene 
(p2  und  einer  durch -^i''  gehenden  Ebene  x^  sind,  und  konstruire 
aiese  letztere  Ebene;  so  wird  dieselbe  den  Strahl  g  \a  dem  ge- 
suchten zehnten  Punkte  %  der  gedachten  Fläche  des  zweiten 
Grades  schneiden  u.  s.  w. 


Beweis. 

a)  Es  seieu  wieder 

o»  i,  b,  a,  d,  e,  f,  g,  m.... 

beliebig  viele  Strahlen  des  Punktes  D,  von  denen  die  7  ersteren 
durch  die  gegebenen  Punkte  ci^  a»  ß,  /,  i,  8,  9  gehen;   es  seien 

«.  <J,  ßf  r,  i,  «»  9,  %»  f*— 

zugleich  die  Bezeichnungen  der  Ebenen,  welche  durch  die  .Kante  H 
des  Tetraeders  und  die  Strahlen 

a,  »,  6,  c,  d,  e,  fy  g,  m.,. 

geh^n,  sowie 

ä',  tf',  ß*.  7*»  d%  e',  g)',  35',  (»'.... 

diejenigen  der  Ebenen»  welche  dieselben  Strahlen  mit  der  Kante 
3('  verbinden. 

Diese  zwei  Schaaren    von  Ebenen   (Taf.  IL  Flg.  4.)>  welche 
offenbar,  wenn  wir  von  u  und  &  absehen,  durch  die  Punkte 

^  A/»  ytt*  */f»  *//»  ^fn  %ff9  f*ff—  \ 

und 

«*  ß^H*  r\*  ^a»  V*  9p\  %u>  f*'#r- 

der  Konstruktion  gehen  müssen,  muffen  die   Kanten  A  und  A* 
des  Tetraeders  bezüglich  in  den  Punkten 

a,  s  (d.  h.  c\  s  b,  c,  ^,  €,  f,  g,  m... 

und 

a'  (d.  h.  «),  8',  b',  C,  ö',  e',  f ,  8',  m'... 
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i;  aod  es  seien  /?|,  yi,  ^i,  ^i  die  DorchsehnittspoBkte  der 
Stnbhü  Difif  DiYtf  0\iiy  Dih  ^"^  der  Gegeoebene  Dac  v6dZ>|. 

Dtess  vorausgesetzt,  so  ist  das  ebene  Sechseck  'o^o^/^o^^o 
die  Projektion  des  windscbiefen  ioß„ro^„fioYf,^Of  und  ^^^  ebene 
Sechseck  ÄobVq^VoC'^d  ^'C  ^^  windschiefen  ^oß^fro^'ffßo/f^^o  ^^ 
Bezog  auf  D  als  Projektionspunkt 

6^  Da  nun  jene  zwei  Sechsecke  einem  System  zweier  Geraden 
A  una  Aq,  A  und  A\  eingeschrieben  sind,  so  sind  es  mystischey 
d.  hu  die  Durcbscbittspunkte  c«,  Ox,  bi;  Vi,  p\y  b|'  der  arei  Paar 
Uanptgegenseiten  b^  und  Öp„,  \x  und  by«,  y^^  ^"^  c^o;  *ob' 
und  Ö'/^,,,  /^^c*  und  b'yo»  ^o^'  und  cM'  liegen  in  einer  geraden  Li- 
nie M,  M',  welche  also  der  Durchscnnitt  der  in  der  Konstruktion 
genannten  Ebene  Mf  M*  mit  der  Ebene  />i<xcr  sein  muss. 

Denkt  man  sich  nun  zwei  bewegliche,  durch  die  festen  Punkte 
b  und  c  gehende  Gerade,  deren  Üurchscbnittspunkt  t  die  Gerade 
M  durchläuft,  und  die  zwei  beweglichen  Punkte,  in  denen  jene 
zwei  Gerade  die  Kante  Aq  schneiden,  fortwährend  mit  den  festen 
Punkten  ßi  und  fi  durch  zwei  neue  Gerade  verbunden,  so  erzeu- 
gen letztere  um  die  Mittelpunkte  ßi  und  y\  zwei  projektivische 
2Strahlbüschel ;  ihr  Durchschnittspunkt  i^  durchläuft  also  einen 
Kegelschnitt,  welcher  auch  die  Punkte  ßx  ^^^  Yi  enthält;  und  da, 
wenn  der  Punkt  i  nach  Ö^,  auf  die  Kante  A  oder  A^  rückt,  rder 
Punkt  ii  nach  d^,  o  oder  auf  t  (den  Durchschnitt  von  M  und  ^o) 
selber  zu  liegen  kommt,  so  gehören  auch  diese  letzteren  drei 
Punkte  zu  demselben  Kegelschnitt. 

Wiederholt  man  diese  ganze  Betrachtung,  indem  man  nur 
den  festen  Punkt  c  mit  0  und  n  mit  d«  vertauscht,  demzufolge 
dann  auch  C|  fOr  X>i  und  y^  für  o^  zu  nehmen  ist,  so  erhält  man 
einen  zweiten  Kegelschnitt,  welcher  die  nämlichen  fönf  Punkte  <r, 
JS|,  Yi^  d|  und  den  Durchschnitt  von  M  und  A^^y  wie  der  erstere 
enthält,  also  mit  diesem  identisch  ist.  Hieraus  folgt,  dass  wenn 
man  irgend  einen  Punkt  t  der  Geraden  M  mit  den  Punkten  b,  c»  d 
durch  Gerade  verbindet  und  die  Punkte  b.,»  c^,  d^,  wo  letztere 
die  Ao  sehneiden,  bezüglich  mit  ßi,Yi>  ^i  durch  drei  neue  Gerade 
verbindet,  diese  letzteren  durch  ein^  und  denselben  Punkt  ii 
gehen  müssen. 

Ein  Gleiches  lässt  sich  von  der  Geraden  N,  dem  Durchschnitt 
der  Ebenen  JVund  Diaa,  und  wiederum  von  den  Geraden  M*  und 
N%  den  Durchschnitten  der  Ebenen  M'  und  iV^  mit  Diaö,  in  Be- 
zug auf  die  Punkte 

ßif  Tu  h>  t>»  c»  «;  ßf  ru  ^u  bS  C,  Ö';  ft,  Yu  «i,  b',  C,  e' 

nachweisen. 

Ist  nun  also  B  der  Durchschnittspunkt  der  Geraden  HS  und 
iV,  B*  der  der  Geraden  M'  und  N\  d.  b.  der  Durchschnittspunkt 
der  Geraden  %,i  71' „  mit  der  Ebene  Diaa,  so  muss  derselbe  die 
Eigenschaften   der    Punkte  beider   Geraden  gemeinschaftlich  be- 
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Biizen,  d.  h.  alle  von  B  nach  deo  Punkten  b,  c,  0»  e  gebeBden 
Geraden  schneiden  die  Aq  in  solchen  yier  Punkten  fcu,  Co%  ^o»  ^o» 
dass  die  von  ihnen  nach  j3|,  yt,  di,  £|  gehenden  Geraden  bi, 
Cif  dl,  01  sich  in  einem  und  demselben  Punkte  Bi  vereinigen^ 
und  alle  von  B  nach  b',  d,  ö',  ^  gehenden  Geraden  schneiden 
die  A\  in  solchen  vier  Punkten  b'«,  Co»  ^'p  «'o»  dass  die  von 
ihnen  nachjS«,  Vi »  ^i ,  €|  gehenden  Geraden  b\,  c'j,  d'x,  tx  ^^^^ 
in  einem  und  demselben  Punkte  B^*  vereinigen. 

Zieht  man  nun  noch  von  B  nach  den  Punkten  f^  g,  m...  und 
vonB'nach  f^g^tn'...  gerade  Linien,  welch  die^^«  in  fo>gb>^*->di^'o^ 
fo>  fi'o'^'o—  schneiden,  und  verbindet  diese  Punkte  oeziiglich mit  i?^ 
durch  die  Geraden  /i,  fjiy  mj,..,  mit  B\  durch  /*■,  ^'j,  wi'i...,  ver- 
steht man  ferner  unter  s,  a^  die  Punkte  tf,  a  und  unter  o»  d'  die- 
jenigen Punkte  von  A^  A*,  welche  beziigiich  mit  a  und  B^  c  und 
B'  in  gerader  Linie  liegen,  so  dass  also  Sq  und  Sq  mit  6;  Oq 
und  a'o  rait  a  zusammenlallen,  und  einerseits  Si  und  Oi,  anderer- 
seits s'i  und  a'i  die  von  a  und  a  nach  JBt,  B'i  gehenden  Crera- 
den  sind;  bedenkt  man  endlich,  dass  die  Punkte 

^i-  ß'u  ßif  n>  *i»  «i»  9>i»  21»  f*i-  - 
den  Geraden 

3iu  2i'u  Aft  Ay.  A«.  A«;  &^  ®i",  m,''... 

und  der  Durchschnitt  f '|  der  (Seraden  $i  und  o'^  (in  Taf.  II.  Fig. 
3.  02  ^a)  ^cr  Geraden  2l''i  angehören,  und  dass  die  Strahlen 

*  *i>  *i»  ^A»  <?!>  di9  ei,  /|,  ^1,  iiii... 
in  den  Ebenen 

«1*  <h»  ßu  Yu  ^u  h»  9u  Ä»  (h  •  • 
des  Ebenenbflschels  Hi,  die  Strahlen 

a'i»  ''f  ft'i.  <^i»  <^'i>  «'i,  A»  d'i»  m\.,. 
in  den  Ebenen 

«'if  <^i.  iS'i»  /i,  *'i,  c'i,  y'i,  %'i,  f*'|... 
des  Ebenenbüschels  Vi  liegen,  so  fiberzeugt  man  sich»  dass 
2I(a,  <F,  ß,  y,  d,  e,  9>,  x,4i...)= 
A(a,  B,  b,  c,  0,  e,  f,  0,  m...)= 

-^0(^0»   ^0»  bo>  ^o>  ^o>  *o>  fo»  0«*  lllo.-)  = 
A(«i»  *i»  ^i*  Ci,  €^,  «„  fi,  gi,  mi...)~ 
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3Ci(oi,  9t,  ßt,  f,,  8i,  «,,  fpi,  Tii,  <ti...), 
und 

»'(o-,  •',  f,  f,  9f.  e,  ^:  jf,  p'...)s 

A'idf,  »',  b',  C,  V,  e*,  f,  jT,  in'...)a 

^'(<*'o»    *'o»  l>'o>  f^o»  ö'o»  "''o»  f«»  J^o»  Itt',— )  — 

Ä'i(a'i.  ''i.  *i',  c',,  d'i,  e',,  A.y'n  wi'i..)= 

a'i  («'i,  tf'i.  ^1,  y'i,  «'i,  «'i.  9'i.  ?'i.  fh'...) 

ist,  und  dafis  folglich  der  ganze  noch  übrige  Theii  des  Beweiaes 
auf  lit.6)  des  voriffen  zurQckkommt  Denn  das»  nach  de^  jetzigen 
Konstruktion  die  Geraden  'äi,  Ti'u  }ii'',  ^i'',  (Bi*'  und  der  Durch* 
schnitt  der  Ebenen  jp^  und  xa  ^i"  mystisches  Sechskant  bilden, 
fuigt  einfach  daraus,  dass  in  Taf.  U.  Fig.  3.  die  Punkte  £^„  B'^  B^'i 
(8%  aa)>  €pi>  Xi  ^^^  ^^^  Durchschnitt  der  Geraden  /^  g^  ein  my- 
stisches Sechseck  bilden ,  indem  die  Dnrchschnitte  o^,  0a,  f%  sei- 
ner drei  Paar  Hauptgegenseiten  ^^  jitidB\B'\,  j^Bi  und  B'iq>^, 
BiB'\  und  f^  in  einer  Geraden  liegen;  und  es  wurde  diese  neue 
Fassung  nur  aus  dem  Grunde  gewählt,  und  desshalb  auch  die 
Konstruktion  tou  vier  mystischen  Sechskanten  um  D  der  an  und 
fiir  sieb  elnfttchem  ron  vier  ebenen  mystischen  Sechsecken  in  der 
Ebene  Atftf  vorgezogen,  weil  eezeigt  werden  sollte,  däss  die 
räumiicbe  Figur,  welche  aas  zwischen  zehn  Punkten 
einer  Fläche  des  zweiten  Grades  obwaltende  Gesetz 
ausdrGckt,  zunächst,  so  zu  sagen,  als  eine  Verstrickung 
von  fOnf  mystischen  Sechskanten  erscheint.  Ich  sage: 
zunächst,  weil  zu  hoffen  steht,  dass  diese  Figui:  später  einer 
'mehr  symmetrischen  Platz  machen  werde,  sowie  |a  auch  das  my- 
stische,  die  sechs  Punkte  eines  Kegelschnitts  bestimmende  Sechseck 
einer  weiteren,  besondem  Betrachtung  der  den  Kegelschnitt  er- 
zeueeoden  proi.  Strahlbfischel  zu  verdanken  ist.  Oo  aber  nicht 
vielleicht  der  Umstand,  dass  einer  der  neuen  gegebenen  Punkte 
beim  Bau  des  Hauptgerflstes  keine  Rolle  spielt,  die  ausgespro- 
chene Hoffnung  schwächen  durftet 

Schlussbcmerkungen. 

Ist  nicht  ein  Strahl  g  des  räumlichen  Strahlbfischels  A  <<on- 
dem  eine  Ebene  Xs  ^^^  räumlichen  Strahlbflschels  Z>|  gegeben, 
auf  welcher  ein  Punkt  %  der  fraglichen  Fläche  gesucht  wird»  so 
ist  hiermit  in  Taf.  It.  Fig.  3.  die  Gerade  g^,  folglich  die  Punkte  Ss,  g^t 
und  mittels  der  Strahlen  /|,  fi    und  der  Punkte  f«,  f^  die  Punkte 

S»  g's^j  die  Strahlen  0|,  g\  die  Ebenen  Xi»  X'i '   h  T!   ^^^  ^®'S' 
h  der  Strahl  g  gegeben. 

bt  hingegen  eine  Ebene  von  />  oder  ein  Strahl  von  Z>|  ge- 
geben, so  mdet  man  den  entsprechenden  Strahl  oder  Ebene,  m- 
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dem  man  von  zwei  der  Ebene  angehorigen  Strahlen  oder  von  zwei 
durch  den  Strahl  gehenden  Ebenen  die  entsprechenden  Elemente 
sacht  n.  s.  w.  Uebrigens  genügt  es  im  letzteren  Falle  aneb, 
wenn  man  zu  einem  gegebenen  Strahle  (B"i9  als  Durchschnitt  zweier 
Ebenen  yj ,  y^i  angesehen ,  den  entsprechenden  Strahl  g  socht, 
sodann  iur  irgend  eine  Ebene  x^,  welche  durch  (B*\  geht,  den 
entsprechenden  Strahl  i  bestimmt  und  j^  mit  i  durch  eine  Ebene 
verbmdet 

Die  beiden  Hyperboloide  der  ersten  Konstruktion  haben  aus- 
ser den  acht  Punkten  Z>,  />],  et,  a,  ß,  y,  6,  e  noch  unzählige  an- 
dere Punkte  gemein.  Es  sei  n  irgend  ein  Strahl  von  D,  welcher 
durch  einen  dieser  Punkte  v  geht;  so  werden  auch  in  den  proj. 
Ebenenbuscheln  /^und^i  (Taf.n.Fig3.oder3lund}(|  Taf.ll.  Fig.4.)die 
entsprechenden  Ebenen  v  und  Vi9  und  in  A'  und  A\  (71'  und  3i'i) 
die  entsprechenden  Ebenen  v'  nnd  Vi ,  und  folglich  auch  die  Ge- 
rade, in  denen  Vi  und  v\  sich  schneiden,  und  die  Ebene  v^ 
durch  den  Punkt  v  gehen,  d.  h.  der  Punkt  v  gebort,  gleich  den 
Punkten  D,  Di,  a,  6,  ß,  y,  &,  e,  zu  der  gesuchten  Fläche  des 
zweiten  Grades. 

Denkt  man  sich  nun  sämmtliche  Flächen  dieses  Grades  F, 
f^s  F",.,,  welche  durch  die  genannten  acht  Punkte  ^ehen»  so 
muss  sich,  weil,  wie  früher  gezeigt,  neun  Punkte  eine  solche 
Fläche  völlig  bestimmen ,  eine  jede  derselben  auf  die  hier  mitge- 
theilte  Weise  konstruiren  lassen,  indem  man  sich  noch  Irgend 
einen  neunten  Punkt  derselben  q>g  q>',  9>''...  gibt.    Hieraus  folgt: 

Alle  Flächen  des  zweiten  Grades,  welche  acht 
Punkte  gemein  haben,  haben  unzählige  Punkte  ge- 
mein, welche  die  Durchschniltslinie  zweier  einfacher 
Hyperboloide  bilden. 

Und: 

Die  Durchschnittsli  nie  zweier  Flächen  des  zwei- 
ten Grades  ist  durch  acht  ihrer  Punkte  völlig  be- 
stimmt 

Einer  dieser  Punkte  ist  offenbar  auch  R'i  oder  (s^  a'sj  (Taf.  H.Fig. 
3.);  denn  der  Strahl  von  Z>|,  welcher  nach  diesem  Punkte  geht, 
entspricht  als  Durchschnitt  der  Ebenen  a^  und  02  der  Ebene  Dao 
von  D,  welche  die  entsprechenden  Strahlen  a  und  s  verbindet 
Hieraus  ergibt  sich  die  Auflösung  der  Aufgabe: 

Wenn   von  der  Durchschnittslinie  zweier  Flächen, 
des   zweiten  Grades   acht    Punkte  gegeben  sind,    auf 
jeder  Ebene,    welche   drei  dieser   Punkte    verbindet, 
einen  vierten  Punkt  jener  Linie  zu  finden. 

Geht  dagegen  eine  Ebene  nur  durch  zwei  bekannte  Punkte 
der  in  Rede  stehenden  Linie,  so  denke  man  sich  dieselbe  als 
eine  der  Ebenen  ß,  /...,  z.  B.  ß,  des  £benenbuschels  A  (oder  A' 
inTaf.IT.  Fig.  3.),  konstruire  die  entsprechende  Ebene  ^i  In  2I«,  welche 
die  ß  in  der  Geraden  Ü  schneide,   denke  sich  In  der  Ebene  ß 
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beliebig  viele  Strahlen  m,  n,  p„.  von  D,  vrelche  der  iC  in  den 
Punkten  m,  ti,  p...  begegnen,  und  zu  den  Ebenen  fi/,  i/,  ^...  des 
Ebenenbilscbels  A'»  welcbe  durch  jene  Strahlen  gehen,  die' ent- 
sprechenden fii',  i/|',  %^..  in  Ai'  gesucht,  welche  die  Ebene  ßi 
in  den  Strahlen  itii,  R|,  pi ...  und  die  Gerade  £.  in  den  Punkten 
nii,^  Hl,  Pi ...  schneiden  mögen.  Diess  vorausgesetzt,  so  wird  der- 
j^nlffe  der  Strahlen  ni| ,  »i,  ^j ...  die  Ebene  ß  in  einem  neuen 
Punkte  jener  Durchschnittslinie  treffen,  welcher  seinem  entspre- 
chenden Strahle  m,  n,  ^...  begegnet,  d.  h.  für  welchen  auf  den 
zusammenliegenden  proj.  Geraden  £.,  £.  zwei  entsprechende 
Punkte,  wie  t  und  t|,  sich  vereinigen.  Solcher  Punkte  (tti),  wel- 
che dann  selbst  die- gesuchten  Punkte  der  krummen  Linie  sind, 
gibt  es  entweder  zwei  der  einen  oder  keinen,  und  sie  werden 
auf  die  bekannte  Weise  mittels  dreier  Punktenpaare  m,  n,  p 
and  nti,  iii,  P|  und  eines  beliebigen  festen  Kreises  in  der  Ebene 
ß  gefunden.  Zu  demselben  Ergebniss  und  Verfahren  übrigens 
würde  man  gelangen,  wenn  man  sich  die  Aufgabe  stellte :  diejeni* 
gen  zwei  (eine  oder  keine)  Geraden  zu  finden,  welche  in  Einem 
zugleich  der  Geraden  A,  (des  Hyp.  p)  und  drei  zu  einerlei  Schaar 
des  Hyp.  p'  gehörigen  Geraden  begegnen. 

Liegen  von  den  neun  gegebenen  Punkten  einer  Fläche  des 
zweiten  Grades  viere  in  einerlei  Ebene ,  so  kann  man  diese  letzte- 
ren wie  die  Punkte  D,  a,  c,  Bf\  betrachten.  Dann  sind  die 
Ebenen  o^»  <%  unmittelbar  gegeben,  und  die  Jiierdurch  bestimmten 
Durchschnittslinien  dieser  Ebenen  mit  der  Ebene  Dac  sind  be- 
züglich zwei  Gerade  der  einfachen  Hyperboloide  p'  und  p,  wel- 
che die  Geraden  A  und  A  schneiden.  Die  Konstruktion  dieser 
Hyperboloide  wird  also  viel  einfacher^  indem  sie  sich  auf  die 
frühere  Aufgabe  2  reducirt. 

Sind  in  den  reciproken  Gebilden  D,  D^  die  entsprechenden 
Elementenpaare 

tt,  j,  6,  c,  rf,  £,  fy  g,  m.... 

'  und 

«8»  ^>  ft>  y«>  ^>  *2>  9^a>  to*  f*2'— 

ein  für  allemal  bestimmt,  so  steht  es  allemal  frei,  festzu- 
setzen, dass  in  der  oben  gegebenen  Konstruktion  die 
Strahten  a  und  s  mit  irgend  zwei  andern  des  Strahl- 
büschels D  vertauscht  werden,  und  gleichwol  densel- 
ben Strahlen  von  D  noch  dieselben  Ebenen  von  Z>| 
entsprechen  sollen. 

Denn  bezeichnen  jetzt  inTaf.  H.  Fig.  3.  a  und  s  irgend  zwei  andere 
Strahlen  von  A  als  durch  welche  oben  die  Kons&uktion  der  Hy- 
perboloide p  und  p'  sowie  der  Ebenen  «2,  0^29 1^2  •••  bewirkt  wurde, 
und  heissen  auch  jetzt  1x2,  (S^  die  denselben  in  D^  entspre- 
chenden Ebenen,  welche  die  neue  Ebene  Da€  in  den  Geraden 
A^  und  A\  schneiden  mögen,  denkt  man  sich  durch  den  Strahl 
a  oder  A  und  durch  alle  übrigen  Strahlen  5,  (,  c,  d,  /"*..  von  D  die 


Digitized  by 


Google 


3»i 


und  ^'i  von  den  jeoen  Strahlen  eoteprechen^en  Ebenen  if^,  «^ 
ßf*  y^9  h»  9a*'«  geffcbnitten  w^rden^  mit  8«»  t^,  c^,  ^,  f«^.  und 
Hft*  b's,  c'a,  O's»  fa,...»  so  ist,  weil  D,  Di   in  Aoaebung  der  Ele- 


mentenpaare  a,  g,  b,  c,  d,  f..  und  o»,  .<%»  /}«,  y«,  ^»  gi«...  reciprok 
sind, 

^(tf,  1?»  Yf  ^9  g>".)  =  -4»(ö»»  ba,  c»,  Öj|,  fa..) 

und 

4'(«',  P',  f'  ^'-  9>'-)  =  ^  •(«'»,  bV  CV  0\j,  f',...). 

Jetzt  denke  man  sich  ein  Hyperboloid  p  konstniirt,  in  wel- 
chem die  Geraden  A  und  A^\  der  Punkt  Di  und  irgend  drei- 
Durcbschnittspunkte  /?,  y,  S  entsprechender  Clementeopaare  A,  <^ 
€{  und-^,  /2'  ^a*-  liegen  fnach  Aufgabe  2),  und  es  sei  ^^  die 
durch  Dl  gehende,  mit  A  zn  einerlei  Schaar  gehörende  Gerade 
von  p,  und  Bi   der  Puokt,  in  welchem   dieselbe  die  Ebene  Daa 

iund  die  A^')  schoeidet.  Endlich  seien  tSt,  ßi,  yi,  öi,  q^..,  die 
lurch  Ai  gehenden  Ebenen,  welche  die  Ebenen  <t,  ß,  y\  8,  g>,.. 
in  Geraden  schneiden,  die  im  Hyperboloid  p  lie^pen,  und  Si  (oder 
A.^*),  6|,  Cfl,  dt,  fi—  die  Dnrchschnittslinien  diesef  Ebenen  <r|, 
/^i ...  mit  der  Ebene  Daa.    Diess  vorausgesetzt,  so  Ist 

A(a,  ß,  y,  d,  g>...)=^i(<^i»  A,  /j,  dj,  g),...) 
=iBi(«i,  6i,'  ci,  rfi,  /; .,.), 

aber  auch  , 

A(iS,  ß,  y,  d,  ip,„)=zA%(62,  bft,  c«,  Oa,  ^...), 

also 

-^(*u  *i*  Ci>  ^y  /i—)=-^a(%»  ba,  Ca,  öj,  fj...). 

Denkt  man  sich  also  letzt  irgend  einen  der  Punkte  ba',  ^2^  fa'*««^ 
z.  B.  fa',  mit  den  Punkten  s«,  b«,  Ca,  Oa»  fa-«-^ui'^h  Gerade  verbun- 
den, so  entsteht  um  den  PuuKt  f^*  ein  Strahlbüschel,  welcher 
mit  Bi  in  Ansehung  der  gedachten  Geradeo  und  «i,  by^  C|,  <^,/i ... 
projektivisch  und  zwar  perspectivisch  ist»  weil  der  gemeinschaft- 
liehe Strahl  zwei  e«tsprecnende  vereinigt.  Es  liegen  also  die 
Dorchschnittsponkte  83,  bj,  C3,  O3,  fs  (qoi)...  der  entsprechenden 
Strahlenpaare  in  einer  geraden  Linie  fi,  welche  die  Gerade  A>^  < 
in  einem  Punkte  By    schneiden  wird. 

Sofort  sei  ^2  ^®'  Mittelpunkt  eines  Strablbuschels ,  dessen 
Strahlen  nach  den  Punkten  Oa^  b«',  Ca',  ^%\  fa'  •-  neben  und  die 
Gerade  fi  in  den  Punkten  Og',  bj, ,  cJ,  0«^  fs'  (9>xj...  schneiden, 
und  es  sei  Bi  mit  diesen  letzteren  Punkten  durch  die  Geraden 
«/»  bi\  C|^  dy,  /i^..  verbunden,  so  ist,  wenn  man  sich  noch  die 
die  Punkte  Dy  und  By    verbindende  Gerade  Ay    und  die  durch 
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i4i'*und  die!  Geraden  Oi',  bi',  Ci'y  di\  /i'...  gehenden  Ebenen 
«i'.  A',  n',  «!'•  ^'...  denkt: 

AA<.  ßi'.  n'*  «i'*  9i'...)sl»t'(«i',  6,',  Ci'.  dl',  /i'...) 

=^'(0.',  h,',  Cb',  V»  f.'...>=sJ'(a',  ß',  y',  Ä',  9'...). 

Uierans  folgt,  dass 

^i'(«i'>  ft'»  ri'.  «/.  9i'-..)  =  ^'(«'.  P'.  /,  «'>  9'...)» 

also  die  Durchschnittdiinien  der  entsprechenden  Ebenenpaare 
sammt  A'  und  A\  ein  einfaches  Hyperboloid  p^  bilden  u.  s.  w. 
u.  8.  w. 

Denkt  man  sich  also  mittels  dieser  neuen  zwei  H3^erboloide  p  und 
p'  die  den  Strahlen  von  D  entsprechenden  Ebenen  von  D^  kon- 
struirt,  so  müssen  dieselben  mit  den  bereits  gefundenen  zusam- 
menfallen, fv.  z.  b.  w. 

Gleichwohl  gibt  es  unzählige  concen  trische  rfium- 
liche  Strahlbüschel  Di,  welche  mit  dem  Strahlbüschel 
jD  reciprok  sind  und  deren  Systeme  von  Ebenen  ihre 
entprechenden  Strahlen  o,  g,  o,  e,  dj  e,  f.*.  in  den  näm- 
lichen Punkten  a,  c,  ß,  y,  ö,  e,  9...  schneiden. 

Denn  denken  wir  uns  zur  Konstruktion  der  Hvj^erfooloide  p^ 
p'  die  Geraden  A,  A*  und  die  Punkte  Dt ,  i,  y^  o  m  demselben 
Sinne  wie  oben  gegeben,  den  Punkt  c  jedoch  mit  9  oder  irgend 
einem  anderen  Punkte  der  bereits  konstruirten  Fläche  des  zweiten 
Grades  vertauscht,  so  werden  an  die  Stelle  der  anfangs  erhalte- 
nen Hyperboloide  jetzt  nothwendig  andere  treten ,  wofern  nur  der 
neue  Punkt  nicht  der  Durchschnittslinie  der  anfängliehen  Hyper- 
boloide angehört .  Dann  werden  also  auch  die  Ebenen  «2  lind  a^, 
welche  den  Strahlen  a  und  j  entspr^hen,  andere  werden,  und 
ihre  Durchschnittslinie  die  Ebene  Uae  in  einem  anderen  Punkte 
^.' oder  (8«a's)  des  Kegelschnittes,  welchen  diese  Ebene 
mft  der  Fläene  des  zweiten  Grades  gemein  bat,  treffen. 

Bezeichnet  man  nun  die  Ebenen  a^  tf«»  welche  den  verschie- 
denen Annahmen  eines  Punktes  e  entsprechen,  mit  er,  a^,  a^,  «3... 
und  0,  (T|,  02,  08'->  ^^^  ^^  unveränderlichen  Geraden  Z>^ck,  D^^ 
mit  2,  @,  so  ist  wegen  des  gedachten  Kegelschnittes 

31  (a,  «1,  «2,  flj...)=0(0,  (Tj,  c^  03...). 

Es  werde  jetzt  der  Strahl  a  mit  irgend  einem  andern  Strahle 
b  von  D  vertauscht;  so  darf  man  festsetzen,  dass  die  durch  eine 
neue  Konstruktion  zu  erhaltenden  Ebenen  a^,  0«»  ß%  ^^^^  \jelmehr 

«»  «1»  i%>08-..;    0,  0|,  0ft>  <J3  —  ;    ft  ßx>  ßt>  fe  — 
mit  den  früheren  identisch  seien,  und  es  wird  auch  jetzt  wieder 
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»(ft    A.  &  ft..,)=:e(<T,  ffi,  0i,  it^...) 
sein,  wenn  Jß  die  Gerade  Diß  bezeichnet.    Und  so  überhaupt: 

Sind  im  Räume  irgend  zwei  reciproke  räumliche 
Strahlbuscbei  Z>,  Dj  gegeben^  so  gibt  es  unzählige, 
mit  irgend  einen!  von  beiden  concentrische,  andere 
Strahlnuschely  weiche  mit  dem  anderen  reciprok  sind, 
und  von  denen  allemal  diejenigen  Ebenen,  die  einer- 
lei Strahle  des  anderen  entsprechen,  diesen  Strahl 
in  demselben  Punkte  als  d  ie  Ebenen  des  ursprüngli- 
chen StrahlbCischeis  schneiden;  und  zwar  sind  -die 
verschiedenen  Ebenenbüschel,  welche  in  den  concen- 
trischen  räumlichen  Strahlbüscheln  jedesmal  von  den, 
einerlei  Strahle  des  anderen  räumlichen  Strahlbü- 
schels entsprechenden  Ebenen  gebildet  werden»  in 
Ansehung  der  einerlei  Strahlbüschel  angehorigen 
Ebenen  projektivisch. 

Da  aber  die  Fläche  des  zweiten  Grades,  welche  von  den  erst* 

fedachten  reciproken  Strahlbüscheln  erzeugt  wird,  ia  einem  Punkte 
!>i  nur  von  Einer  Ebene  berührt  werden  kann,  so  kann  auch 
demjenigen  Strahle  von  D,  welcher  beiden  Strahibfischeln  gemein 
i^^*  (p))  duch  nur  einerlei  Ebene  n^  entsprechen  d.  h.  sämmtliche 
Ebenen  tv  ,  71^ ,  9^2,  7E3 ...  fallen  in  eine  zusammen.  Denken  wir 
uns  ferner,  dass  eine  der  Ebenen  von  Z>,  welche  durch  den  Strahl 
p  geben,  wie  es  beim  einfachen  Hyperboloid  und  dem  Kegel  der 
Fall  ist,  durch  den  ihr  in  Z>i  entsprechenden,  in  %  liegeoden, 
Strahl  gehe,  und  nun  wieder  denjenigen  Strahl  von  Z>,  welcher 
dieser  Ebene»  insofern  sie  zu  Di  gerechnet  wird,  entspricht  und 
natürlich  in  dieser  Ebene  selber  liegt,  so  wird  aucD  dieaem 
Strahle  von  D  in  Di  und  den  damit  concentrischen  Strahibfischeln 
nur  eine  einzige  Ebene,  nämlich  die  durch  ihn  selbst  und 
durch  p  gehende,  entsprechen  können.  Hieraus  schliessen  wir 
ferner:  * 

Denkt  tnan  sich  die  unzähligen  concentrischen 
räumlichen  Strahlbuscbei  (Z>|),  welche  mit  einem  und 
demselben  anderen  (D)  reciprok  sind,  und  deren  einer- 
lei Strahl  entsprechende  Ebenen  diesen  In  einerlei 
Punkte  schneiden,  so  gibt  es  in  D  allemal  entweder 
drei  oder  zwei  oder  einen  Strahl,  welchen  in  den  ver- 
schiedenen concentrischen  Strahlbüscheln  immer  nur 
einerlei  Ebene  entspricht,  jenachdem  die  durch  jene 
GebildiD  erzeugte  Fläche  ein  einfaches  Hyperboloid, 
oder  ein  Kegel  des  zweiten  Grades  oder  eine  vollkom- 
men krumme  Fläche  ist;  und  zwar  ist  der  eine  dieser 
Strahlen  allemal  der  den  Strahlbüscheln  gemein- 
schaftliche, während  die  beiden  anderen  oder  der 
andere  auf  der  betreffenden  Berührungsebene  liegen. 

Die  zuletzt  erhaltenen  Resultate,  'deren  Entwickelung  sich 
noch  ziemlich  eng  an  den  Begriff  der  Fläche  des  zweiten  Grades 
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anschloss,  werden  sich  auf  eine  freiere^  von  diesem  Begriffe  un- 
abhängigere Weise  entwickeln  lassen,  sobald  die  geometrischen 
Verwandtschaften  der  höheren  Art,  welche  von  Steiner  in 
seiner  ,,  EntWickelung  der  Abhängigkeit  geometrischer  Gesf — 
mittels  des  einfachen  Hyperboloids  —  und  von  dem  Verf.  im  7. 
Theile  des  Archivs  zunächst  nur  für  den  Fall  reeller  Hauptpunkte, 
Hauptlinien  u.  s.  w.  vorgetragen  sind,  eine  umfassendere,  auch 
•  imaginäre  Hauptpunkte  u.  s.  w.  zulassende  Darstellung  ge« 
funden  haben,  üiese  Darstellung  wird  dann  auch  erst  den  rech- 
ten Einblick  in  den  unerschopfficheq  Reichthum  der  Steinerschen 
Geometrie  yerschaffen,  welcher  darin  besteht,  dass  dieselbe  Ver- 
wandtschaften der  höheren  Art  immer  durch  Combination  von  Ge- 
bilden der  vorhergehenden  niederen  erzeugt  und  so  ins  Unendli- 
che von  einfacheren  2u  verwickelteren  Gebilden  fortschreitet. 

Unter  andern  wird  dann  auch  dem  Satze,  welcher  den  Kegel- 
schnitt, so  zi^  sagen,  als  den  Durchschnitt  projektivischer  ebener 
Strahlbüschel  hinstellt,  der  analogere  zur  Seite  treten,  wonach 
zwei  räumliche  Strahlb&scbel,  deren  Mittelpunkte 
auf  einer  Fjäche  des  zweiten  Grades  liegen,  in  An- 
sehung der  nach  etnerleiPunkte  der  Fläche  gehenden 
Strahlenpaare  geometrisch  verwandt  sind,  und  zwar 
dem  gemeinschaftlichen  Strahle  beider  Strahlbüschel, 
alsHauptstrahle,  wechselsweise  dieBerührungsebene, 
als  Hauptebene,  entspricht 
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Will. 

Beweis  des  pythafforisclieii 
Ijelirsatzes. 

Von  dem 

KUnd.  der  Mathematik  Herrn  Bernh.  Mdllmanii 

so  Otnabrüclc. 


Es  werden  bei  diesem  Beweise  folgende  Sätze  gebraucht; 

1)  Zwei  Dreiecke  sind  congnient,  wenn  eine  Seite«  ein  an- 
liegender und  der  gegenüberliegende  Winkel  in  dem  einta  Drei- 
eck den  entsprechenden  Stücken  in  dem  anderen  einzeln  genom- 
men gleich  sind. 

2)  Ein  Dreieck  ist  halb  so  gross  als  ein  Parallelogramm, 
wenn  beide  gleiche  Grundlinien  und  gleiche  zugehörige  Hohen 
haben. 

3)  Wird  von  zwei  geraden  Linien  AB,  CD  (Taf.  IV.  Fig.  1.) 
die  eine  CD  in  beliebig  viele  Abschnitte  CE,  EF,  FD  getheilt: 
so  ist  das  Rechteck  aus  den  beiden  Linien  gleich  den  Rechtecken 
aus  der  uogetheilten  Linie  und  jedem  der  gemachten  Abschnitte. 

4)  Das  Quadrat  über  der  Summe  zweier  Linien  ist  gleich 
den  Quadraten  der  beiden  Linien  nebst  dem  doppelten  Rechtecke 
aus  beiden   Linien. 

5)  Das  Rechteck  aus  der  Summe  und  dem  Unterschiede 
zweier  Linien  ist  gleich  dem  Unterschiede  der  Quadrate^  welche 
die  beiden  Linien  zu  Seiten  haben. 

Beweis.  Es  sei  Aß  (Tat.  IV.  Fig.  2.)  die  grOssere  und 
BC  die    kleinere  Linie.    Man  beschreibe  über  AB  das  Quadrat 
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ABHD,  ziehe  darch  Ceioe  Parallele  CG  vaMAÜ,  verlängere  ilZ> 
and  CG  um  die  der  kleineren  Linie  ßC  gleichen  Stücke  DE, 
FG  und  ziehe  EFi  so  ist  ACFE  das  Rechteck  aus  der  Summe 
and  dem  Unterschiede  der  beiden  Linien.  Macht  man  alsdann 
CJ=AC  und  zieht  durch  J  eine  Parallele  JK  mit  ßC:  so  ist 

CJKB=DEFG,    GJKHzpßO. 

Nun  ist 

ACF£=ABHD^BCJK'^GJKH  +  DEFG 
=zABHD^GJKff^AB9-^BC^. 

Es  sei  ABC  (Taf.  IV.  Fig.  3.)  «in  bei  B  reebtVFinkliges 
Dreieck.  Halbirt  man  Jle  Winkef  BAC  and  ACB  und  föllt  aus 
dem  Durchschnitt  O  der  haV>irenden  Linien  auf  die  Seiten  des 
Dreiecks  die  Lothe  DO,  EO,  FO:  so  ist  (t) 

/^AEO^£iADO,  ^CEO^^CFO 

EO=DO  EO=FO 

AE=AD,  CE=CF, 

folglich  DO=EO=FO,  DBFO  ein  Quadrat  und  AC—AD+CF 
oder  AB+BC—AC^WBz=:WF=2DO,  mithin  da»  Rechteck 
aus  AB+AC+BC  und  AB+BC-AC  gleich  dem  Rechtecke  aus 
AB-i-AC+BC  und  2D0,  Nun  ist  aber  das  erstere  Rechteck 
(nach  5)  gleich  (AB+BC)^^AOf  und  das  letztere  (nach  3) 
gleich  den  drei  Rechtecken  ans  AB  und  2 DO,  BC  und  2F0, 
AC  und  2£0  oder  (nach  2)  gleich  dem  vierfachen  Dreieck  ABC, 
mithia 

(AB\^BC)n^ACi-\^ABC 

oder  gleich  dem  doppelten  Rechteck  ans  AB  und  BC  Nun  ist 
femer  (nach  4)  {AB-\-BC)^  gleich  den  Quadraten  aber  AB  und 
tf  C»    nebst  dem  doppelten  Rechtecke  aas  AB  md  ACy    nithin 

ilÄ  +  ÄOi— 2lC*=0, 

AB%-{^  BO=zAC9,  q.  e.  d. 
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Znr  Thellmiir  des  Dreieeks. 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  J.  Dienger 

an  der  pulytechnuchen  Schule  zu  CarUrnhe. 


Die  foIsendeD  Aufgaben  über  die  Theilaog  eioes  Dreiecks  durf- 
teo  nicht  onne  Interesse  sein,    selbst  in  den  Elementarunterricht- 
in  der  Geometrie  aufgenommen  werden  können.    Sie  mögen  vom 
Einfachen  zum  Zusammengesetzten  geordnet  erscheinen. 

(Die  Figuren  auf  Taf.  III«  sind  nach  den  Nummern  der  einzelnen 
Paragraphen  im  Folgenden  geordnet,  «o  das«  c.  B.  Fig.  2.  zu  $.  2.  ge- 
hört u.  8.  w.)* 

§.  1. 

lo  dem  Dreieck  ABC  ist 

AD=.-AC,    AE=-AB; 

n  s 

welcher  Theii  ist  ADE  vom  ganzen  Dreieck? 

Man  ziehe  CE,  8oiBtAEC=-ABC,  und  da  ADE=- AEC, 

"  s  n 


so  ist 


ADE  ^— ABC. 

ns 


$.2- 
In  dem  Dreieck  ABC  ist 


AD  =  -AC,    AE=-AB,     DF=-DE', 

n  .  s  f) 
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welches  Verhflitniss  haben  die  drei  Stücke  ADE,  DFC^  CFEB 
zum  ganzen  Dreieck,  dessen  Fläche  =^  sei? 

ADE^^^J{S.\.h 
man  ziehe  nun  C£,  so  ist  AEC='J,  also 

\s     n    s/  ns 

Ferner  ist 

DFC='!^  DEC  =  ^^^'""'^// 

V  VfU 

and  nun  endlich 

\n    s  vns      J  tfnu 

Demnach  ist 

In  dem  Dreieck  iJfC  ist 
AD=-AC,  AE=-AB,  ßF=-DE,  CG=-BC', 

fl  S  f>  c 

welches  Verhältniss  haben  die  drei  Stflcke  zum  Flächeninhalte  A 
des  ganzen  Dreiecks? 


Zunächst  ist 


ADE^^Aa.l.). 


Mao  ziehe  DG  und  BE,   so  i^t 


also 


n       c  c         $ 


DEG=J-^A-^^=^--^'^^=^.*—A 
ns  n      c  CS 

(mm— m.T  +  nrc— ftra)    . 

CS 
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OeMgjleicIien  ist 

DFG^'i-DGE  =  "(«^-"WT-fr""'-:?!:!)^ , 

C  J5'£=:  (p— tt)(mi»— mcr  +  wrc— -nra)  ^ 
,  tmcf  ' 

woraus  nun 

FDGC=:  FDG  +  DCG  und  BEFG=BEG  +  FEG 

leicht  berechnet  werden. 

§.4. 
In  dem  Dreieck  AßCi&t 

AD~AC,  AE=^AB,    CF=-BC,  DG~DF, 

n        '  s  c  9        ' 

DB=^DE\ 

welches  ist  das  Verhältniss  der  vier  Tbeile  zu  //? 

m  n      c 


Man  ziehe  £F,  so  ist 


also 


s       c 


DEFssJ A .  'A A, 

m  n      e  r        c       * 


woraus  />£F  gefunden  wird.    DGB  \si  sodann  -  '--DEF,    wo- 
durch auch  DGB  gefunden  ist.    Endlich  ist  dann 

FGBEB:=^A^ADC-'DCF--DGB, 

so  dass  anch  dieser  Theil  berechnet  werden  kann. 

§.5. 
In  dem  Dreieck  ABC  ist 

AD=^AC,   AE=i\AB,  CF=-^AC,  CG=:^BC, 
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man  fragt  nach  dem  Verhältniase  der  Theile  zum  Ganzen« 

Zunächst  werden  die  Stücke  ADE,  CFG  nach  $.  1.  gefun- 
den. Zieht  man  sie  vom  Ganzen  ab,  so  bleibt  DEBGF  als  be- 
kannt Zieht  man  EGt  so  findet  man  eben  so  BEG;  eben  so 
AEF,  wenn  man  EF  zieht.    Zieht  man  ADE  von  AEF  ab,    so 

hat  man  DEF.    Zieht  man  FJ,  so  ist  DFJ=z  ^DEF,    also  Ist 

DJF  bekannt.  Zieht  man  JG\  so  findet  man  JGEß  nach  g.  3., 
also,  da  EGB  bekannt  ist,  hat  man  auch  JGE.  Zieht  man  nun 
DJF   und   JGE   von   DEGF  ab,    so   bleibt   FJG.    Da   aber 

Fja=z-FJG,  so  sind  endlich  auch  FJH  und  HJG  bekannt 
Nan  ist 

DJHF=JFH^DJF,    JHGBE^HJG  +  GJE  +  BEG, 

so  dass  jetzt  alle  Stücke  in  Ihrem  Verhältniss  zum  Ganzen  als 
bekannt  angenommen  werden  können.  Eine  nähere  Auseinander- 
setzung wird  hier  ffiglich  unterbleiben  kOnnen ,  da  sie  Nichts  wei- 
ter enthielte,  als  die  Bildung  von  Formeln,  die  keineswegs  beson- 
dere Schwierigkeiten  darbietet 


§.6. 

Seien  bekannt  die  Verh&ltnbse  von  AE  zu  AB,  AD  znAC, 
CF  zu  ACy  CJ  zu  BC,  DH  zu  DE  und  man  stellt  dieselbe 
Frage,  wie  früher. 

Zunächst  finden  sich  die  Stücke  ADE,  CFG  nach  §.  1.; 
JHEB  nach  §.  3.  und  sodann  auch  DHJGF  von  selbst 


§.7. 

Seien  bekannt  die  Verhältnisse  von  AD  zu  AC,  CF  zu  AC, 
CG  zu  BC,  BL  zu  BC^  FH  zu  FG,  DJ  zu  DE,  JK  zu  JHi 
die  Frage  dieselbe  trie  oben. 

Die  Stücke  ADE,  CFG  ergeben  sich  nach  §.  t.;  DJ  HF 
nach  $•  S* ;  eben  so  findet  man  EJHGB  nach  €.  5.  Dies  leta« 
tere  Stück  ist  aber  durch  KL  wieder  in  zwei  getheilt,  die  zu  be- 
rechnen sind.  Man  ziehe  LE,  LJ,  LH,  so  findet  sich  LEB 
nach  (.1.9  LJEB  nach  $.  3.,  also,  wenn  man  die  letztem  von 
einander  abzieht,  auch  LJE.  DJLCD  nach  §.  6.,  also  wenn 
man  DJ  HF  und  FGC  abzieht,  auch  JLGHJ,  Zieht  mau  HB, 
80  findet  sich  HBG  nach  §.  2.,  also,  da  das  Verhältniss  von  GL 
zu  GB  bekannt  ist,    auch   HLG.    Zieht  man  das  Letztere  von 
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HGLJ  aby  80  bleibt  HLJ  als  bekannt.  Da  man  das  Verh&ltniss 
von.  HK  zu  HJ  kennt»  so  ergiebt  sieb  daraas  HKL  und  HJL. 
Nan  ist 

HGLK-HLG^HKL,    KLBEJ=zKJL  +  JLE +  ELB, 

somit  sind  alle  Stücke  bekannt. 

5.8. 

Man  kennt  die  Verhältnisse  «von  AC  zn  AB,  AD  zu  AC 
CF  zu  AC,  DL  zu  DE,   FH  zu  FG,  JG  zu  FG,  JK  zu  JL 

AED  und  CFG  finden  sieb  nach  6.  I.,  JGBEL  nach  6.  5., 
und  daraus  auch  LDFJ.  Man  ziehe  HL,  so  findet  sich  DLHF 
nach  §.  7.9  also  jetzt  auch  LHJ.  Da  aber  das  Verhfiltniss  von 
JK  zu  JL  bekannt,  so  ergiebt  sich  HKJ,  wodurch  sftmmtliche 
Stucke  bekannt  sind. 


§.  9. 

Es  ist  klar,  dass  man  in  ähnlicher  Weise  dieAufgabe  immer  verwickel- 
ter machen  kaqn.  Wir  wollen  jedoch  hierin  nicht  fortfahren^  da  die 
Losung  Nichts  weiter,  .als  eine  Wiederholung  des  Früheren  ist; 
vielmenr  wollen  wir  ein  zusammengesetztes  specielles  Beispiel 
berechnen. 

Sei 

ab^\af,  mf^\af,  ac=\ad,  de-\df, 

FJ=g/>F,  CH=z\cE,   CG=?CÄ, 

und  man  ziehe  die  Hilfislinien: 

FC,  FG,  FH,  MG,  MC,  MK,  MB,  ME, 
JB,  JG,  JK,  JC,  JH, 

so  erhält  man: 
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fcäz=Ij. 
fbg=j.fbc=Ij. 


FCE  =  (j-l)^  =  ^^. 


3 


feb=:\fce  =  ^j. 


GB*=fi?(;F= 14^=1 ./. 


hje=.^fhe=.II^^=Ij. 

5 
BGHEJM=(l-l~l-^-.^)jJ^J. 

12  2  . 

Theil  XVII.  21 
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/28      I       Y      ^\^-^*^ 
^*"'— 2  60         60 

/28       1       11       6\         329 

^*'^-\,6ö~iö~i6ö~w      iSö  \ 

1  329      ^^ 

/28      6       329       7       1\         335 
**•'— V6Ö''f2~^8Ö~6Ö~  äD/^-^Ö"*  • 

2  335  67     . 
*^^— 6  ■  "SSÖ '^"- liSÖ  "^  • 

3.   335  ©7 

*'"'~6*2880        S6Ö 

ÄLJFJSr  =  ( ggg  +  gg  +  gjj)  ^  =  2^ -rf . 

Demnach  sind  die  sechs  Stücke: 

ABCss\j,   CGa-=:^d,  CDSss^J, 
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und  vrirklich  ist  auch 

V6+60  +  5+2Sa)  +  2880^W 


10. 

Eine  weitere  hieber  gehörige  Aufgabe  wäre  nun  die  umge- 
kehrte, von  der  wir  ein  specielles  Beispiel  berechnen  wollen,  da 
daran  sich  der  allgemeine  Gang  erkennen  läset. 

2 

Der  Punkt  D  liegt  in  AC  so,  dass  AD—^AC      Man    soll 

von  D  aus  das  Dreieck  ABC  in  fünf  Theile  theilen,  die  sich  ver- 
halten wie  3:3:5:6:8. 

Die  Theile  sind  also 

24^'   24^'    24"^'    24^'   24^' 


Man  wähle  E  so,  dass 


(24^24)^ 


_         JAB       g 
AE=^-        2 =  ^AB, 


und  ziehe  DE,  so  ist 

Nimmt  man  nun  G  so,  dass  AG=jAE,  und  zieht  AG,   so  ist 

Man  nehme  nun  A  so ,  dass 


21* 
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„„.(a+a)»«^ 


CH= — j —JJZyBC 

6 
und- ziehe  DH^  so  ist 

3  3 

Zieht  man  nun  DJ  so,  das8  CJ^^^CH^  so  ist />C/=32'^'  ^'^^ 

8  ^ 

,DJH=z-^J  und  mithin  noch  DEBH^z^J .    Demnach  ist 

ADG:DCJ:DEBH:GDEiDJH=2:3:6:d:8. 

Eine  weitere  Verfolgung  dieses  Gegenstandes  erscheint  lüs 
unnöthig,  da  die  Art  der  Auflösung  ähnlicher  Aufgaben  aus  dem 
Gesagten  deutlich  erhellt. 
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X. 

Die  drei  Oruiidgrleicliun§ren  der  iLiSr- 

perlichen  oder  spliilrisclien  Trigro- 

nometrie* 

Von  dem 

Herrn   Professor  Franke 

zu   Hannover 


Bei  Lesung  des  Aufsatzes  Theil  XVI.  Seite  194.: 

,,Neue  eirifaclie  und  leichte  Herleitung  der  Grundformeln 
der  sphärischen  Trigonometrie'^ 

vom  Herrn  Herausgeber  des  x\rcbivs  wurde  ich  an  die  fiehandlung 
des  körperlichen  oder  sphärischen  Dreieckes  erinnert  >  welche  in 
meinem  ,,Lehrbuch  der  descriptiven  Geometrie".  Erstes  Heft, 
Seite  47.  ff.  sich  vorfindet.«  Diese  Behandlung  ist  aus  der  Ueber- 
Zeugung  hervorgegangen«  dass  der  Anfönger  zur  klaren  Einsicht 
in  die  Natur  körperlicher  Gebilde  dann  gelangt,  wenn  ihm  die  ana- 

Eisehe  Entwicklung  Schritt  für  Schritt  neben  der  graphischen 
rstellung  vorgeführt  wird.  An  dem  eben  bemerkten  Orte  sind 
die  allgemeinen  Eigenschaften  der  Dreiecke«  sowie  die  sechs  Con- 
structionen  derselben  aus  irgend  drei  Stücken  mit  Hülfe  einer 
einzigen  Figur  entwickelt  worden,  während  gewöhnlich  die Con- 
struction  des  Dreieckes  aus  drei  Kantenwinkeln  eine  andere  Be- 
handlung verlangt,  als  die  aus  zwei  Kantenwinkeln  und  dem  ein- 
feschlossenen  Flächenwinkel «  und  diese  wieder  eine  andere  Be- 
andlung  beansprucht,  als  dre  Construction  ans  zwei  Kantenwinkeln 
und  einem  gegenüber  liegenden  Flächen win kel ,  und  während  ge- 
wöhnlich die  Öonstruction  des  Dreieckes  in  den  drei  übrigen  Fäl- 
len auf  die  Eigenschaft  des  Supplementär- Dreieckes  verweisen 
raoss.    Aus  derselben  einzigen  rigur  erlangt  man  aber  auch  die 
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drei  Grundgleichungen  der  körperlichen   oder  sphärischen  Trigo- 
nometrie, wie  folgende  Betrachtungen  bestätigen. 

Wird  das  körperliche  Dreieck  SMCN  (Taf.  IV.  Fig.  4.)  von 
einer  Ebene  MCN  winkelrecht  zur  Kante  SC,  welche  den  Ebe- 
nen der  Winkel  MSC=:a  und  NSC=ß  gemeinschaftlich  ist,  ge- 
schnitten: so  wird  der  Winkel  MCNzziC  der  Neigungswinkel  die- 
ser beiden  Ebenen,  oder  der  Gegenwinkel  von  y  sein,  den  die 
Kanten  MS  und  NS  bei  S  einschliessen.  Fuhrt  man  nun  durch 
C  zwei  Ebenen,  die  eine  zu  MS,  die  andere  zu  NS  winkelrecht, 
so  erhält  man  die  Winkel  B  und  A,  welche  von  den  Ebenen  der 
Winkel  a  und  y,  sowie  ß  und  y  eine;eschlossen  werden.  Die 
Ebene  LBC,  welche  winkelrecht  zur  Rante  MS  steht,  und  die 
Ebene  MCN  aber  sind  zur  a  Ebene  MSC  winkelrecht,  daher  wird 
XC,  der  Durchschnitt  beider,  zu  dieser  «-Ebene,  folglich  zu  CS, 
CS  und  CM  winkelrecht  liegen.  Dieser  Durchschnitt  LC  be- 
gegnet  In  L  dem  Durchschnitte  ilfiV  der  y  Ebene  MSN  uni  der 
C-Ebene  MCN,  so  dass  Länge  und  Lage  der  LC  bestimmt  ist. 
Auch  ist  der  Dnrchschnttt  CB  in  der  et* Ebene  MSC  bestimmt, 
weil  er  durch  C  geht  und  zur  MS  winkelrecht  liegt.  Hierdurch 
ist  die  Länge  und  Lage  der  BL  gegeben ,  da  B£  die  MN  und 
ilfiS  \n  den  bekannten  Punkten  L  und  B  schneidet  und  zur  MS 
Winkel  recht  ües^t.  Es  lässt  sich  daher  aus  der  £-Ebene  CBL  der 
Winkel  CBL  =  B  leicht  ermitteln. 

Auf  gleiche  Weise  erhält  man  ans  der  ^- Ebene  CAK  den 
Winkel  CAK—A,  da  diese  Ebene  und  die  C- Ebene  MCN  win- 
keirecht  zur  /3-Ebene  CSN  stehen,  folgRch  CK,  der  Durchschnitt 
derselben,  der  j3- Ebene,  und  somit  den  Geraden  CSt  CA  und 
CN  im  rechten  Winkel  begegnet,  und  da  CK  die  MN  in  einem 
Punkte,  K  schneidet,  durch  welchen  die  Hypotenuse  AK  des  bei 
C  rechtwinklichen  Dreieckes  und  damit  die  Grösse  des  Winkels 
CAK=A  bestimmt  ist. 

Die  ^- Ebene  und  ^- Ebene  begegnen  sich  In  der  Geraden 
CF,  welche  die  y-Ebene  winkelrecht  schneidet,  weil  diese  Ebe- 
nen derselben  y- Ebene  unter  dem  rechten  Winkel  begegnen.  Es 
ist  daher  CF  eine  Gerade,  welche,  in  beiden  Dreiecken  CBlt 
und  CAK  von  dem  rechten  Winkel  ans  angelegt,  die  Hypote- 
nusen BL  und  AK  winkelrecht  schneidet. 

Eine  Aendening  der  Lage  erleiden  die  HCÜfslinien,  wenn  einer 
der  Kanten  Winkel  a,  ß,  oder  einer  der  Flächen  Winkel  ^,  ^  ein 
rechtet  oder  ein  stumpfer  ist,  oder  wenn  beide  es  sind.  Diese 
Aenderung  ist  an  dem  oben  bezeichneten  Orte  näher  erörtert. 

Die  eben  erwähnte  Betrachtungsweise  der  Figur  ist  ^es,  aus 
welcher  die  Eigenschaften,  die  Constructionen  und  Grnndgleichun- 
gen  des  körperlichen  Dreieckes  mit  gleicher  Leichtigkeit  abgelei- 
tet werden  können.    Was  die  Gmndgleichungen 

amceBmBzzzsinßsiwA , 
cosy =cos«cos/3  -|-  sinasin/ScosC, 
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oosC?=— casAeosB  +  ainAainJBtOBy 

t,   so  erbfilt  man,  zur  Herstellung  der  ersten»  aus  den  bei 
F  rechtwinklichen  Dreiecken  BFC  und  AFC  f§r  die  CF: 

CFszBCmiuCBF,    CF:=AC.BinCAF, 

daher 

BasinB=:AC.8mA. 

Weil  aber 

BC=SC.8\Ba  und  AC=SC.a\oß 

isty  so  geht  letztere  Gleichung  ühev  in 

1.  sinosiof = sinjSsinil . 

Die  Dreiecke  MSN  und  MCN  geben  för  die  gemeinsame  MN 
die  WeHhe 

"  Wfr='Wi+M-2MS.F9S.cosY 
=  SrC+  NC^-2MC.NacosO, 
oder 


2MSJ!fS.co8y:=:  MS^MC+NS--NC+2MaNacosC, 

oder  wenn  die  Linien  MS  und  MC*   NS  und  2VC4n  den  Winkeio 
a  und  j3  und  in  der  SC  ausgedruckt  werden, 

2SCseca  8ec/Jcosy=SC(8ec^— tg»a+sec«j8— tg^jS  +  2tgatg|5cosC), 
das  ist 

'  28ecasecj3cos)'=2  -|-  2tgatg/?cosC) 

und  weno  man  mit  Öcosacos/S  multiplicirt : 

II.  cos/ = cosacosß  +  sinosin/3cos  C 

In  dieser  Gleichung  IL  erscheint  die  Projection  C  des  Win- 
kels y  durch  den  Winkel  y  selbst  und  durch  die  Winkel  a  und  ß 
ausgedrückt,  welche  die  Schenkel  MS  und  NS  von  y  mit  der 
zur  jBbene  MCN  winkelrechten  Geraden  CS  einschli essen. 

An  der  Spitze  C  bilden  die  drei  Geraden  KC,  FC  und  LC 
auch  ein  körperliches  Dreieck«  dessen  Ebenen  KCF  und  LCF 
zur  Ebene  KFL  winkelrecht  liegen.  Es  ist  daher  der  Winkel 
KFL  die  Projection  des  Winkels  KCL ,  und  deshalb  wird  nach 
Gleichung  II.  statt  finden : 
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1.      cosKCL=zcoaKCF.coaLCF+  6lnKCF.mLCF.eosKFL. 

Aber  KC  ist  der  Durchschnitt  der  Ebenen  MCN  und  ACK, 
welche  zur  o-Ebene  winkelrecht  lieeeo,  und  daher  ist  KC  zu  NC 
winkelrecht.  Aus  demselben  Grunde  ist  LC  zu  MC  winkelrecht. 
Man  hat  sonach  für  den  Winkel  KCL  die  Beziehung 

das  ist 

MCK=zNCL, 

und  wenn  MC  nach  Mi  verlängert  wird, 

MCL  =  MiCL, 
folglieh 

KCL:=:NCMi=^iR^MCN, 
oder 

KCL^2R^C. 

Ferner  Ist  in  dem  bei  C  rechtwinklichen  Dreiecke  KCA  der. 
Winkel  RCF=A,  und  im  Dreiecke  LCB  der  Winkel  LCF=B. 
Endlieh  hat  man  für  den  Winkel  KFL  die  Beziehung 

KFL^BFA^2R-y. 

Werden  nun  die  eben  gefundenen  Werthe  der  Winkel  KCL^  KCF 
LCF  und  KFL  in  die  Gleichung  1.  eingefiihrt,  so  entsteht 

cos(2JZ— C)=cosi4cosi?-f  a\tkAe\uBcoa{^R^) 
oder 

III.      ^osC= — cosilco8iB-|-fl(>n^in£Q08/. 
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lieber  die  ^uadratnr  elliptischer 
Seetoren. 

Tob 

dem    Herausgeber. 


Wenn  avcb  das  Integral 

r    8y 

J  (a+Acosy)* 

allgemein  bekannt  ist»  so  will  ich  dasselbe  doch»  weil  man  es 
gewöhnlich  ans  einer  allgemeiDeren  Recursionsformel   abzuleiten    / 
pflegt,  unter  der  Voraussetzung,  dass  a^>6*  ist,  hier  nach  einer 
Desonderen  Methode  entwickeln. 

Bekanntlich  ist 

atanggg)  1  —  tang  g  9» 

sin 9= j — ,  cos^  = j — ; 

1  +  tang^^*  1  +  tang  ^y« 


also,  wenn  wir 


setzen: 


a:=tang^y 


Ix  1— a:« 
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DiffereDtiirt  man  die  erste  dieser  beiden  Gleichungen ,  so  erhSIt 
man 

folglich  vermöge  der  zweiten  der  beiden  obigen  Gleichungen : 


Ferner  ist 


a+bcos(p= j^p^^j 


also  nach  dem  Vorhergehenden 


(a  +  6cos9)«  •"  {a+b+(a-'b)a^f  ' 

wodurch  das  Differential  auf  der  linken  Seite  des  Gleichheitszei 
chens  rational  gemacht  Ist. 

Aus  der.  vorstehenden  Gleichung  erhält  man   durch  Integra- 
tion : 


r   8y l_  r 

y(a+6co89)«-(a+*)V  , 


(l+x^^x 


und  da  nun  unter  der  Voraussetzung  a'>  6'  offenbM 

a+b  ""  (a+6)  (a+6)""^a+i)* 
positiv^  also  V  ""TT  ^^c"  ■^t»  ^o  l^a^^n  man 

setzen,  welches 


'l+^6-*l* 


also 


Digitized  by 


Google 


315 

/*(l-fa*)ar 

-f   a-6*  <J  (l  +  M«)*  +  a— 6./(l+a«)«j 

—  1'   a- 6 '  1/       (1+u«)»      +  a  -bj  (!+«»)«» 

_4rä+Ä    J   /*8w         26     r   u^u    r 

—  f  o- 6'  U 1  +u«  +  a-bj  (1  +  M«)«. j 

giebt,  wo  es  üud  bloss  noch  auf  die  Entwickeluiig  des  Integral« 

ankommt. 

Es  ist  aber  nach  einer  allgemein  bekannten  Formel 


Setzt  man  nun 


so  ist 


und  H-eun  man 


tt*=i7,  also  ti9ti=:5dp'; 


l-fvsfOy  also  d9=dto 


setzt; 


also 


/'      tt8M 1  1 

(1+M»)»-^    2(l+r;-     2(1+««)" 
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Folglich  ist  nach  dem  Obigen 

(1  +  ««)»  -  ~2(1  +  «•)■*■  2^1+«« 

=-271+5*)+ 2  ^'•*'"8''' 


und  daher 

4 


(l+a«)aa; 

I 

=V^'    JArctang«  +^  Arctang«-  („_ft*",:^„,j  j 

Nun  ist  aber  nach  dem  Obigen 

Arctaugtt=Arctang^tang2  y.y  ^^) 
und 


4-V"^ 


bB\ntp\f  '^ 


a—b 
+b 


2(a— 6)lcos2  »«  +Ö+6  '^'"J'''' 


-2-a-6\  «+6"  (a+6)co49'H(«-*)8in|-. 

ft    a+/>A/"a— 6        siny 

2« — Äf   a+Ä'  a+Äcos(p 


also 
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»*m^ 


Folglich  ist  nach  dem  Obigen 

(a+6cos9)« 


6  siny 

a* — 6**  a+6cos9 


Wenn  a-f  6  positiv  ist^  kann  man  auch  setzen: 


^>  /^ 


i2. 


j  +6cos5p)* 

— *       ^  siny 

"^  ■"  a*  —6* '  a  -f  6co89 

+  („._6.)^ii^  Arctang(tangivY5l)- 

Hiervon  wollen  wir  nun  die  folgende  Anwendung  auf  die  Qua- 
dratur elliptischer  Sectoren  machen. 

Die  allgemeine  Polargleichung  der  Ellipse  ist  bekanntlich*) 

1 
'^^^+JBco89) ' 

wo  A  and  B  positiv  sind^  und 

ist.  Der  Winkel  ^  wird  von  der  geraden  Linie  an,  welche  von 
dem  als  Pol  angenommenen  Brennpunkte  aus  nach  dem  diesem 
Brennpunkte  zunächst  liegenden  Scneitel  der  Ellipse  hin  gerichtet 
ist,  nach  einer  gewissen  Kichtung  hin  von  0  bis  WSf^  gezählt. 

Bezeichnet  nun  S  den  Flächeninhalt  des  dem  Winkel  tp  und 
dem  Vector  r  entsprechenden  Sectors  der  Ellipse,  so  ist  bekanntlich 


^=2"/    '^^'* 


«)  M.  f.  den  Aafsatz  Nr.  II.  Id  dieiem  Thoile. 
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also  nach  dem  Vorhergehenden 


'4/'< 


(A+Bcosg))* 

Weil  nun  nach  dem  Obigen  im  vorliegenden  Falle,  .ho  il*>  B* 
und  A-^-B  positiv  ist, 

J  (A-j-BcoBipif 


—     A*—B*'    A+Bco8q> 

ist,  80  ist,  wenn  jetzt 

Arctang(tang2  v.y  -j^J 
den  kleinsten  positiven  Bogen  bezeichnet,  dessen  Tangente 

ist: 

^'    * 4(^*-iP)' J  +  ficosy 

■*'(^»-Ä«)«^ri5=^-  A'-ctang(t«ngl„.V  ^^. 
Dass  man  in  dieser  Formel  fSr 


Arctang(tangg^(p.Vl+§) 


immer,  wie  vorher  bestimmt  worden  Ist,  den  kleinsten  positlreo 
Bogen  setzen  muüs,  dessen  Tangente 


tangjy.y  - 


J+Ä 
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ist,  wird  ans  der  Natur  der  bestinunten  lotegrale  auf  der  Stelle 
erhellen,  und  bedarf  hier  einer  weiteren  Erläuterung  nicht. 

Es  ist  aber  nach  einer  bekannleD  goniometrischen  Formel 
tang2Arctang^tang2g>.\  3^5} 

^2tang^y.y-g^^ «pyVJ^^F» 

SIS    '    X,  » 

B+AcoB<p 

also 

^sinaArctang^tangg-y,  y  2^}l 

_  (i<«-g«)8iny»  jsinyV^^gj « 

-U«-fi«)slng>a+(Ä+iicos9)*  =  I     Ai-BcoBfT'i    ' 

Weil  2I,  iB  positiv  sind  und  A'^  B  ist,  so  ist  J-|-jBcos9  stets 
positiv.    Wenn 

ist,  so  ist  offenbar 

0<Arctang(tang^9\  3T^)^2''' 
also 

0  <  2Arctang^tangg9. y  ^s)^  ^' 
folglich 

sinaArctangTtanggy.y  ^~^J 

eben  so  wie  sing)  positiv;  wenn  dagegen 
180o<g><360o 
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wt,  so  ist  pCenbar' 

2«<ArctaDg(tangg9.  Y  2^)<«' 

also 

t 

a;<2ArctaDg(tang^9.y  -j:^J<;2«, 
folglich 

sin2ATctaDg^taDg^9'-y  ^^^J 
eben  so  wie  sin^  negativ.    Weil  also  A+Bco8<p  positiv  ist,  und 

sin2ArctaDg  (tang^  9-V  2T5/ 

mit  sing?  stets  gleiches  Vonseichen  hat,  so  ist  nach  dem  Obigen 
offenbar  in  völliger  Allgemeinheit: 

sin 2Arctang (tang ^^ . Y  J^^J 

A+Bco»q>    * 
also,  wenn  man  die6  mit  der  Formel 

tang2Arctangftangg-g).Y  ^T+Ä/ 

B-\'AQosq>      , 
'  verbindet,  ebenfalls  in  völliger  Allgemeinheit : 

cos2Arctang^tang2g).  Y  A-Y^b) 


Weil 


ist,  so  ist 


ig+Jcosy 
'  A-\rBcosq> 


'     1 

'^+Äcos9 
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ß  +  Aeoaq)      A-(A^B*)r 
A  -f  JBcosip  ß 


Ferner  ist 


'  1  ,     1— co«9       (A+B)r—l 
and  folglich 

tang2^=±V4=(3£B5;' 

indem  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  jenachdem- 

0<9<18ff>  oder  180o<r<360o 
ist    Also  ist  mit  derselben  Bedingung  wegen  des  Vorzeichens: 


♦       1      tr?3     .tf^-B   (4±B)r---\ 

Setzt  man  nun,  indem  man  immer  Sl  zwischen  0  und  «,  und 
das  obere  oder  untere  Vorzeichen  nimmt,  jenachdem 

0<«)<180o  oder  180o<9)<3Q0o 

ist: 

SO  ist  nach  dem  Obigen 

ginyV3«^JB« 


8.n2Ä=    ^+^^^3^ 


also 


ein»  gip2ia       , 

^  +  Bcoa9)-'\rx<«-Ä«' 
Theil  XVII.  22 
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und  folglich  nach  dem  Obigen 


ASl^^Bs\ü2Sl  .^      DO        o 

2  ASt--BBmSlcosSl 


oder 


2 ASl — ^8in  Sl  cos  Sl 

Auch  ist  nach  dem  Obigen 


Weil  für 


bekanotlich*) 


cos2Ä= ^ 


_6 


Q  Q      

r  P 


isty  so  ist 


also 


AI    M    ^«*      2    '^«*     2    a    6*     2    1 
P       P     P      p   0*    ar     p    a 


Ist  nun 
« 

•  g— r    a--y 

positiv,  so  ist  entweder 


1  3 

0<2Ä<g^w   oder  2»<2Ä<27r, 


d.  i.  entweder 


*)     N.  8.  den  Aufsata  Nr.  II.  iß  dieiem  Theile. 
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1  3 

0<Ä<T-»    oder  jjr<Ä<«. 

Jenachdem  nun 

0<9<I80o  oder  180o<9<360<' 

\»i,  ist  nach  dem  Obigen 

0<Ä<r5-«  oder    ^^«<Ä<«. 
Wenn  also 


positiv  ist,  so  moss  man 

1  3 

0<2.a<^  »  oder  '5-jr<2Ä<2« 

nehmen,  jenachdem 

0<9<J80Ooder  I80o<9)<360o 

ist. 

Wenn  ferner 

a — r  a — t 


negativ  ist,  so  Ist  entweder 


1  3 

2»<2a<»  oder  JJ<2Ä<g- js. 


d.  L  entweder 


1113 
j»<Ä<a«  oder  o^'^'^^i"^- 

Jenachdem  nun 

0<9)<180o  oder  180o<9<360» 
Ist,  Ist  nach  dem  Obigen 

1       '         1 

0<a<2«   oder  5-«<Ä<«. 

Wenn  also 

a — r  o — T 


22* 
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negativ  ist,  so  muss  roaii 


1  3 

^«<2Ä<jr  oder  9K<2.$2<,^9r 

nehmen/ jeaachdem 

0<9><180«  oder  I80o<9<3«)« 
ist.< 

Bei  Beachtung  dieser  Kegein  lässt  die  Formel 
a — r  a^r 


C082Slz 


aVl-6«      V^a«— 6« 


Iceioe  Zweideutigl(eit  za,  wie  man  2Sl  zu  nehmen  bat,  wenn  inaii 
'liSl  mittelst  derselben  bestimmt. 

Setzt  man  nun 

2i$2=Arccos  — -7===--=^=:  Arccos  • 


*     A  r^ — =1^— xnruuuB  77=====.  9 

also 

so  lassen  die  vorhergehenden  Regeln  nie  einen  Zweifel,  wie 

Are  cos  -7  ~ — == = Arccos  ■  , 

genommen  werden  mass.    Wenn  nSmIich 

a — r 

positiv  ist»  80  mass  man 

nehmen,  jenacbdem 

0<9<l80o  oder  180ö<g)<360o 
ist.    Wenn  dagegen 


Va«--6« 
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DegatiF  Ist»  MO  mu»a  man 

2» < Are co8-^-— -j< it  oder  » < Arccos    .   ^     < ^ « 

nehmen,  jenachdem 

0<9><180o  oder  180«<ip<360o 
bt.  . 

Dies  vorausgesetzt,  ist  nao  nach  dem  Obigen 

il  Are  cos    ,  /       ^  —jgsinArc  cos    ^^  ^     ■ 

oder 

il  Arccos.^         '. —  ß  sm  Are  cos  7 


Abw 

"2 


P    a if  n'  a     a' b 


p    a^  p    a 

P   '»l  p'  a        7t    b 
also 

8)  S=2  «ftlArc  cos^-^g^-sln  Are  cos^^  •  yrU^tX 
oder 

9)  S=?fl6|Arcco«;^^^=-8inArccos;^^^p.  V^l-(0'i. 
oder  auch,  wenn  wir 

setzen : 
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10)    S=ft  abllLTc  cos — —  sId  Are  cos \    - 

Wenn  A,  B  gegeben  sind»  scheinen  die  beiden  Formeln 

Ä=Arctang|±  V  J+B' l^(A^B)r^  ' 
^_^Ä-^Äsin2Ä 

'^(A^^nÄTBw 


oder 


*)  Man  konnte  sich  anch  die  Aufgabe  itellen .  r  iii  finden ,  wenn  S 
gegeben  iit,  was  gewissermassen  mit  dem  Kepler'schen  Probleme 
zusammenhängt,  aber  immer  nur  durch  Näherung  bewerkstelligt  werden 

kann,  weil  die  obige  Gleichung  transcendent  ist«     Ist  aber  —    ein     sehr 

kleiner  Bruch,  so  Ist  das  Glied  -sInArccos immer  sehr  klein,  und 

a  e 

wenn  man  nun  die  obige  Gleichung  nnter  der  Form 

as      .  /i— r     e  .    .  a—r 

—1  =  Are  eas sm  Arccos 

ao  e       a  e 

schreibt,  so  sieht  man,  das«  unter  der  gemachten  Voraussetinng  nähe- 
rnngsweise 

— --=  Arccos » 

ad  e 


also  näherungsweise 
folglich 


r=«-..co.(g) 


ist.  Hat  man  aber  auf  diese  Weise  einen  ersten  Nähernngswerth  ge- 
funden, so  wird  es  immer  auch  leicht  sein,  r  so  zn  bestimmen,  dass  die 
Gleichung 

2S      ^           n—r     €   ,    .  «— r 

--T=Arc  cos --sin  Areeos 

ao  €       a  e 

genau  erfüll t  wird,  was  hier  keiner  weiteren  Erläuterung  bedarf. 

Der  Bogen  —.  ist  hier  natürlich  in  Theilen  des  der  Einheit  gleichen 

Halbmessers  ausgedrückt.  Will  man  diesen  Bogen»  von  welchem  der 
Cosinus  SU  nehmen  ist,  g^leich  in  Secnnden  ausgedrückt  haben,  so  muss 
man  den  obigen  Ausdruck  von  r  auf  folgende  Art  schreiben : 
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immer  die  bequemsten  zo  sein.     Man  hat  in  diesen  Formeln  Sl 
stets  swischen  0  und  n,  und  jenachdem 

0<9.<180o  oder  180»<v<3Ö0" 

ist,  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  nehmen. 

Setzt  man  , 

SO  werden  die  obigen  Formeln:  t 

js=  (Jlf/V)l  {^Ä- i/?8ln2Ä<. 

I 

Auch  ist 

ASl       "     L      B    «in2Ä 

Berechnet  man  nun  den  Hulfswinkel  «  mittelst  der  toniicl 

ß    6in2Ä 

15)      €0811  =  ^-2^     » 

was  immer  möglich  ist,  so  ist 

16)  Ä==. 


■{TX^^Ä)  (ii  +  Ä)l« 

oder 
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J 

17)  S=:2i<Ä(ilfiV)UiD~tt»; 

und  stellt  man  daher  die  zur  Berechnung  von  8  erforderlichen 
Formeln  für  den  Fall»  wo  die  Grossen  A^  B  unmittelbar  als  ge- 
geben angesehen  werden »  wie  dies  immer  der  Fall  Ist,  wenn 
man  die  Polargleichung  der  Ellipse  benutzt,  aus  dem  Obigen  in 
der  Kürze  zusammen«  so  erhält  man: 


|a=  Are  taug  |±y  ^_^{  » 


B   sin  2.12 


18) 


lS^24Ä(^fJV)lsing^tt« 

In  diesen  Formeln  wird  Sl  immer  zwischen  0  und  n,  und,  je* 
nachdem  0<9<18(K'  oder  180o<9»<360<»  Ist,  das  obere  oder 
untere  Zeichen  genommen. 

Vielleicht  werde  ich  späterhin  noch  i^uf  diesen  Gegenstand 
zurfickkommen,  in  Bezug  auf  die  Ausdehnung  des  Lambert'schen 
Satzes  von  der  Parabel  *)  auf  die  Ellipse.  ' 


*)    M.  1.    Theil  XVL  Nr.  XXXIX, 
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Heber  Asymptoten,  Krttnunnnffs-Ter- 
hiUtnisse  und  Sinimlarltftten  bei  Flü- 
chen des  zweiten  und  dritten  C^rades. 

Voa  d«ai 

Herrn  Dr.  Beer, 

Prhrat-Docenten  an  der  Vni*enitäl  sa  Bonn. 


Flfichen  des  zweiten  Grades. 

1)  Wenn  wir  die  allgemeine  eanee  Function  des  itteo  Grades 
mit  arei  Veränderlichen  darch  f«,  sowie,  die  allgemeine  ganze 
und  homogene  Fanction  desselben  Grades  und  mit  ^denselben 
Verftnderlichen  (durch  Kn  bezeichnen,  so  erhalten  wir  filr  die  all- 
gemeine Gleichung  der  Flächen  des  zweiten  Grades  die  folgendem 

I.    Fa=Ä;+f»*;=:0. 

In  dieser  Gleichung  [treten  unmittelbar  zwei  Flächen  in  Evidenz, 
nämlich  diejenigen,,  deren  Gleichungen 

K^=iO  und  Fi=0 

sind.  Jene  gehurt  einer  Kegelfläche  des  zweiten  Grades  an, 
deren  Singularität  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  aufnimmt« 
Die  zweite  Gleichung  stellt  eine  Ebene  dar.  Die  Beziehungen 
zwischen  den  beiden  so  eben  erwähnten  Oertern  und  der  ü^läche 
Fs  ist  nun  folgende.  Legen  wir  durch  einen  Punkt  P  der  Fläche 
F^  eine  geraae  Linie  nach  beliebig  angenommener,  aber  fixirter 
Richtung,    so  trifft  sie  den  Kegel  K^  in  zwei  Punkten,    die  wir 
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Qi  und  Ob  nennen  wollen.  Ebenso  wird  die  Ebene  F^  von  eioer 
durch  P  nach  einer  zweiten  beliebiffeD,  aber  festen  Richtune  ge- 
zogenen Geraden  in  eioem  Punkte  K  geschnitten.  Welchen  Punkt 
der  Fläche  wir  nun  auch  an  die  Stelle  von  P  treten  lassen  mSgen, 
immer  behält  der  Quotient  des  Prodoctes  der  Distanzen  PQi  und 
PQ^  und  der  Distanz  PR  ein  und  denselben  Werth,  so  dass 
man  hat: 

PQiPQ^ 

— -ßji —  =  constans . 

• 

Die  Distanzen  müssen  hierbei  immer  nach  derselben  Seite  hin 
gerechnet  werden,  so  dass  also  das  Product  PQx*PQ%  neeativ 
wird,  wenn  Q«  und  Q^  auf  entgegengesetzten  Seiten  von  r  }m- 
^en,  sowie  PH  das  eine  oder  das  andere  Vorzeichen  annimmt, 
jenachdem  P  sich  auf  der  einen  oder  anderen  Seite  der  Ebene 
Fl  befindet.  Die  Richtigkeit  des  Obigen  leuchtet  aus  dem  Um- 
stände ein,  dass,  wenn  in  £^  und  F|  an  die  Stelle  der  VarlabelD 
die  entsprechenden  Coordinatenwerthe  des  Punktes  P  gesetzt  wer- 
den, K^  und  Fl  die  Werthe  %-PQv-PQ%  und  l.PR  annebmen, 
wo  X  und  X  Constanten  bedeuten.  Der  Gleichung  I.  zuTolge  ist 
aber  für  einen  jeden  Punkt  der  Fläche  F^ 

was  denn  zu  der  angegebenen  Beziehung  der  drei  in  Rede  ste- 
henden Oerter  fCthrt,  die  wir  als  Grundeigenschaft  der  Flächen 
des  zweiten  Grades  hinstellen    kennen.  • 

Eine  Seite  des  Kegels  K^  schneidet  ersichtlich  die  Fläche 
F^nur  in  einem  Punkte,  ihrem  Durchschnitte  mit  der  Ebene  F|. 
Hieraus  schliessen  wir,  dass  die  Seiten  des  Kegels  mit  den 
Asymptoten  der  Fläche  parallel  lauten ;  wir  wollen  daher  jenen 
einen  asymptotischen  Keg^l  nennen.  Der  asymptotische 
Kegel  schneidet  die  Fläche  F^  in  einer  ebenen  Curve »  dem  Kegel- 
schnitte nämlich,  welchen  die  Ebene  F|  ans  K^  herausschaeioet; 
nnd  zwei  Flächen  zweiten  Grades  mit  demselben  asymptotischen 
Kegel  schneiden  sich  in  ebenen  Gurren. 

Wird  das  Coordinaten •  System  verschoben,  wobei  sich  die 
Richtungen  der  Axen  nicht  ändern,'  so  tritt  an  die  Stelle  der 
Gleichung  I.  die  folgende: 

r.  Äj,+fi'F\=o. 

In  ihr  kommt  ein  zweiter  asymptotischer  Kegel  zum  Vor- 
schein, der  dem  ersten  gleich  und  ähnlich  ist.  Wir  entnehmen 
hieraus,  dass,  wenn  der  Kegel  Ä.^  verschoben  wird,  die  Fläche 
Fa  von  ihm  immer  in  Kegefschnitten  getroffen  wird.  Die  Ebene 
dieser  Kegelschnitte  aber,  und  somit  ihre  Gestalt,  ändert  sich  mit 
jeder  neuen  Lage  des  Kegels. 
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Der  asymptotiiiche  Kegel  kaim  dem  Obigen  gemäss  als  At- 
tribut einer  Fläche  zweiten  Grades  betrachtet  werden  und  liefert 
uns  folglich  in  seiner  Natur  einen  tangTicfhen  Eintheikrogsgrand 
fiir  jene  Fl&chen ,  bei  dessen  Annahme  jedoch  begreiflicberweiste 
die  Discussion  eines  Keeels  zweiten  Grades,  welche  sehr  ein&ch 
ist,  vorausgesetzt  wer&n  muss.  Jenachdem  K^  einen  eigentli- 
chen Conus  oder  das  System  zweier  Ebenen  darstellt,  «gebort  jP^ 
einer  von  zw^i  zunächst  sich  darliietenden  Abtbeilungen  an.  Die 
Flächen  der  ersten  Abtfaeiking  werden  von  ihrem  asymptotischen 
Kegel  im  Allgemeinen  in  Curven  des  zweiten  Grades  geschnitten. 
Sie  zerfallen  weiter  in  zwei  Gruppen,  von  denen  der  einen  ein 
reeller,  der  andern  ein  imaginärer  asymptotischer  Conus  zukommt; 
jene  begreift  die  Uvperboloide  mit  dem  reellen  Conus  als 
Grenze,  diese  die  ftllipsoide  mit  dem  ellipsoidischen  Punkte 
als  Grenze.  Drehes  wir  das  Coordinatensystem  so,  dass  seine 
Ebenen  in  die  Hauptschnitte  des  asymptotischen  Kegels  fallen, 
so  nimmt  die  Gleichung  der  Flächen  der  ersten  Abtheilung  diese 
Gestalt  an:- 

A.    Jj:«+J%f«+C2Hf*^i=0, 

wo  A,  ß  and  C  von  Null  verschieden  sind. 

Die  Flächen,  welche  die  zweite  Abthetlung  ausmachen, 
werden  von  ihren  asymptotischen  Ebenen  immer  In  geraden  LI* 
nien  geschnitten.  Legen  wir  die  z-Axe  so,  dass  sie  jenen  zwei 
Ebenen  gemein  wird,  so  kann  die  Gleichung  der  hierher  gehOri* 
sren  Flächen  durch  eine  Drehung  des  Systemes  um  die  z-Axe  in 
die  folgende  umgeformt  werden: 

B.    ^j?*+J?3^«+ftFi=0, 

wo  mindestens  einer  der  beiden  Coefficienteo  A  und  ß  von  Null, 
verschieden  ist. 

Die  untergeordneten  Gruppen  heben  sich  auch  in  dieser  Ab- 
theilung durch  die  Natur  der  asymptotischen  Fläche  hervor.  Be- 
steht diese  nämlich  aus  zwei  reellen  Ebenen,  die  sich  schneiden, 
so  ist  die  Fläche  ein  hyperbolisches  Paraboloid.  Die 
Grenze  der  hyperbolischen  Faraboloide  in  Bezug  auf  eine  Varia- 
tion des  Coefficienten  /ü  ist  das  System  zweier  reeller  sich  schnei- 
dender Eb^en.  Wenn  die  asymptotische  Fläche  aus  zwei  in 
einer  reellen  Geraden  sich  schneidenden  imaginären  Ebenen  be- 
steht, so  entsprechen  ihr  elliptische  Paraboloide,  deren 
Grenze  für  die  angegebene  Variation  die  reelle  gerade  Linie  ist. 
In  dem  Uebergangsfalle  endlich,  wenn  die  asymptotischen  .Ebe- 
nen reell  sind  und  zusammenfallen,  ergeben  sich  parabolische 
Cylinder,  deren  Grenze  zwei  zusammenfallende  reelle  Ebenen 
ausmachen. 

Wir  wollen  uns  jetzt  die  Frage  stellen,  ob  sich  nicht  der 
asymptotische  Kegel  so  verschieben  lasse,    dass  seine  sämmtli- 
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eben  Seiten  Asymptoten  der  Fläche  werden,  oder,  was  dasselbe 
besagt»  ob  in  der  Gleichung  der  FIftche  die  Fanction  F^  durch 
eine  Verrdckung  des  Coordinaten-Anfangspunktes  auf  eine  Con- 
stante  gebracht  werden  könne ,  da  denn  die  Ebene  JF\  unendlich 
weit  weffrücken  wfirde.  Ein  Blick  auf  die  Gleichung  A,  zeigt, 
dass  es  rar  die  Flächen  der  ersten  Abtheiluns  immer  einen  und 
nur  einen  in  endlicher  Entfernung  gelegnen  Punkt  von  solcher 
Beschaffenheit  gebe^  dass  der  asymptotische  Kegel,  wenn  seine 
Spitze  in  denselben  ftilt,  die  Fläcne  im  Unendliohen  berührt. 
Jener  Kegel  geht  also  in  dieser  besonderen  Lage  in  einen 
Asymptoten-Kegel  über,  und  der  fragliche  Punkt,  seine  Spitze, 
ist  nichts  Anderes  als  der  Mittelpunkt  der  Fläche.  Den  übri- 
gen, durch  die  Gleichung  B.  dargestellten  Flächen  geht^im  All- 
femeinen  ein  solcher  Mittelpunkt  ab.  Suchen  wir  ihn  fflr  das 
yperboUsche  Paraboloid,  so  erhalten  wir  ihn  bestimmt  als  den 
Durchschnitt  einer  gewissen  mit  dem  Durchschnitt  der  asympto- 
tischen Ebenen  parallelen  Geraden  (der  sogenannten  Axe  der 
Fläche)  und  einer  auf  dieser  senkrechten  Ebene,  die  im  Allge- 
meinen unendlich  weit  entfernt  liegt;  der  Mittelpunkt  der  Flüclie 
liegt  also  im  Unendlichen.  Die  letzterwähnte  Ebene  wird  nur  in 
dem  besonderen  JFalle,  wenn  die  Ebene  F^  der  Singularität  der 
asymptotischen  Fläche  parallel  wird,  unbestimmt,  und  alsdann  ist 
ein  jeder  Punkt  der  Axe  ein  Centrum;  die  Fläche  aher  geht  in 
diesem  Falle  in  einen  hyperbolischen  Cylinder  über.  Der 
Mittelpunkt  der  elliptiscnen  Paraboloide  bestimmt  sich  ebenfalls 
als  der  Durchschnitt  der  in  eine  gewbse  Lage  gerückten  Singu- 
larität der  asymptotischen  Ebenen  (sie  heisst  in  dieser  Lage 
wiederum  die  Axe  der  Fläche)  und  einer  auC  ihr  senkrechten 
Ebene,  die  im  Allgemeinen  unendlich  weit  abliegt  Verschwindet 
aber  in  F|  der  Coefficient  von  %,  kommt  also  die  Ebene  F^  mit 
der  Singularität  der  asymptotischen  Ebenen  parallel  zu  liegen,  sp 
wird  die  Axe  der  Fläcne  Centrallinie;  die  Fläche  ist  ein  ellipti- 
scher ^Cylinder.  Bei  dem  parabolischen  Cylinder  endlich  erhal- 
ten wir  als  Oerter  des  Mittelpunktes  eine  bestimmte  mit  den 
asymptotischen  Ebenen  parallele  Ebene  (die  Axial-Ebene,  welche 
die  Fläche  in  der  Scheitellinie  schneidet),  eine  auf  dieser  senk- 
rechte und  mit  der  Scheitellinie  parallele  Ebene  und  eine  auf  der 
Scbeitellinie  senkrechte,  übrigens  aber  unbestimmte  Ebene.  Die 
Fläche  besitzt  mithin  eine  Centrallinie;  diese  ist  mit  der  Scheitel- 
linie  parallel  und  lie^t  in.  der  Axial -Ebene  unendlich  weit  weg. 
Nur  wenn  der  parabolische  Cylinder  in  zwei  parallele  Ebenen 
ausartet,  —  was  eintritt,  wenn  die  Ebene  Fi  den  asymptotischen 
Ebenen  parallel  läuft  —  wird  auch  der  zweite  der  erw/innten  Oer- 
ter unbestimmt,  während  der  erste  in  eine  von  den  beiden  Thei- 
len  der  Fläche  gleichweit  abstehende  Ebene  übergeht;  diese  ist 
eine  Central-Ebene. 

2)  Verlegt  man  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  in  Irgend 
einen  Punkt  P  der  durch  die  Gleichung  L  der  yorigen  Nummer 
dargestellten  Fläche  zweiten  Grades,  so  geht  jene  über  in: 

II.    K,+ilK,^0, 

Es  tritt  hier  der  mit  seiner  Singularität  durch  P  gehende  as3rm- 
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ptot»Glie  Kegel  E^  in  Evidenz  and  aaeaerdeni  die  ebenfalle  durch 
JR  gehende  Ebene  ATi*  Ziehen  wir  in  letzterer  eine  gerade  Linie 
durch  P,  80  schneidet  dieee  die  Fläche  in  zwei  zusammenfallen- 
den Punkten»  ihren  Durchschnitten  mit  dem  K^el  K^;  sie  he- 
rfihrt  also  die  Fläche  und  somit. ist 

die  Gleichung  der  Tangential-Ebene  im  Punkte  P,  Diese  Ebene 
Kl  schneidet  die  Fläche  in  zwei  geraden  Linien »  den  auf  ihr  ge- 
legenen Seiten  des  Kegels.  Drehen  wir  das  Coordinaten  •  System 
bis  seine  Ebenen  in  die  Hauptschuitte  des  letzteren  fallen ,  so  ^ 
treten  in  der  Function  K^  nur  mehr  die  Quadrate  der  Veränder- 
lichen auf.    Es  sei  für  diese  Lage  der  Goordinaten-Axen 

K^=aafl  +  by^-\-cz^  und  fiKi^ccx  +  ßy+yz. 

Projiciren  wir  alsdann  den  Durchschnitt  .der  Ebene  Ki  und  des 
Kegels  K^  auf  die  ^-Ebene»  so  linden  wir  für  die  Gleichung  die- 
ser Projection  die  folgende: 

Die  durch  diese  ^  Gleichung  dargestellten  beiden  geraden  Linien 
sind  nun  reell  oder  sie  fallen  zusammen  oder  sie  sind  imaginär, 
jenachdem  der  Ausdruck 

üfs— |a*y«+ac/5«  +  6ca*) 

bezüglich  grosser  als  Null  ist  oder  verschwindet  oder  negativ  wird. 
Versetzen  wir  aber  den  Coordinaten-Anfangspunkt  in  einen  ande- 
ren Punkt  P'  der  Fläche,  dessen  Coordinaten  in  Bezug  auf  das 
•  al^e  System  a/,  y*,  z*  sind,  so  wird  die  Gleichung  der  Fläche  in 
Bezug  auf  das  neue  System : 

JK;+fi'Ä:i'  =  *;+ f**i  +  2aa:'  +  26y'+2c2'=0. 

Projiciren  wir  jetzt  wiederum  den  Durchschnitt  der  Tangential- 
Ebene  in  P*  und  der  Fläche  auf  die  neue  opy- Ebene,  so  erhalten 
wir  ffir  die  Gleichung  dieser  Projection : 

+2c(a+2axO(/J  +  26yOa:y, 

und  die  Natnr  dieser  beiden  Geraden  hängt  ab  von  dem  Vorzei« 
eben  des  Ausdruckes 

Ä'  =  -  ta6(y+2c2')*+«:(/3+2&y0«+  Äc(a+2aar')*l ' 

Da  nun  aber  der  Punkt  P*  auf  der  Fläche  liegt  und  somit  seine 
Coordinaten- Werthe  or',  ^,  t'  die  alte  Gleichung  der  Fläche  be- 
friedigen, so  folgt,  dass  M'^M  sei.    Zu  einem  analogen  Resnl- 
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täte  wSren  wir  ge\mgt,  wenn  wir  eine  der  beiden  anderen  Coer- 
dinateo-Ebenen  zur  ProjeGtions'Ebene  genommen  hätten.  Wir  er- 
sehen hieran«,  dass  eine  Fläche  zweiten  Grades  von  einer  jeden 
Ihrer  Tangential-Ebenen  entweder  imm^r  in  swel  iroaffinären  oder 
zwei  zusammeofallenden  oder  zwei  reellen  Geraden  gescEnitten  wird. 

Mit  Bezugnahme  auf  eine  frflhere  Abhandlung  erwähne  ich 
hier,  dass  der  Kegel,  welcher  sich  durch  die  mit  einem  singulä- 
ren  Punkte  versehene  Durchschnitts -Curve  zweier  Flächen  zwei- 
ten Grades  legen  lässt»  den  Durchschnitt  der  asymptotischen 
Kegel  beider  Flächen  aufnimmt,  wie  sich  leicht  aus  der  Combi- 
nation  der  auf  die  Form  II.  gebrachten  Gleichungen  der  Flächen 
ergibt. 

3)  In  dem  Punkte  P  eines  centrischen  Kegelschnitts  werde 
die  Krömmung  durch  den  Halbmesser  q  des  KrOmmnngskreises 
gemessen.  Die  reelle,  oder  imaginäre  Länge  des  Halbmessers  der 
Curve,  dessen  Richtung  mit  derjenigen  der  Tangente  in  P  paral- 
lel ist,  sei  r,  und  die  Länge  des  aus  dem  Mittelpunkte  auf  die 
Tangenten  gefällten  Perpendikels  sei  p;  alsdann  hat  man: 


^     P 

'  In  einer  ganz  analogen  Gleichung  findet  das  Krümmungs- 
Gesetz  bei  Flächen  zweiten  Grades  mit  einem  Mittelpunkte  seinen 
Ausdruck.  Es  sei  P  ein  Punkt  einer  solchen  Fläche,  T  seine 
Tangential-Ebene.  Durch  den  Mittelpunkt  O  und  den  Punkt  P 
lese  man  eine  Ebene  E.  Sie  schneide  die  Flache  In  dem  Kegel- 
scnnitte  K.  Ein  Durchmesser  des  letzteren  ist  OP,  der  diesem 
zugeordnete ,  welcher  dem  Durchschnitte  t  der  Ebenen  E  und  T 
parallel  ist^  habe  die  Länge  r.  Alsdann  ist,  wenn  wir  die  Länge 
des  aus  O  auf  i  gefällten  Per[)endikels  mit  n  und  den  Krümmungs- 
halbmesser des  »Schnittes  K  im  Punkte  P  mit  q'  bezeichnen:  - 


Bedeutet  aber  q  den  Krümmungshalbmesser  des  durdi  die 
Tangente  t  gehenden  Normalschnittes  der  Fläche  und  9  den  von 
den  Ebenen  E  und  T  eiDgeschlossenen  Winkel,  so  hat  man  be* 
kanntlich  * 

Und  wenn  p  die  Länge  eines  Perpendikels  ist,  welches  aus  dem 
Mittelpunkte  der  Fläche  auf  die  Tangential-Ebene  T  geftillt  wird, 
so  ist: 

p^rzjt  sio^. 
Aus  den  drei  aufgestellten  Gleichungen  folgt  nun: 
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Das  in  dieser  Gleichung  ausgesprochene  Theorem  überträgt 
sich  unmittelbar  auch  auf  diejenigen  Flächen  zweiten  Grades, 
welche  mit  einer  in  endlicher  Entfernung  gelegenen  Centrai-Linie 
oder  einer  solchen  Central-Ebene  versehen  sind.  Bei  diesen  Flä- 
chen tritt  an  die  Stelle  des  Perpendikels  p  die  Entfernung  der 
Tangential-Ebene  vom  Central-Orte.  Die  Gleichung  A}.  muss  fer- 
ner auch  noch  für  die  nicht  centrischen  Flächen  zweiten  Grades 
ibre  Gültigkeit  behalten ,  insofern  diese  als  centrische  Flächen  mit 
unendlich  weit  liegenden  Central-Oertern  anzusehen  sind.  Da  je- 
doch bei  diesen  Flächen  die  Grössen  r  und  p  unendlich  werden, 
so  bedarf  die  Gleichung^  A.,  wenn  sie  anwendbar  werden  soll, 
einer  Umformung,  die  wir  in  folgender  Weise  bewerkstelligen. 

'  Wird  die  Gleichung  eines  centrischen  Kegelschnittes  auf  ein 
Coordiuaten-System  bezogen,  dessen  Ordinaten-Axe  jenen  berührt, 
während  die  Abscissen-Axe  mit  demjenigen  Durchmesser  zusam- 
menfallt, welcher  im  Berührungspunkte  ausläuft,  so  erhält  sie  die 
Form : 


-  -5 . a:H-2~  . x^a.x^+Lx, 


und  der  Krümmungshalbmesser  des  Berührungspunktes  bestimmt 
sich  durch  die  -  Gleichung 

^     asitup       2sin9>' 

wenn  9  den  Winkel  der  Coordinaten-Axen  bedeutet.  Denken  wir 
uns  nun,  dass  der  Mittelpunkt  de9  Kegelschnittes  auf  der  Ab- 
siissenaxe  fortrücke,  während  sieh  gleichzeitig  seine  Axen  in  der 
Art  verändern,  dass  a  sich  der  Null,  jc  der  endlichen  Grösse  / 
nähert,  immer  aber  die  Curve  von  der  Ordinaten-Axe  im  Anfangs- 
Punkte  berührt  wird,  so  nähert  sich  gleichzeitig  jene  einer  Para* 
bei,  deren  Gleichung 

ist.  An  der  Grenze ,  wenn  der  Mittelpunkt  ins  Unendliche  ge- 
rückt ist,  geht  der  Kegelschnitt  in  die  Parabel  über.  Der  Krüm- 
mungshalbmesser der  letzteren  im  Coordinaten-Anfangspuhkte  fin- 
det sich  folglich  durch  folgende  Gleichung  bestimmt: 

'  l_ 

^~"2siny' 

Bezeichnen  wir  aber  die  Länge  irgend  einer  mit  der  Ordinaten- 
Axe  parallelen  Sehne  der  Parabel,  durch  2r  und  ihre  Entfernung 
vom  Anfangspunkte  durch  p,  so  ist  ersichtlich 


sin9> 


folglich 


.0 
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Eine  der  so  eben  angestellten  ganz  analoge  Grenzbetracbtung 
föhrt  uns  bei  den  niebt  centriscben  Fläcben  zi^eiten  Grades  auf 
die  Gleicbung  A«.  als  den  Ausdruck  ibres  Krämmuoes- Gesetzes, 
wenn  wir  unter  ^  den  KrOmmungsbalbmesser  irgend  eines  Nor- 
maiscbnittes  in  einem  Punkte  P^  unter  p  die  Entfernung  dieses 
Punktes  von  einem  beliebigen  Schnitte,  dessen  Ebene  mit  der 
Tangential  -  Ebene  in  T  parallel  ist,  und  unter  r  den  Halbmesser 
dieses  Schnittes  verstehen,  welcher  dem  Normalschnitte  parallel 
lauft. 

Aus  den  Gleichungen  A.  ersehen  wir,  dass  die  Krümmunss- 
halbmesser  der  Normalschnitte  eines  Punktes  den  Quadraten  der 
den 'Tangenten  jener  Schnitte  parallelen  Halbmesser  des  Kegel- 
schnittes proportional  sind,  in  welchem  die  Fläche  von  einer  mit 
der  Tangential  -  Ebene  des  Punktes  parallelen  Ebene  geschnitten 
wird.  Aus  diesem  Satze  flieäsen  fast  unmittelbar  die  bekannten 
Theoreme  fiber  die  einfacheren  Krfimmungs- Verhältnisse  der  Flä- 
chen, insbesondere  das  Euier*sche  über  die  Beziehung  des  Krüm- 
mungshalbmessers irgend  eines  Normal-Schnittes  zu  dem  grossten 
und  kleinsten  Krümmungshalbmesser  desselben  Punktes.  Jene 
lassen  sich  nämlich  auf  die  bei  Flächen  des  zweiten  Grades  zurück- 
führen. 

Die  krummen  Flächen  des  zweiten  Grades  werden  von  Ebe- 
nen, die  ihren  Tangential-Ebenen  parallel  sind,  entweder  In  lau- 
ter Ellipsen  oder  in  lauter  Hyperbeln  oder  in  lauter  Parabeln  oder 
endlich  immer  in  zwei  parallelen  Geraden  geschnitten.  Im  ersten 
Falle  sind  die  Haupt- Krümmungshalbmesser  (der  erOsste  und 
kleinste) ,  deren  zugehörige  Tangenten  mit  den  Hafbaxen  eines 
der  erwähnten  Parallel-Schnitte  gleich  laufen,  beide  mit  demsel- 
ben Vorzeichen  versehen  und  von  endlicher  GrOsse.  Dasselbe 
gilt  von  irgend  zwei  Krümmungshalbmessern.  Die  Fläche  ist  mit- 
in  in  Bezug  auf  eine  Seite  ihrer  Tangential -Ebene  immer  convex- 
convex  oder  concav-concav ,  also  doppelt  und  in  gleichem  Sinne 
gekrümmt.  Es  gehören  hierher  die  Eliipsoide  und  die  elliptischen 
Hyperboloide  und  Paraboioide.  Bestehen  die  mit  den  Tangential- 
Ebenen  der  Fläche  parallelen  Schnitte  aus  Hyperbeln,  so  erlan- 
gen die  Haupt -Krümmungshalbmesser  endliche  Grössen  und  ent- 
gegengesetzte Vorzeichen;  die  Fläche  ist  convex-concav.  Den 
Uebergang  von  den  convexen  zu  den  concaven  Normalschnitten 
bilden  die  durch  die  beiden  Geraden  gehenden,  welche  in  diesem 
Falle  immer  der  Fläche  und  ihrer  Tangential-Ebene  gemein  sind, 
und  deren  Krümmung  unendlich  klein  ist.  Hierher  gehören  das 
hyperbolische  Hyperboloid  und  Paraboloid.  Bei  den  cylindrischen 
Flächen  zweiten  Grades  bestehen  die  Schnitte,  welche  den  Tan- 
gential-Ebenen parallel  sind,  aus  zwei  mit  der  Berührungslinie 
parallelen  Geraden.  Wir  ersehen  hieraus,  dass  die  Krümmung  in 
jedem  Punkte  der  Berührungslinie  dieselbe  und  in  gleichem  Sinne 

gekehrt  ist.    In  einem  bestimmten  Punkte  nimmt  der  Krümmungs- 
albmess^r  von  dem  auf  der  Berührungslinie  scinkrechten  Nonnal- 
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sebaiite  «b  stetig  an  GrCsse  zu  und  ,wird  in  dem  dorcb  jene  ge- 
heodea  Scbnitt  uneodiicb  groes.  Die  einzige  Flficlie  sweiten  Gra- 
dee,  welche  von  Ebenen,  die  ihren  Tangential- Ebenen  parallel 
sind,  in  Parabeln  geschnitten  wird,  ist  der  Conns.  Wenn  nun 
auch  für  diese  centriscbe  Flüche  die  Gleichunff^  Ajl  und  die  aus 
ihr  gezogenen  Consequenzen  ihre  GOltiglceit  behalten,  so  muss 
man  doch,  um  die  absolute  Krümmung  in  einem  ihrer  Punkte  zu 
erhalten«  sich  auf  die  einfache  direcle  ßestimmuhs  einlassen ,  de- 
ren wir  uns  aber  hier  überheben  wollen.  Das  Vefhältniss  der 
verschiedenen  Krümmungshalbmesser  in  einem  bestimmten  Punkte 
des  Kegels  stellt  sich  ersichtlich  als  dasselbe  heraus  wie  bei 
einem  Cylinder  zweiten  Grades,  welcher  letztere  sich  von  einem 
Kegel  dadurch  unterscheidet,  dass  die  kleinsten  HauptkrQmmungs* 
halbmesser  in  den  verschiedenen  Punkten  einer  &eite  dieselbe 
Gr47sse  behalten,  während  sie  beim  Kegel  von  der  Spitze  an  ge- 
rechnet zunehmen  und  zwar  wie  die  Entfernungen  der  Punkte  von 
der  Spitze. 

Bezeichnen  wir  den  grussten   und  kleinsten  Krümmungshaib- 

messer  eines  Punktes  mit  ^|  und  g^,    so  ist  das  Product  — -  •  — 

aus  der  kleinsten  und  grCssten  Krfimmung,  das  von  Gauss  so  ge- 
nannte Krfimmuogsmaass  der  Fläche  in  jenem  Punkte.  Es 
wird  dasselbe  nur  bei  convex-convexen  oder  concav-concaven  Flä- 
chen positiv  und  von  Null  verschieden,  unter  den  Flächen  zwei- 
ten Grades  mitbin  beim  Ellipsoide,  dem  elliptischen  Hyperboloide 
und  Paraboloide.  Von  den  geradlinigen  Flächen  ^zweiten  Grades 
bej»itzen  die  windschiefen  (bei  denen  sich  zwei  aufeinander  fol- 
gende Geraden  derselben  Erzeusung  nicht  schneiden),  welche  zu- 
Sleich  concav-convex  sind,  ein  KriOmmungsmaass,  das  kleiner  als 
ull  ist,  während  dasselbe  sich  bei  den  abwickelbaren  (bei  denen 
sich  zwei  auf  einander  folgende  Generatricen  schneiden  resp. 
mit  einander  parallel  sind) ,  welche  plan-coocav  oder  niau-convex 
genannt  werden  können,  verschwindet.  Windschiefe  Flächen  zwei- 
ten '  Grades  sind  das  hyperbolische  Hyperboloid  und  Parabolold, 
developpable  der  Cylinder  und  der  Conus.  Ueber  das  Kröm- 
mungüimaass  werden  wir  jetzt  einiee  Bemerkungen  folgen  lassen, 
die  'sich  nur  auf  die  centriscben  Flächen  zweiten  Grades,  und 
unter  ihiien  den  Kegel  ebenfalls  ausgeschlossen,  beziehen,  die 
sich  aber  leicht  auch  auf  die  fibrigen  Flächen  zweiten  Grades, 
nach  gehörig  angebrachter  Moditication  Gbertragen  lassen. 

Indeip  wir  die  soeben  angegebene  Bedeutuhg  von  01  und  g^ 
beibehalten,  bezeichnen  wir  die  Halbaxen  des  Diametral -Schnittes:, 
welcher  mit  der  Tangential  -  Ebene  des  Punktes  P  parallel  Ist, 
auf  den  sich  ^|  und  ^  beziehen ,  durch  a  und  ß.  Alsdann  haben 
wir  fär  das  Krümmungsmaass  der  Fläche  im  Punkte  P; 

1     1_  p« 

wenn  p  die  senkrechte  Entfernung  de»  Punktes   vom  Diametral 
The»  IVU.  29 
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schnitte  oder  ^e*  Mittelpunktes  ron  der  TanseotiahBbeM  bede«- 
tet.  FAr  die  Terecbiedenen  Punkte  ein  und  derselben  Flftcbe  be* 
hält  aber  aßp  denselben  Wertfa.  Das  KrQmmunffsmaass  ist  somit 
der  vierten  Potenz  von  p,  der  Entfernung  des  Mittelpunktes  von 
der  Tangential*Ebene  proportional. 

Der  Ort  der  Punkte  eiues  Ellipsoides,  deren  Berührungs-Ebe- 
nen von  dem  Gentrum  gleichweit  entrernt  sind,  Ist  bekanntlich 
die  sogenannte  Polo  die,  eine  in  der  Theorie  der  Rotation  zur 
Sprache  kommende. Curve.  Dem  Obigen  gemäss  ist  also  die  Po- 
lodie  die  Curve  gleichen  RrQmmiingsmaasses  für  ein  Eüipsotd. 
Die  Polodien  dieser  Fläche  zerfallen  in  zwei  Gruppen,  deren 
Uebergang  die  zwei  Ellipsen  bilden,  in  denen  die  beiden  dem 
Ellipsoide  umschriebenen  Rotations-Cylinder  dieses  beriihren.  Für 
die 'eben  erwähnten  Ellipsen,  die  durch  die  Endpunkte  der  mitt- 
leren Axe  der  Fläche  gehen ,  ist  p  der  Hälfte  dieser  Axe  gleich. 
Den  Polodien  der  einen  Gruppe  entsprechen  Werthe  von  p,  die 
zwischen  der  mittleren  und  kleinsten  Halbaxe,  denen  der  zweiten 
solche,  die  zwischen  der  mittleren  und  grOssten  Halbaxe  der 
Fläche  liegen.  Das  Krümmungsniaass  nimmt  von  dem  jenen  El- 
lipsen entsprechenden  mittleren  Werthe  nach  der  einen  und  ande- 
ren Richtung  von  erner  Polodie  zur  nächst  folgenden  stetig  be- 
züglich zu  oder  ab  bis  zu  einem  Minimum  und  Maximum,  von 
denen  jenes  In  den  Scheiteln  der  kleinsten,  dieses  in  den  End- 
punkten der  grtlssten  Axe  des  EHipsoides  erreicht  wird. 

Die  beiden  anderen  centriscben  Flächen  zweiten  Grades  be- 
sitzen ebenfalls  ihre  Polodien,  die  auch  hier  Curven  gleichen 
Krummungsmaasses  sind.  Bei  dem  einschaligen  Hyperboloide 
zerfallen  sie  wiederum  in  zwei  Gruppen,  die  durch  aie  beiden 
Ellipsen  von  einander  geschieden  werden,  in  welchen  die  Fläche 
von  zwei  Kreis- Cy lindern  berührt  wird.  Diese  Ellipsen  gehen 
durch  die  Scheitel  der  kleineren  reellen  Axe.  Indem  wir  von  den- 
.  selben  ausgehen ,  nimmt  das  Krümmungsmaass  in  der  einen  Gruppe 
von  einer  JPolodie  zur  anderen  an  absoluter  Grosse  zu,  und  er- 
reicht im  Scheitel  der  grösseren  reellen  Axe  ein  Maximum,  wäh- 
rend es  für  die  andere  Gruppe  jener  Curven  in's  Unbegrenzte 
abnimmt.  Das  letztere  tritt  auch  bei  der  einzigen  Gruppe  von 
Polodien  der  Schale  eines  elliptischen  Hyperboloides  ein,  wenn 
wir  von  deren  Scheitel  ausgehen,  wo  fiir  das  Krummungsmaass 
ein  Maximum  vorhanden  ist. 

Um  ein  Elliosoid  wollen  wir  uns  diejenige  Fläche  construirt 
denken,  die  der  Ort  der  Fusspunkte  aller  Perpendikel  ist,  welche 
aus  dem  Mittelpunkte  auf  die  Berührnngs-Ebenen  des  EHipsoides 
herabgelassen  werden  können;  diese  Fläche  heisat  bekanntlich 
Elasticitäts- Fläche  und  wird  in  der  Lehre  vom  Lichte  näher 
betrachtet.  Einem  jeden  Punkte  P  des  Ellipi^oides  (als  Berührungs- 
punkt^ entspricht  alsdann  ein  Punkt  P*  der  Elasticitäts -Fläche 
(als  Fusspunkt),  und  es  leuefafet  ein,  dass  einer  Polodie  für  eine 
gewisse  Distanz  p  auf  der  Elasticitäts  •  Fläche  eine  Curve  zuge- 
ordnet ist,  die  der  Durchschnitt  jener  Fläche  mit  einer  Kugel  vom 
Radius  n  ist. 
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Dorek  de»  MMetponkt  O  dem  BHipsoides  £  legen  iWr  eine 
Ebene  mit  der  Tangential -Ebene  in  P  parallel.  Die  Ricb'fuii^en 
der  Axen  der  Eilipve,  in  wekber  E  ?ob  dieser  Eliene  eesGbnrl* 
ten  wbd,  geben  one  die  Rlcbteng  der  grQssten  «od  kleineten 
Krflmniiiog  im  Punkte  P  an.  Wir  erhalteo  sfe  Hie  folgt.  Durcb 
die  Normale  des  Schnittes  and  die  Normalen  der  Kreisschmtte 
Ton  E  legen  wir  zivei  Ebenen  mil  halUren  bieraof  die  von  diesen 

Sebilde^ten  Fläcben winket.  Die  Halbiriyigs- Ebenen  entbalten  als- 
ann  die  Axen  des  Schnittes  uad  2wei  duich  P  mit  ihnen  paral- 
lel gezogene  Tangenten  eeben  die  Rlchtuns  der  grOssten  nnd 
kleinsten  KrAmmueg  In  P  an.  Die  Noneafen  aller  derfenigen 
Diametralschnitte 9  welchp  eine  Axe  gleich  haben«  bilden  in  ihrer 
stetigen  Aufeinanderfolge  einen  Kegel  des  Bweiten  Grfides,  des* 
sen  Focallinien  die  Normalen  der  beisschnitte  von  E  sind,  nnd 
die  Tangential-  und  Normal- Ebenen  einer  Kegelseite  enthalten  die 
Axen  de«  dieser  Sette  enieyrechendeB  DiaDetralscfarittei»»  .  Küi 
die  DiametraUchnitte  ins  Gesanmt  »iiahen  wir  awei  Serien  sol- 
cher Kegel,  die  einander  senkrecht  durchsetzen.  Es  sei  nun  K 
einer  jener  Kegel,  C  sein  Durchschnitt  mit  der  Elasticitäts-Fläche 
und  fi  und  /^  zwei  nSchst  auf  einander  folgende  Punkte  dieser 
CnrVe.  Der  Gurve  O  entspreche  auf  dem  Ellipsotde  die  Linie  C, 
insbesondere  den  Renkten  P^  und  Pi  der  ersten  Ltnie  die  Punkte 
P  und  Pi  der  zweiten.  Da  nuh  das  Element  POP'i  des  Kegels 
mit  der  einen  Axe  des  dem  Punkte  P  entsprechenden  Diametral- 
schnittes einen  unendlich  kleinen  Winkel  bildet,  so  folgt,  dass 
das  Element  PPi  der  Curve  C  mit  dem'  einen  Hauptschnitte 
des  Punktes  P  ebenfalls  einen  unendnch  •  kleinen  Winkel 
einscMiessi  Hieraus  ersehen  wir,  dass  die  in  der  Tan- 
gential-Ebene  von  £  im  Punkte  P  durch  diesen  gezogene  Tan* 
gente  und  Normale  der  Curve  C  die  Richtung  der  grössten  und 
kleinsten  Krümmung  angiebt.  Der  Diameter,  welcher  die  Rich- 
tung der  Normale  hat,  ist  nach  dem  Mitgetheilten  fär  alle  Punkte 
der  Curve  C  von  gleicher  Grosse,  wahrend  .derjenige,  welcher 
die  Richtung  der  Tangente  hat»  voo  eii^m  Punkte  zum  andern 
grösser  oder  kleiner  wird.  Den  beiden  Serien  der  Kegel  K  ent- 
sprechend erhalten  wir  auf  E  zwei  Gruppen  von  Curveu  C,  die 
sich  (ähnlich  wie  cenfocale  sphärische  Ellipsen  um  ihre  Brenn- 
punkte) um  je  zwei  Kreispnnkte  herumziehen.  Eine  Curve  de.« 
einen  Systemes  schneidet  keine  zweite  zu  demselben « gehurige, 
dahingegen  alle  des  anderen  Systemes.  Die  beiden  Curven,  weldra 
denaeiben  P^nkt  'der  FTäcbe  durchsetzen,  stehen  b  diesem  Punkte 
unrei^ander  senkrecht,  und  ihre  Tangenten  geben  die  Ricbtuns^en 
der  beiden  l^äupts^hnitte  an.  Die  Curven  C  sind  die  sogenannten 
Krümmungshnien  des  Ellipsoides,  die  Aufeinanderfolge  der 
Punkte,  deren  NormAtee  si^h  schnetdenv  ^i^  die  auf  der  Elasti- 
citäts-Fläche befindlichen  Curven  O,  so  liegen  auch  die  entspre- 
chenden Curven  C auf  K^eln  zweiten  Grades,  deren  Haeptsehnilte 
mit  denen  des  Ellipsoides  zusammenfaliea.  Dies  ergiebt  sich  leieht 
aus  den  Gleichungen  der  KrtfmmeogsUnien,  wie  sie  das  gewöhn- 
lich angewandte  Verfahren  bei  der  Betvaehtiliig  der  Krttiimunge« 
Terhältnisse  von  Flächen  liefert  Auf  Unserem  rein  algebraischen 
Wege  gelangen  wir  zu  obigem  Resultate,  wie  folgt. 
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Es  sei  K=^0  die  Gleichune  eines  der  cotifocalen  Kesel«  des- 
sen Durchschnitte  mit  der  Fläcne  E'  die  Carve  C  sei.  Die  Dia^ 
roetralschnitte,  welche  den  Punkten  der  Curve  C  auf  E  (welche 
Linie  der  erst  erwähnten  entspricht)  zugehoren,  stehen  auf  den 
Seiten  von  K  senlcrecht,  umhüllen  somit  den  Suppleroentkesel  S 
des  letzteren ,  indem  sie  ihn  längs  der  gleichen  Axen  der  Durch- 
schnittscurven  berühren.    Man  habe  nun 

und  es  seien  die  Gleichungen  einer  Seite  des  Kegels  K 

2)       «-?'     a-y'     ß-r' 

Die  Gleichung  der  Berührungs-Ebene  des  SUpplemeittkegeis,  welche 
auf  jener  S^ite  senkrecht  steht »  ist  alsdann : 

3)    aa?+/5^  +  yi=0. 

Für  die  Plan  Coordinaten  a^  ß,  y  sämmtlicher  Beriihrungs  Ebenen 
des  Supplement- Kegels  ergiebt  sich  aber  durch  Elimination  von 
x,  ^9  2  aus  den  Gleichungen  l)  und  2)  folgende  Beziehung: 

welches  also  die  Gleichung  des  Supplement -Kegels  in  Plan* 
Coordinaten  ist  Die  Punkte  der  Curve  C  auf  £  liegen  nun 
in  den  Endpunkten  der  Durchmesser  des  Ellipsoides,  welche  den 
BerOhrungs-Ebenen  von  S  zugeordnet  sind.    Wenn  aber 

E=aa:^  +  by^  +  cx«=0 

die  Gleichung  des  Ellipsoides  ist»  so  wird  der  der  Ebene  u,  fi,  y 
zugeordnete  Diameter  dargestellt  durch  diese  Gleichungen : 


1 


y a    ^       z ö    y       £ b    y 

X      6*«'     j:""  c  ' « '     y     o'^* 

Der  Ort  sämmtlicher  Durchmesser,  die  den  Berührungs-Ebenen 
von  iS  zugeordnet  sind,  wird  durch  eine  Gleichung  repräsentirt, 
die  sich  durch  Elimination  von  a,  ß,  y  aus  den  drei  letzten  Glei- 
chungen und  der  des  Kegels  S  ergiebt.    Man  findet  flSr  sie: 

woraus  wir  ersehen,  dass  jener  Ort  ein  Kegel  zweiten  Grades  ist, 
dessen  Haoptschnitte  mit  denen  des  Ellipsoides  zusammenfallen. 
DieCurvenC,  die  Krammungslinien  des  Ellipsoides,  sind  hiernach 
als  die  Durchschnitte  der  letzten  Fläche  mit  zwei  Gruppen  von 
Kegeln  JK*  zu  betrachten,  deren  Verhältniss  zu  den  Ke£:ein  ATeine 
Collation  der  Gleichungen  1)  und  T)  'ergibt.  Von  den  beiden 
Systemen  der  Knlmmungslinien  gehört  das  eine  den  Krummungs- 
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Maximis,  das  andere  d^n  Kriimniun$^-Minimis  an.  lo  allen  Pank- 
ten  einer  Curve  C  des  ersten  Syatemes  z.  B.  findet  das  MaxU 
mun  der  Krümmung  in  der  Richtung  der  Normal-Ebene  der  Cmre 
statt»  und  verhält  sich  umgekehrt  wie  die  Entfernung  der  Tangen- 
tiaUEbene  vom  Mittelpunkte,  oder  wie  die  Radien  derElasticitäts- 
Fliche»  weiche  In  den  entsprechenden  Punkten  der  Curre  O  aus- 
laufen. 

Aehnliche  Resultate»  wie  wir  für  das  EJlipsoid  gefunden  ha- 
ben, ergeben  sich  fQr  das  Hyperboloid,  die  zweite  centrische 
FlicAe,  weiche  wir  hier  zunächst  im  Auge  hatten. 


IL 


Flächen  des  dritten  Grades. 

3)  Die  allgemeine  Gleichung  der  Flächen  dritten  Grades  hat 
in  der  von  uns  angenommenen  Bezeicbnungsart  die  Form: 

I.    F,=Ar,+^F,=0 

und  drückt  die  Grundeigenschaft  dieser  Flächen  i^us,  dass  näm- 
lich das  Verhältniss  des  Productes  der  nach  beliebiger,  aber . 
fester  Richtung  gerechneten  drei  Entfemuneen  eines  Punktes  der 
Fläche  von  emem  Kegel  dritten  Grades  {K*)  und  des  Produttes 
der  nach  ebenfalls  beliebiger,  aber  fester  Richtung  genommenen 
zwei  Entfernungen  desselben  Punktes  von  einer  Fläche  zweiten 
Grades  (Fg)  ein  constantes  ist. 

Eine  Seite  des  Kegels  K^  schneidet  die  Fläche  nur  in  zwei 
in  endlicher  Entfernung  gelegenen  Punkten»  ihren  Durchschnitten 
mit  F^»  md  ist  sohln  einer  Asymptote  der  Fläche  parallel.  Wir 
nennen  daher  K^  einen  asymptotischen  Kegel.  Verschiebt 
man  das  Coordinaten- System,    d.  h.  verrückt  man  den  Anfangs- 

Subkt  ohne  die  Axeoricntuiigen  zu  ändern»    so  tritt  an  die  Stelle 
er  Gleichung  I.  die  folgende: 

V  Der  zum  Vorschein  kommende  Kegel  ist  dem  ersterwähnten  gleich 
vnd  ähnlich  liegend.  Verschiebt  man  also  den  asymptotischei^ 
Kegel,  HO  schneidet  er  die  Fläche  immer  in  einer  Curve,  durch 
die  eine  Fläche  zweiten  Grades  gelegt  werden  kann. 

Bringen  wir  auch  den  asymptotischen  K^gel  der  Fläche  F^ 
in  Evidenz»  bo  erhalten  %vlr: 

Fa~Ar3  +  filf»  +  vF|=0. 

Die  Kegel  K^    und   K^  schneiden  sich  in  sechs  geraden  Linien» 
die  paarweise  Imi^tnär  werden,    sowie  Mmlweise  oder  sämmtlicb 


Digitized  by 


Google 


142 

nMamimNirjtlkli  kSontoa.  Jtede  v<hi  ibntn  iHfft  «Ke  FbkJie  im  Aft- 
gemeineB  imr  in  einem  Punkte,  ifapem  llijfchachmtte  vnat  dtor 
Eirene  Fy  uiid  Ut  IblgUch  «ine  Assi^i0ie  der  Mftcbe.  Die  scehs 
Dwclisehoilte  lie^eit  auf  elofeiii  IketfekscIwiiCte«  Wton  l«e  Spitee 
des  «sym^lDtiiSchefi  Kegel«  auf  die  Flache  geiiSckt  mrd ,  so  klfn* 
Bea  in  besoiuderen  Fäifii  die  eeek»  {>iircliecJk>iiitte  der  Kegdl  Mt 
und  i^  theilweise  oder  sämmtlich  ganz  in  die  Flache  fallen* 

Aoalog  wie  bei  flächen  «wetten  Grade»  kmon6n  W\ir  vHm  aueii 
hier  die  Frage  «teilen ,  ^  sich  der  asyniptotictcbe  K^el  eo  rer*  . 
schieben  lasse,  das^  die  seiner  neuen  Xia«e  entsnr^^htonde  Ehei# 
Fl  in*s  Unendliche  falle.  Alsdann  hätten  die  secns  Durchschnitte 
der  Kegel  A3  und  Ki  im  Allgemeinen  Jceinen  in  endlicher  Ent« 
fernung  gelegenen  Punkt  mit  der  Fläche  gemein  und  gingen  so* 
nach  in  osculirende  Asymptoten  (die  die  Fläche  in  einem  unend- 
lich weiten  Wendungspunkte  berühren)  über.  Gleichzeitig  fiele 
der  Mittelpunkt  der  dem  neuen  asymptotischen  Kegel  zugeordne- 
ten Fläche  F^'^n  die  Spitze  jeoes,  sodass  also  die  zwei  Punkte, 
in  denen  die  Fläche  von  einer  Regelseite  getroften  wird,  von  der 
Spitze  nach  entgegengesetzten  Kichtuneen  gleichweit  entfernt 
ßgeui  Jene  Punkte^  m  Uelche  die  Spitze  des  asymptotiscben 
Kegels  zu  liegen  kommt,  entsprechen,  wie  wir  später  sehen  wer- 
den, den  Cardinalp  unkten  ebener  Curven,  welchen  Namen 
wir  ihnen  denn  auch  beilegen   wollen. 

Es  sei  nun  s 
Kg&Ax^+Bs^+CtHDa:ffz^Ea^+Fyhi^ea^^ify 

1.  . 

Wenn  wir  dann  die  €otordiiiafen  etaes  IjWdiiialpmktieiB  der 
Fläcte  Fm  mit  g»  if,  'S  >becelohB«n»  so  ImI  mßA,  itfie  sich  «ns 
einer  einfachen  Eatwlckhnrg  ei-gjitbt: 

Fji'  =  3i<.  ja+Äi?«+ J.C«+26?.  Ji7+2£;.|C+  Z).i75+2a.HÄ.i2+c.t+«=0, 

Fa'  =  G.S'+W.fiHK.^+2H:^rii-i)iSr2F.tiS+d.H2b.ri+f.S+ß 

F^  ^  £f.J«J|^F.i?*+8C?«+ A2^+2  J.?f +2lf.i?C-f  e.|+/.^+2c.p47=ttO. 

Die  Cardinalpunkte  einer  Fläche  dritten  Grades  werden  uns  hier 
nach gCeliefert  als  die  Durphschnitte  dreier  Flächen  zi^eiten  Gra- 
des t^\  Fa"  "nd  F^.  Je  nach  der  Jßeschaffenheit  der  Durch- 
schnitte dieser  Flächen  können  wir  nun  die  Flächen  dritten  Gra- 
des in  Hauptgruppen  eintheilen.  In  dem  allgemeinsten  Falle, 
wenn  die  Gleichungen  F^'^^O  etc.  von  einander  unabhängig  sind, 
exi^tven  acht  C^ardinalpankte»  Diese  kAonen  theilweise.oder  ^sftnunrt- 
lieb  in's  Uneifdiiobe  rfieben ,  «iowie  auch  paarweise  imaginär  H^rdcp. 
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Die  Gleiditng  einer  FUcke  dritten  CriMiee  in  ßeiBii^  auf  ein 
Coordinaten^  System  >  dessen  Axen  durch  caneii  Cardualpunkt 
gehen,  hat  die  Form: 

Dadurch,  dass  wir  dem  constaoten  Giiede  immer  andere  Werthe 
beilegen«  erhalten  wir  immer  andere  Flächen,  deren  zugehörige 
Flächen  zweiten  &ades  einander  ähnlich  sind.  In  dem  besonde- 
ren Falle,  wenn  v  verschwindet.,  geht  die  Pläehe  zweiten  Grades 
in  einen  Kegel  über.  Jede  jSeite  dieses  Kegels  scboeidet  die 
f*läche  in  drei  mit  dem  Cardinalpunkte  zusaromenfallenden  Punk- 
ten, diejenigen  jedoch  ausgenommen,  welche  den  Kegeln  A^  und 
jKn  gemein  sind,  denn  diese  fallen  ganz  in  die  Fläche.  Der  Car- 
dinamunkt  ist  hiernach  ein  mehrfacher  Punkt  der  Fläche  und  K^ 
der  berührungs-Kegel  für  denselben.  Die  Cardinalpunkte  sind  alsb 
solche  Punkte,  die  dadurch,  dass  man  das  constante Glied  Inder 
Gleichung  der  Fläche  ändert,  in  mehrfache  Punkte  übergehen 
können.  Bei  diesem  Uebergange  fallen  die  osculirenden  Asym- 
ptoten ganz  in  die  Fläche. 

Bei  einer  Verschiebung  des  asymptotischen  Kegels  Tückt, 
wie  wir  gesehen  haben,  sein  Durchschnitt  mit  der  Fläche  dritten 
Grades  von  der  Fläche 

auf  eine  neue  desselben  Grades 

fi'Sft'JKg'+v'Fi'. 
Es  sei  nun: 

so  hat  man,  wenn  t,  if»  C  die  Ceordinaien  der  Spitze  des  asym- 
pMischen  Kegels  In  seiner  neuen  Lage  sind: 

c'=J.5+&.i7+3C.C+c,      d'=2€?.6+2Äii+i>.f+rf, 

e'=:2£.S+/>.J2+2J.t+e,      f'-D.l+iF.rj+iK.i-^f.. 

Die  Natur  des  asymptotischen  Kegels  K^'  und  somit  der  allge* 
meine  Charakter  der  Fläche  FJ  hängt  nun,  wie  aus  der  Theorie 
der  Flächen  zweiten  Grades  bekannt  ist,  von  der  gegenseitigen 
Beziehung  und  dem  Werthe  folgender  Ausdritcke  ab: 

1)  /;•=«',    ^"=6'.    ri""i=:Cy 

2)  A'=d«-4a'6',    /i''=e'*-4a'c',    /i'»=f«~46'c'; 

3)  /iso'/*»-*'e'«-c'd'»-4a'*'c'-<l'«r. 


Digitized  by 


Google 


114 

Denken  wir  uns  aber  |,  ti  itnd'  C  9l\b  laufende  Cöordiialeii,  00 
»iellen  4ie  Gleiebimgen  j 

1')    A'=0.    Ä'^^O.    /i«'=0 

ilrei  Ehenea  dar  und  die  Gleidiongen : 

2-)    /i'=0,    ff=0,    ^,«'=:0 

flrei  conische  Flächen  des  zweiten  Grades.  Die  erste  von  dieseü 
wird  von  den  Ebenen  f'i*  und  fi"^  längs  ihrer  Durchschnitte  mit 
der  Ebene  d^=zO  beriinrt.  Aebniicbes  gilt  von  den  beiden  ande- 
ren Flächen.  Je  zwei  derselben  besitzen  als  geiueinscbaltlicbe 
Tangential- Ebene  eine  der  Ebenen  1').  . 

Es  stellt  endlich  die  Gleichung 

eine  Fläche  des  dritten  Grindes  dar.  Auf  ihr  liegen  nur  solche 
Punkte»  fiit  deren  Coordinatenwerthe  wenigstens  zwei  der  («'upctio- 
nen  f^',  f%i  f^  gleichzeitig  grösser  als  Null  oder  gleichzeitig 
kleiner  als  Null  oder  endlich  gleichzeitig  der  Null  gleich  sind. 
Letzteres  findet  für  die  den  drei  Flächen  f^  etc.  gemeinsamen 
Punkte  Statt«  die  In's  Gesaimmt  aaf/s  liegen. 

P.  Wenn  nun  erstlich  die  Spitze  des  asymptotischen  Kegels 
üTg  auf  die  eben  erwähnte  Fläche  zu  liegen  kommt,  so  verschwio- 
det  /s  und  in  Folgö  dessen  geht  der  asymptotische  Kegel  K^  in 
zwei  Ebenen  über,  und  die  Fläche  F^  ermangelt  eines  in  eodli» 
eher  Entfernung  gelegenen  Mittelpunktes.^  Fällt  die  Spitze  von 
A's  hierbei  in  einen  der  von  den  Häcben  V)  begrenzten  Räume, 
für  dessen  Punkte  wenigstens  zwei  der  Functionen  f^  etc.  posi- 
tiv werden,  so  besteht  A|'  aus  zwm  sieb  s.obiieidenden..£belieu» 
und  F^  ist  somit  ein  byperbsiUscbes  Paraboloid.  <  V^erd^n  abirr 
Itir  die  Lage  von  Ag  wenigstens  zwei  jener  Functionen  kleiner  als 
Null,  so  ist  K^  das  System  zVreier  imaginärer  Ebenen,  die  sich 
in  reeller  Geraden  schneiden:  F^  gehurt  zu  den  elliptischen  Pa- 
raboloiden,  Und  wenn  endlich  die  Spitze  von  A3  in  einen  Punkt 
föllt,  welcher  den  Flächen  /^  gemein^iiain  ist,  so  geht  in  djesem 
Uebergangsfitlle  K^  in  zwei  zusammenfallende  reelle  Ebenen  über, 
während  F^  eiu  parabolischer  Cylinder  wird. 

2^.  Fällt  aber  zweitens  die  Spitze  des  asymptotischen  Kegels 
ausserhalb  der  Fläche  /j,  so  kommt  der  einer  scdcheii  Lage  zu- 
gehürigeii  Fläche  F^  iminer  ein  Centrum  zu,  indem  KJ  ein  eigent- 
licher Conus  wird.  Dieser  wird  imaginär  und  somit  F^  ein  EI- 
lipsoid,  wenn  die  Spitze  von.  K^  in  solche  Punkte  des  Raumes, 
filr  welchen  ^',  f^  und  f^  gleichzeitig  negativ  Werden,  fällt, 
deren  Coordinatenwerthe  bei  den  Functionen  fx'y  fi",  fx*  einer- 
seits und  /s  andrerseits  entgegengesetzte  Vorzeichen  hervorrufen. 
Man  überzeugt  ^Ich  aber  Jelcht  davon,   dasis   für  die  Punkte  des 


Digitized  by 


Google 


3it5 

erwühni»,  vim  i^n  Sl&chenY^  begrenzten  Räumet  die  Fvkielio- 
neki  fi  entweder  gteiehzeitiff*  fNiMlii  oder  tieichzeitig  nentir  vreT- 
.den.  In  alles  Qbrigen  Folien  wird  'der  Kegel  J^'  keell  und  die 
FHlobe  F^'  ein.  Hyperboloid. 

...  '  j 

Da  vtir  ane  hier  om*  diu  Gewährnng  einet  ^aHgemeinenOeber- 
hKekes  der  Ei^tischaften  v^n  FfftcbiBn  dritten  Grade«  tnai  Ziele 
gesteckt  haben»  so  entiftilten  wir  'uaa  ein«hmleu  d^r  nHbet«»  Be- 
ttaehtnng  der  Gerter  ^ ,  f»  und  ^  und  ihirer  gegen0eit*q;en  Be- 
«lehung  aowte  einer  Bpec)e1lepen  Er<>tening  fiber  die  Matnr  der 
Fiilelfe  F^\  "  ■    •  ,^  , . 

4)  Unter  d«n  Flficheii  dritten  Graden  heb^ii  eich  alt  dfo  Olle- 
der  einer  unteren  Gru|^|>e«riejenigen  li^t'atit,  die. sieh  nur  dadnrch 
1^00  einander  nntehcebeiden ,  'da^»  ibfe  Ebenen  JF\  fita  ;vereebiede- 
nen  Entfernnngen  von  einem  im  Räume  festen  Punkte  Hegen* 
Wie  aus  den  BetrachtuDjgen  der  vorigen  Plummer  ersichtlich «  wer- 
den die  einer  bestimmten  Lage  des  asymptofrschen  Kegels  ent- 
sprechenden Fiäcben' F,'  s%mmtll9fi  einander  ähnlich,  ähnlich 
liegend  und  concentri$ch  sein.  Die  Flächen  besitzen  mlthiii  auch 
dieselben  Cardhialpuolcte.  Keine  Fläche  der  Gruppe  schneidet 
eine  zweite,  womit  zusammenhängt ,  dass  eine  von  ihnen  sich 
durch  die  Bedingung  bestimmt,  dass  sie  einen  bestimmten  Punkt 
aufnehme.  In  der  That,  es  brttqoht  zük  Bestimmung  einer  der 
Flächen  in  Ihrer  allgemeinen  Gleichungsform 

dem  Coefficienten  ;r  nur  ein  bestimmter  Werth  beigelegt  zu  wer- 
den, was  durch  die  angegetefie  jp^^dinginig  geschieht 

Die  soeben  betrachteten  Gruppen  ordnen  sich  zu  einer  höhe- 
ren zusammen.  In  deinen  allgemeiner '6lei<cliung  nnr  mehr  die 
Fant^ion  K^  +  uK^  bestimmt  ist,  wahrend  sVeh  die  £bene  iFi;  Tab 
Fläche  SU  Fläche  ändert.  Die  Fläehen  F^',  welche  einer  beMtoihi- 
ten  Lage  des  Kegels  K^  entsprechen,  besitzen  denselben  Asyro- 
ptotenkegel;  ihre  Axen  sind  folglich  parallel  und  haben  ein  con- 
stantes  Verhältniss.  Da  in  der  allgemeinen  Gleichung  der  Gruppe 
vier  frillkurliche  CoefficleBtto  aüAretäri^  so  kann  eine 'ihrer  Mä- 
chen der  Bedtfigung  unterworfen  werden»  daas  sie  diir«h  einen 
-beliebig  angenommenen  Punkt  ^efais  iund  einen  zweite»  sum  Car- 
dinif^)tt»kte  habe  ediei' im.  .Besonnenen ,  daas  sie  ein6tt:'Puiiikjt.aJbs 
iniehrfaebeii  änfnehiae.  Wifd  dieser  Punkt  z.B.  auC  Ü^  Fläube 
./s  ateenomroen^  diediob,.  wi6\ auch., die  Oerter./i  und  /^  dec.VoVl' 
igfin  Nanimer  vollständig  bestimmt  utid  f&r  dieiganse  Gruppe  die« 
selbe  ist,  so  zerfällt .  der  Berahrüugske^el  des  mehrfachen  Punk- 
;t#s  in  zl/vet  Ebenen  u.  n.  f.       :    -    - 

Die  Abtheilung  der  Flächen  dritten  Grades,  welche  densel- 
ben asymptoHscIven  Kegel  K^  besitzen,  nmfasst  sämmtUche  Grup- 
pen der  letzterwähnten  Art  Während  sich  zwei  FUlchen  einer 
dieser  Gruppen  in  ebenen  Curven  schneiden,  ist  der  Durchschnitt 
zweier  Flächen  dieser  Abtheilong  im  Allgemeinen  auf  einer  Fläche 
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sweitttn  Gt>a(i«s  geteffen»  wie  sieh  mtm  der  Combinatiott  sweier 
ÜNierGieidningen  ergibt.  EbeFliolMdieser  AMieiliing  kann  lOBe- 
diDgungen  des  etsteo  Grades  unterl^orfea  werde».  8olciie  sind 
z.  B.  in  dieser  involvirt:  in  einem  Punkte  einen  beliebig  ange- 
nommenen Kegel  zweiten  G.rades  als  BerübrungsflSche  zii  besitzeo. 
Werfen  wir  einen  Blick  auf  die  Gieichungeo  der  Fiäebe»  FJ,F^^, 
F^t  welche  die  Cardisalpunkte  einer  Fliiche  dritten  Grades  Ue^n, 
«o  -ieachtet  ein ,  dass  die  den  veirschiedetten  Flächen  unserer  Ab- 
theiluog  entopreehenden  Flächen  F^*  denselben  Asymptoteo-Kegel 
beßiüien;  die  Axen  dieser  Flächen  sind  mithin  parallel  und  haben 
dasselbe  Verhältniss.  Die  Flächen  F^,  welche  einer  der  vorher 
erwähnten  Gruppe  angehören,  sind  concentrisch ,  ähnlich  liegend 
und  ähnlich.  Allen  Flächen  einer  Gruppe  der  soerst  angeführten 
Art  kommt  nur  eine  einzige  Fläche  F^  in.  ^  Dasselbe,  was  von 
1^'  \gesagt  worden,    eilt  auch  von   den  beiden  ainderen  Flächen 

5;  Stellt  Vn  die  allgemeine  ganze  Function  des  n- Grades 
mit  drei  Veränderlichen  ohne  constantes  Glied  dar,  so  tritt  an  die 
Stetlodnir  ursprünglichen  <^leichung  F^^Q  einer  Fläche  dritten 
Grades,  wenn  der  Anfangspunkt  der  Coordinaten  in  einen  Punkt 
P  der  Fläche  verlegt  wird,  die  folgende: 

Im  Allgemeinen  wird  nun  die  Function  F^  nicht  in  zwei  Factoreo 
des  ersten  Grades  zerfötlt  werden  kOnnen  und  auch  nicht  homogen 
sein.    Die  Gleichung 

steUt  daher  eine  krumme  Fläche  des  zweiten  Grades  dar»  eine 
Kegelfläche  jedoch  ausgenommen ,  deren  Singularität  den  Punkt 
P  (aufnimmt*    Es  repräseiitirt  alsdann  oflEenbar  die  Gleichung 

eine  Ebene,  welche  sowohl  die  Fläehe  V^i  als  auch  die  Fläche 
F)  in  zweiter  Ordnung  berührt,  d.  h.  so,  aase  eine  in  Ki  durch 
P  gesoffene  Gerade  v^  und  F3  in  je  zwei  mit  P  zusammenfal- 
lenlen  Funkten  schneidet  Der  Punkt  P  ist  mithin  ein  Punkt 
get^Shnticher  Krdramung.  Die  Fläche  V^  hat  ersichtlich  In  der 
Riditung  einer  jeden  ihrer  durch  P  gehenden  Tangenten  mit  F^ 
drei  mit  P  zusammenfallende  Punkte  gemein;  sie  oscuUrt  mithin 
die  letztere  Fläche  in  P,  und  ihre  JKrdmmungsverhältnisse  an 
diesem  Punkte  geben  uns  ein  Bild  von  denen  der  FlädM  Fj 
ebendaselbst. 

>  In  Beasug   auf  ein  in  der  Ebene  ü^  ^li^feiies  Coerdinaten- 
System  eei^D 

p:=0,    ^=0,    r=0 
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4ü^€rleicliwigeo  dm  drei  fialadea ,  fai  wtridMi»  ü^  voo  jkitv  Ebeoe 
gMchosttMi  wkA^  «Mrie 

die  der  Derehsehtiltte  von  K^  tind  ift.  Dte  Cnrve  dritten  Ch-^ftdee, 
In  welcher  F,  von  der  Tangential -£bene  üfi  pcachnitten  wird,. 
httt  dann  eine  Gleicliung  von  der  Frrrm: 

D  ^pqr  +  n^t:^  0 . 

Hieran^  eAeben  wir>  daaa  jener  iScbnitt  in  P  einen  .l[>oppelpanlct 
Migt,  desaen  Tangenten  ^e  Geraden  s  und  /  aipd»  in  welcbeD 
die  Oacuiatienafläche  f^f,  voa  liirer  Tangential-Ebeiie  ti.  gesdbnitr 
ten  wird. 

Die  Asymptoten  des  Scbalttes  Uufen  mit  den  Getaden  p,  q 
ond  r  parallel.  Der  «ingutöre  Punkt  P  der  Cnrve  D  wird  nun 
erstlich  ein  ei^ntficber  uoppelpvnkt  (Durchsehnilt  zweier  reellen 
Aeste),  wenn  r«  xtier  dessen  asymptotischer  Kei^ei  11%  in  zwei 
reellen,  sich  schneidenden  Geraden  voii  Ki  gelroffofi,  f.  u  also, 
wenn  Vg,  eine  windschiefe  Fläche  zweiten  Grades,  ein' hyperbo- 
lisches Hyperboloid  oder  Paraboloid  wird.  Die  Flache  V^  ist  als- 
dann ebenfalls  In  P  convav-convet.  Die  T^genten  ihrer  Haupt- 
bchnitte  halbiren«  die  y(^  den  Tangenten  de&  Doppefponktes 
gebildeten  Winkel.  Der  Sinn  der  Krümmung  kehrt  sich  in  den 
mrch  eben  diese  l^an^eenten  gehenden  ScKnnten  um*;  diese  1»e- 
sttzen  iilttilich  fn  P  efnto  Wendortgspunkt,  wie  daran«  bervor* 
eeht,  dass  die  Gl^niden  :t  und  f,  tr^cne  ganz  in  F^  liegen,  die 
rlSche  V^  in  drei'  niH  P  jtusammenfajflenden  Punkten  sdinetden. 

Es  werde  zweitens  V^  von  K^  in  zweÜ  zusadimeuraltenden 
Geraden  berührt,  da  detin  V^  ein  Conus  oder  Cylinder  isi  Die 
Carve  p  erlangt  In  P  eine  Spitze,  deren  Tangenten  n^it  der  ge- 
raden Berdhrungslinie  von  V^  nnd  Ki  zusammenfallen.  Der  Haupt- 
Schnitt  der  kleinsten  Krümmung  steht  auf  den  Tansenten  der 
tiipttze  senkredrt»  wäbred^  der  zweite  Hanptsclniift  durch  diese 
mkt  und  in  P  eine  Iiiiegci«ii  anftv^lst.  Das  tkrammungsimauis  der 
Hiebe  vierseirwteilei  in  äUmm  ¥nUe  für  den  Punkt  P. 

Werden  endlich  die  beiden  Geri^den  s  und  t  imaginär,  geht 
also  Vp  in  ein  Ellipsoid  'oder  ein  elliptiscbes  Hyperboloid  oder 
Paraboloid  über,  so  wird  die  Fläche  in  P concavconcay  oder  coo^ 
vex-convex.  Ihr  Durchschnitt  D  mit  der  Tangential -Ebene  erlangt 
in  P  einen  isolirten ,  elliptiseben  Pi^kt.  Die  Axen  des  letzteren 
geben  die  Richtungen  der  grossten  und  kleinsten  Krümmung  an. 

Ans  den  im  I.  Absehnlttt  .migetfaeilten  Bemcrkttugen  Aber 
die  Krfimmang  der  Flädben  aweiten  Grades  folgt,  dms  oie  Krfim^ 
ilMingsbalb»e«8er  der  Normalscliiiitte  in  P  deo  Quadraten  der  mil 
ibren  TanMnien  patdUeiea  Diiiduiiesser  eines  Kegebefanittea 
propertieMä  «ind»   destai  Ai^nptotie*  die  Ceradea  #  und  4  sind. 
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'Yaa  4en  beiden  kftaterwiliiiteii  Geraden  kann  die  eine  oder 
es  können  beide  der  ganzen  Lftnee  nach  mit  der  Ftöciie  zusam- 
menfallen. Im  ersten  Falle  besteht  jeder  durch  die  in  der  Fläche 
liegende  Gerade  gehender  »Schnitt,  und  soihit  auch  die  Curve  D 
aus  dem  Complex  jener  Geraden  und  eines  4urch  P  gehenden 
Kegelschnittes.  Im  letzten  Falle  besteht  D  aus  den  beidep  Ge- 
raden,  die  durch  P  gehen  und  auf  der  Fläche  liegeo,  und  einer 
dritten  geraden  Linie»  welche  mit  einem  der  Durchschnitte  von 
Aa  und  Ki  parallel  ist  (die  beiden  anderen  Durchschnitte^  fallen 
in  die  angeregten  Geraden). 

Wie  wir  gesehen  haben,  osculirt  die  Fläche  F^  imch  ireend 
eiiier  Richtoiig  bin  die  Fläche  V^  im  Punkte  P  dreipunktig.  Nach 
den  durch  die  Geraden  p,  q  und  r  bestimmten  Richtungen  jedoch 
fkilen'  fier  Durchschnittspunkte.  von  F^  und  F«  mit  P  zusammen. 
Wenn  die  Tangential-Ebene  Ki  nicht  bloss  jene  drei  Geraden  mit 
dem  asymptotischen  Kesel  K^  gemein  hat,  sondern  ganz  in  die- 
sen fallt  (fHe  Fläche  A^  besteht  dann  aus  dem  Systeme  von  A| 
und  einem  Kegel  zweiten  Grades) ,  so  wird  Fs  nach^  j^^^i'  Rich- 
tung hin  von  F^  in  P  vierpunktig  osculirt.  Unter*  besonderen 
Voraussetzunf^en,  die  leicht  zu  verfolgen  sind»  kann  die  Oscula- 
tioit  der  Flächen  Fg  und  Fa  bis  zur  sechsten  Ordnung  ansteigen. 

So  oft  P  ein  Nabelpunkt  der  Fläche  F«  ist,  ist  er  auch 
ein  solcher  für  F9,  und  umgekehrt  P  tritt  dann  in  dem  Schnitte 
der  Tangential*Ebene  als  Krelspunkt  auf.  'Wie  bei  Flächen  zwei- 
ten Grades,  wo  es  sphärische*  sphäroidische  und  .ellipsoidiscbe 
Nabelpunkte  gibt,  können  diese  auch  hier  sehr  verschiedener 
Natur  sein.  Indem  wir  die  genauere  Betrachtung  derselben  einer 
späteren  Untersuchung  vorbehalten,  wollen  wir  hier  nur  bemer- 
ken, dass  sich  die  Flächen  F^  und  V%  auch  in  einem  Nabel- 
punkte im  Allgemeinen  nach  den  drei  oben  angegebenen  Ricb- 
lungen  hin  vierpunktig  osculiren.  Im  Besonderen  kann  dieses 
nacn  jeder  Richtung  hm  eintreten,  sowie  die  Osculation  auch  bis 
zur  sechsten  Ordnung  ansteigen  kann. 


€)    Wenn  die  Function  F«  der  vorigen  Nummer,   ohne  eine 

"^       *  rerden,   sich  in  zwei 

Gleichmg  der  Fläche 


homogene  Fupotion  des  zweiten  Grades  zu  iterden,   sich  in  zwei 
Factoren  erstell  Gradee  auflöst,  49  erlangt  die  Gleicbi 


diese  Gestalt: 


Die  Gleichung 


Fs=Ä,+^lf,.F,=0. 


ÄTi.Fi^O 


steflt  das  System  zweier  Ebenen  dar,  von  denen  die  eine  Ki 
durch  den  Punkt P  geht,  während  dies  die  zweite  F|,  nicht  thut 
Letztere  kann  auch  in  s  Unendiiobe  rficken ,  da  denn  an  die  StellW 
von  Ff  eine  Constante  tritt  Zieht  man  in  der  Ebene  K^  dureh 
P  eine  gerade  Linie ,  so  schneidet  diese  die  Fläche  in  ihren  drei 
Dorehsohnitten  nit  Aa»    ake    in  drei  aitt  P  ziisuankenlallendeo 
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Pttukten,  sie  oseulirt  roiglich  die  Fl&the»  und  eio  durch  die  Ge- 
rade gehender  Schnitt  benitst  in  P  einen  Inflexionspunkt  Die 
.drei  geraden  Linien  jedoch,  in  denen  der  asyiAptotische  Kegel 
JS,  von  Kl  getroffen  wird,  liegen  ^ans  in  der  Fläche  F,.  Die 
Ebene  Ki  ist  Jiiernach  eine  Osculations  Ebene  von  V^  in  P,  und 
fiie  achneidet  diese  Fläche  in  drei  durch  P  gehenden  geraden 
Linien.  Diese  Linien  können  einmal  alle  reell  sein,  und  alsdann 
entweder  eine  die  andere  schneiden  oder  zwei  von  ihnen  oder 
endlich  alle  Busammenfalleii.  Zweitens  aber  kann  auch  ein  Paar 
derselben  imaginär  werden.  Mindestens  eine  von  ihnen  bleibt  je- 
doch in  .jedem  Falle  reell.  Da  die  KrflnunungsbalbmeRser  bei  der^ 
hier  betrachteten  Natur  des  Punktes  P  «ämmtlich  unendlloh  gros« 
sind,  so  kann  von  einem  Vergleiche  der  Krümmung  mit  der  einer 
Fläche  zweiten  Grades .  nicht  die  Rede  sein.  Es  ist  aber  klar, 
dass  die  Punkte  der  Fläche  nach  den  verschiedenen  Richtungen 
hin  von  P  an  sich  ungleich  hoch  bei  derselben  in  der  Richtung 
von  Kl  gemessenen  Entfernunff  von  P  über  die  Oscnli^tions- 
Ebene  Ki  erheben.  Wir  erhalten  nun  ein  vollständigeres  Bild 
der  hierdurch  bedingten  Krümmung,  wenn  wir  die  Aufeinander« 
folge  derjenigen  Punkte  der  Ebene  Ki  bestimmen,  für  wekhe  das 
Prodüct  der  nach  dem  Perpendikel  auf  Ki  gemessenen  drei  Ab- 
stände von  der  Fläche  r^  einer  constanteo  unendlich  kleinen 
Grosse  a^  gleichkommt.  Sind  aber  wiederup  p ,  q,r  die  drei  Ge- 
raden, in  welchen  die  Fläche  von  der  Osculations-Ebepe  s;e- 
schnitten  wird,  so  ist  die  Aufeinanderfolge  der  fraglichen  Piinkte 
durch  die  zwei  folgenden  Gleichungen   dargestellt: 

Die  eine  Gnrve  bezieht  sich  auf  Punkte  der  Fläche,  welche 
oberhalb,  die  andere  auf  solche,  welche  unterhalb  der  Ebene  A\ 
liegen;  den  Uebergang  bilden  die  auf  Ki  gelegenen  Punkte  der 
Geraden  p,  q  und  r.  Die  Curven  W  sind  zwei  conjugirte  Li- 
nien dritten  Grades  einer  einfachen  Art,  nämlich  solcne,  deren 
Asymptoten  p,  q,  r  durch  denselben  Punkt  P  gehen  und  deren 
Grandlinie  in  s  Unendliche  gebückt  ist.  Die  Krümmung  der  Fläche 
nach  irgend  einer  durch  /^gehenden  Richtung  messen  wir  durch 
den  reciproken  Werth  der  Länge  des  in  jene  Richtun<r  f^illenden 
Leitstrahles  der  Curven.  Wenn  nun  erstlich  die  drei  Geraden  p, 
o,  r  reell  sind  und  eine  die  beiden  andern  schneidet,  so  findet 
längs  derselben  ein  einfaches  Schneiden  der  Flächen  F^  und  A\ 
statt.  Wegen  der  Gestalt  der  Curven  W,  die  in  diesem  Falle 
aus  drei  hyperbelartigen  Zweigen  besteben,  siehe  Plücker's 
„System  der  analytischen  Geometrie/'  Taf.  111.  Fig.  XVI 1.  Fal- 
len zwei  Durchschnitte  p  und  q  der  Osculations-Ebene  und  der 
Fläche  zusammen ,  so  wird  letztere  von  ersterer  längs  jener  Ge- 
raden berührt,^  gleichzeitig  aber  auch  in  dem  Durchschnitte  r 
einfach  geschnitten.  Die  erwähnte  Berührungslinie  wird  osculi« 
rende  Asymptote  der  Curven  W,  welche  hier  aus  zwei  hyperbel« 
artigen  Zweigen  bestehen.  S.  a.  a.  O.  Taf.  VI.  Fig.  LIV.  Wenn 
endUch  p,  q  und  r  zusammenfallen,  so  wird  die  Fache  F.  längs 
der  ganzen  Geraden ,  in  die  jene  fallen ,  gleichzeitig  geschnitten 
und  berührt;  diese  Gerade  wvd  eine  Inflexions- Linie  der  Fläche. 
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Die  Curvcn  W  werdeo  gerade  Linien  «nd  kuifen  mit  der  Inflexiewi« 
Linie,  mm  beiden  Seiten  von  ibr  gleich  weH  abstebeed,  parallel. 
Es  können  endlich  zwei  der  Geraden  p,  9,  r  ImaginSr  werden. . 
Jede  der  Curven  W,  die  alsdann  eine  reelle  Afrymptote  mit  eroem 
auf  ihr  gelegeneit  Asymptoten-Pnnkte  besitzen»  besteht  aas  emem 
einsigen  Aste;  dieser  liegt  sans  anf  der  einen  Seite  der  reellen 
Asymptote  und  weist  zwei  Wendungspankfe  anf«  Die  Fläche  F9 
wird  von  der  Ebene  F^  län^s  dieser  Asymptote  einfach  gesehnlt* 
ten  mit  Aasnahtne  des  Punktes  P,  in  dem  sie  osculirt  wird. , 

7)  Der  Pnnkt  P  emer  FiScbe  drtfcen  Grades  ist  ehi  Yielfaefaer 
wenn  die  Gleichung  der  letateren  die  Gestalt 

annimmt,  sobald  man  dea  Coordniaten- Anfangspunkt  in  P  verlegt 
t>le  in  der  5.  Nummer  eingeftfhrte  Function  r,  bat  sieb  dann  auf 
eine  homogene  Function  den  zweiten  Grades  zurückgezogen.  Die 
Natur  des  vielfachen  Punktes  bestimmt  sich  durch  den  Charakter 
des  in  der  Gfeicfaung  unmitetlbar  in  Evidenz  tretenden  Bertthrungs* 
Kegeis  1^2*  ^1^  Seiten  und  Tangestial-fibeuen  de's  letzteren 
schneiden  und  berühren  gleichzeitig  die  Fläche  im  Punkte  P.  Der 
Berührungs-Ke^ei  A^  und  der  asymptotische  Kegel  ifs  scbneideu 
sich  ini  Allgemeinen  in  sechs  durch  den  mehrfachen  Punktgehenden 
Geraden,  die  paarweise  imaginär  und  sonihaucb  paarweise  reell  werden 
können.  Alle  diese  Geraden  liegen  auch  auf  der  Fläche  F..  Im 
Allgemeinen  geht  die  letztere  von  <ler  einen  Seite  des  Kegels 
A)  zur  anderen  9  indem  sie  heim  Unbergange  diesen  längs  einer 
der  erwähnten  Geraden  schneidet.  Eine  klarere  Vorstellung  von 
der  Beschaffenheit  des  Punktes  P  gewinnen  wir  diTcb  (bigendes 
Mittel.  Wir  denken  uns  La  P  diejenigen  Krumiuungsbalbuiceser 
der  Fläche  cunstruirt,  welche  auf  den  einzelnen  ^csteii  des  Be- 
rübrungs-KegeU  senkrecht  stehen.  Der  Ort  derselben  i«t  der  Sup« 
pleiuent-Kegel  des  Berührungs-Kegels  und  ibre  EJadc»  bilden'  ctne 
auf  diesem  gelegene  Curva,  für  welch0  die  Seiten  des  Snpple* 
ment- Kegels»  welche  auf  den  der  Flache  urid  dam  Berfihmegs«' 
Kegel  gemeinsamen  Geraden  senkrecht  stehe»»  9I0  Asymptoten 
auftreten.  Wir  wickeln  ferner  den  Suppleaieiit*  Kegel  mit  seiner 
Curve  auf  einer  Ebene  ab  und  erhaiteo  so  in  der  abgewickelteo 
Figur  ein  Bild  von  der  KrOouaunff  der  Fläche  im  siingalären 
Punkte.  Diese  ßenierkang  ist  fikr.die  descriptive  Geometrie  nicht 
ohne  Interesse.  Wir  ifollen  nnn  die  versebiedeuen  Arten  des 
sinsulären  Punktes,  wie  sie  bei  FUchen  dritten  Grades  anftieten, 
näher  betrachten, 

a)  Es  sei  erstlich  der  Ber&farungs  -  Kegel  em  ei<^entKcher 
Conus.  Seine  Gestalt  glebt  eine  erste  Vorstellung  von  der  Fläche 
In  der  N^be  des  Punktes  P.  die  Ebene  eines  Sebmttes  S  treffe 
den  Keeed  in  den  beiden  Geraden  s  «nd  t  sowie  den  asymptoti- 
schen K^el  in  den  Geraden  p,  o  und  r.  Aisdane  hat  die  Glei- 
chung  d^s  Schnittes  diese  Gestalt: 

SBp9r<f^==:0. 
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Sind  die  beiden  Geritdeniiund/  reell,  so  edaiigt.<S  im  Punkte  Peiiien 
eiffentlichen  Doppelpunkt.  Wird  K^  von  der  Eoene  des  Schnittes  be- 
löhrt,  80  wird  P  ein  Hiickkehrpunkt  der  Curve&  Er  wird  endlich  ein 
isolirter, der CurveiS zugeordneter Pankt.  wenn  K^von  Smir  in  seiner 
Spitze  getroffen  wird.  Dieser  Punkt  ist  im  Allgemeinen  ein  ellip- 
tischer;^ er  wird  ein  Kretapunkty  wenn  die  Ebene  des  Schnittes 
den  Kreisschnitten  des  BerOhraogskegeis  parallel  wird.  In  allen 
diesen  Fällen  sind  s  und  t  die  Tangenten  des  singulären  Punk- 
tes der  Curve  und  ihre  Asymptoten  laufen  mit  p^  q  und  r  parallel.. 

Schneidet  der  Beruhrungs- Kegel  die  Fläche  in  einer  der  Ge- 
raden p»  9^,  r»  z.  B.  in  r»  so  zerföUt  jeder  durch  diese  g^lecte 
Schnitt  in  eben  diese  Gerade  und  einen  Kegelschnitt,  welcher 
den  singulären  Punkt  durchsetzt »  und  dessen  Asymptoten  mit  p 
und  q,  parallel  sind. 

Ist  auch  noch  die  Gerade  q  beiden  Flächen  gemein ,  so  trifft 
eine  durch  jene  gelegte  Ebene  die  Fläche  noch  in  einer  dritten 
Geraden,  die  mit  p  parallel  ist  Wir  enthalten  uns  der  weiteren 
Spaciiicl^iQQ  der  hier  noch  möglichen  Fälle. 

Ein  einfaches  Beispiel  der  soeben  betrachteten  Singularität 
bietet  d^  Fläcbe  dar,  welche  von  der  Curve«  deren  Gleiehting  die 
folgende  ist: 

(x-H)<[»^l]Ha:*)+(2^l)=0 

bei  einer  Rotation  um  die  2; -Axe' erzeugt  witd.  In  Betreff  der 
Gestalt  jener  Curve  vergl.  P I  d  cker  's  System  (Taf.  IV.  Fig. XXIX). 
Die  Gleiohung  der  erwähnten  Fläche  wird: 

Der  singulare  Punkt  liegt  im  Anfangspunkte  der  Coordinaten; 
sein  Berühr ongs- Kegel  ist,  wie  aucti  von  vorneh^ein  2u  erwarten, 
ein  Hofatfbns- Kegel,  dessen  Axe  mit  der  Rotations  -  Axe  zosam-* 
menfHIIt.  Im  menrfachen  Punkte  hängt  an  einer  zuge«<pitzteq 
Sehale  ein  tropfenfcSrmiger  «benfafls  zugespitzter  und  in  sich  ab- 
geschlossener  Theil  der  Ffäche. 

/i)Wenn  iL  ein  imaginärer  Kegel  wird,  so  gebt  P  in  einen 
isolirten,  der  Fläche  zugeordneten  Punkt  über.  Er  wird  für  jeden 
durch  ihn  gelegten  Schnitt  ein  isolirter  Punkt,  der  im  Allgemei- 
nen elliptisch  und  demjenigen  Punkte  gleich  ist,  in  welchem  der 
eüipsoidische  Punkt,  als  welchen  man  den  imaginären  Kegel  an- 
sprechen kann,  vom  Schnitte  getroffen  wird.  Ist  die  letztere  ei- 
nem Kreisschnitte  des  ellipsoidischen  Punktes  parallel,  so  wird 
dieser  für  den  Schnitt  ein  Kreispunkt. 

Als  Beispiel  für  diese  Singularität  führen  wir  die  Ffäcbe  an, 
welche  durch  eine  Rotation  um  die  z-Axe  von  der  Curve,  deren 
Gleichung 
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ist,  beschrieben  wird.    Diese  Fläche  hat  die  Gleichung: 
2  (a« +y«+ 2«)  +  2(ar*+y»+22«)  =0. 

Ihr  Einsiedler  liegt  im  Anfangspunkte  der  Coordinaten  und 
kann  als  ein  verschHindendes  Rotations -E^lipsoid  betrachtet  wer- 
den,  dessen  mit  der  z-Axe  zusammenfallende  Rotations -Axe  sich 

aum  Durchmesser  des  Aequat^rs  wie  V  ö :  1    verhält     .Ausser« 

dem  isoürten  Punkte  weist  die  Fläche  noch  eine  schildförmige 
Schale  mit  einem  Inflexions-Kreise  auf,  för  die  ^ine  Ebene,  welche 
auf  der  z-Axe  senkrecht  steht  und  um  die  doppelte  Linien-Ein- 
heit vom  Anfangspunkte  entf^nt  ist. 

c)  Wenn  die  Function  K^  in  zwei  reelle  Faetträn  des  ersten 
Grades  zerßtJlt,  so  unterscheiden  wir -erstens  dHi  P^ll,'  wo  beide 
Factoren  reell  und  verschieden  sind.  Alsdann  besteht  der  Be- 
rührungs-Kegel aus  zwei  reellen,  sich  schneidenden  Ebenen.  Eine 
jede  von  ihnen  trifft  die  Fläche  in'  drei  geraden  Linien»  von 
denen  mindestens  eine  reell  ii^.  '  Eine  durcli  eine  dieser  Gereden 
gelegte  Ebene  schneidet  die  Fläche  ausser  in  '  dieser  Ge* 
raden  noch  in  einem  Kegelschnitte,  welcher  durch  den  Punkt  P 
geht,  und  nimmt  die  Ebene  noch  einen  der  difei  Durchschnitte  der 
zweiten  Berührungs- Ebene  auf,  so  trifft  sie  die  Fläche  noch  in 
einer  dritten  geraden  Linie,  welche  dem  Durchsohilitte  der  Ebene 
und  des  asymptotischen  Kegeis  parallel  ist  Jeder- «aBdereiSqhnitt, 
dessen  Ebene  mit  der  Kaiite  der  BerübrungSr  Ebenen,  nur  eini^ 
Punkt  gemein  bat,  besteht  aus  einer  Curve  dritten  Grades,  die  iu 
diesem  Punkte  einen  eigentlichen  Doppelpunkt  besitzt.  Eine 
Ebene  aber  endlich,  welche  durch  die  .Kante  geht,  schneidet  die 
Fläche  in  einer  Curve,  für  die  P  ein  Rackkehinpuifkt  ist.  Für 
keinen  Schnitt,  in  dessen  Ebene  P  liegt,  kann  dieser. Puiikt  ein 
isolirter  werden.  Es  ist  leicht,  in  Jedem  der  aufgefulirten  Tälle, 
die  Tangenten  des  Doppelpunktes,  so  wie  die  Asymptoten  und 
die  Gleichung  des  Schnittes  anzugeben.  Ferner  auch  halten  wir 
es  für  überflüssig  die  Modißcationen  anzugeben,  welche  eintreten, 
wenn  von  den  Durchschnitten  der  Berührungs  •  Ebenen  zwei  oder 
alle  drei  gusammenfallen,  wenn  die  Kante  jener  Ebenen  ganz  in 
die  Fläche  zu  liegen  kommt  ü.  s.  w. 

Als  Beispiel  einer  Singularität  dieser  Art  führen  wir  die  der 
sonderbar  gestaltenen  Fläche  an,  welche  durch  folgende  Gleichung 
repräsentirt  wird:        v 

Der  singulare  Punkt  derselben  liegt  im  Anfangspunkte  der  Coor- 
dinaten. Der  asymptotische  Kegel  besteht  aus  drei  mit  der  ^^- 
Ebene  zusammenfallenden  Ebenen,  während  die  Berührungs -Ebe> 
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nen  die  beiden  anderen  Coordinaten- Ebenen  sind.  Ebenen»  die 
auf  der  ;r*Axe  senkrecht  stehen,  schneiden  die  Fläche  in  gleich- 
seitigen Hyperbeln,  deren  Asymptoten  mit  den  beiden  anderen 
Axen  parallel  sind,  und  Ebenen,  die  auf  einer  von  den  letzteren 
senkrecht  stehen,  liefern  als  Schnitte  kubische  Parabeln,  deren 
Wendnngspunkte  auf  der  Axe  liegen ;  die  Tangenten  dieser  Punkte 
sind  der  z-Axe  parallel.  Die  drej  Durchschnitts  -  Linien  der  Be- 
rfihrungs- Ebenen  fallen  zusammen,  und  zwar  die  einen  In  die 
:r- Axe,  die  anderen  in  die  ^-Axe;  diese  sind  folglich  Infiexions- 
Linien  der  Fläche.  Eine  Wbene,  weiche  die  z-Axe  im  Anfangs- 
punkt trifft,  liefert  als  Schnitt  eine  Curve  dritten  Grades,  die  in 
jen^m  ein^o  eigantlicben  Doppelpunkt  aufweist;  di^AQ  artet,  wenn 
die  ]&b^oe  mt  dfir  ary -Ebeoe  jEusammenföllt,  in  das  System  dreier 
Geraden-  aus,  von  denen  zwei  mit  der  4e-Aj^e  und  der  ^*Axe 
zusammenfallen,  die  dritte  aber  im  UnendHcben  lie^t,  Der  hcbnitt 
einer  durch^die  a-A^e  gelegten  Ebene  ist  eine  Neirsobe  Parabel» 
deren  Axe  eben  Jene  Merjule  ist,  und  deren  Hfic)(kebrpunkt  in 
den  mehrfachen  Punkt  fötit. 

d)  Sind  die  Faetoren,  in  welche  AT*  sich  anflOsen  lässt,  beide 
imaginär,  so  besteht  die  Bertihrunfi;s  Fläche  aus  zwei  imaginären, 
in  reellen  Geraden  sich  schneidenden  Ebenen,  oder,  was  dasselbe 
besäet,  aus  dieser  Geraden.  Jeder  Sebnitt,  dessen  Ebene  mit 
der  letzteren  nur  den  mehrfachen  Punkt  (<emein  hat,  ist  eine 
Curve  dritten  Grades«  welcher  der  Punkt  fi  als  isolirter  Punkt 
zugeordnet  ist  Im  Allgemeinen  wird  dieser  elliptisoh  sein;  in 
den  beiden  Schnitten  jedoch,  deren  Ebenen  mit  dem  Kreisschnitte 
des  Terschwindenden  elliptischen  Cylinders  parallel  sind,  als  wel- 
cher die  berOhrende  Gerade  angesprochen  werden  kann,  wird  er 
ein  Kreispunkt.  Sämmtliche  Schnitte,  deren  Ebenen  durch  die 
Kante  der  beiden  imaginären  Berührungs- Ebenen  gehen,  erlangen 
im  Allgemeinen  In  P  eine  Spitze,  Die  Flache  selbst  zeigt  also 
in  P  eine  Spitze.  Eine  Singularität  dieser  Art  finden  wir  z,  B. 
an  der  Fläche»  welche  beschrieben  wird,  wenn  die  Neifsche, Pa- 
rabel um  ihre  Axe  gedreht  wird._  Ihr  Uuckkehrpuokt  wird  die 
Spitae  der  Fläche,  ihre  Axe  die  berührende  Gerade. 

'  e)  Es  kann  endlich  K^  in  zwei  reelle  und  gleiche  Faetoren 
des  ersten  Grades  zerfallen,  da  denn  die  Berährungs- Fläche  aus 
zwei  zusammenfallenden  Ebenen  besteht.  Von  ihren  sechs  Durch- 
schnitten mit  der  Fläche  fallen  je  zwei  zusammen.  Eine  durch 
eiren  solchen  Durchschnitt  gelegte  Ebene  schneidet  die  Fläche 
Im  Allgemeinen  ausser  in  jenem  noch  in  einem  Kegelschnitte, 
welcher  diese  Gerade  Im  singulären  Punkte  berührt.  Jeder  an- 
dere durch  den  singulären  Punkt  gehende  Schnitt  ist  eine  Curve 
dritten  Grades,  für  die  jener  ein  Biickkehrpunkt  ist;  die  zusammen- 
fallenden Tangenten  des  letzteren  sind  die  Durchschnittslinien  der 
Berfihrungs-  und  der  Schnitt-Ebene.     Die  Gleichung 

gebort  einer  Fläche  an,  för  die  der  Coordinaten  •  Anfangspunkt  ein 
mehrfacher  Punkt  der  beschriebenen    Art  ist.      Die  Beröhrupgs- 

The»  XVU.  24 
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Ebenen  fallen  mit  der  a;y- Ebene  zusammen,  welche  die  Fläcbe 
in  der  x-  und  ^f-Axe  und  der  Geraden  {«=0,  x\'^^=-^\  schnei- 
det Ebenen,  welche  durch  die  z-Axe  gehen,  schneiden  die  Fläche 
im  Allgemeinen  in  Neirschen  Parabeln ,  deren  Rackkebrpunkt 
in  dem  Anfang8punkte,  und  deren  Axe  in  der  ary- Ebene  liegt 
Diese  Parabeln  arten  in  drei  Gerade  aus,  von  denen  eine  unend* 
lieh  weit  liegt,  die  beiden  anderen  aber  in  der  ary- Ebene  zusam- 
menfallen^ sobald  die  Schnitt  •  Ebene  durch  eine  der  drei  näher 
angegebepen  Geraden  geht.  Ebenen,  die  auf  der  z  -  Axe  senkrecht 
stehen,  entsprechen  Schnitte,  deren  Gleichung 
xy  (^+;y) = const*. 

ist.  Sie  bestehen  aus  drei  hyperbelartigen  Aesten,  deren  Asymp- 
toten durch  die  2-  Axe  gehen  und  mit  den  erwähnten  drei  Gera- 
den parallel  laufen»  Die  Fläche,  welche  in'  Bezug  auf  die  x^- 
Ebene  symmetrisch  ist,  ist  aus  drei  mit  ihren  Spitzen  zusammen- 
laufenden ke^elartigen  T heilen  zusammengesetzt,  welche  bezüglich 
in  dem  ersten,  dritten  und  fünften  der  sechs  von  den  drei  Ebenen 

a:=0,  y=0,  a:+y=0 

gebildeten  Räume  liegen.  Von  diesen  Ebenen  berührt  eihe  jede 
je  zwei  der  kegelartigen  Theile  längs  ihrem  Durchschnitte  mit 
der  or«' Ebene. 

Die  Natur  des  Punktes  P  einer  Fläche  dritten  Grades  steht» 
wie  leicht  einzusehen ,  in  engem  Zusammenhange  mit  seiner  Lage 
gegen  die  früher  angeregten  Oerter  Fj,  /i,  f%  und  ^3,  deren  Glei- 
chungen sich  ohne  Weiteres  aus  der  Fläche  ableiten  lassen.  Ein 
Punkt  z.  B.,  welcher  der  Fläche  und  /J,  gemein  ist,  erlangt,  wenn 
er  gewöhnlicher  Krümmung  ist,  als  Osculations-Fläche  eine  solche, 
deren  asymptotischer  Kegel  aus  zwei  Ebenen  besteht  Die  wei- 
teren Verhältnisse  der  letzteren  Fläche  bestimmen  sich  aus  der 
Lage  des  Punktes  gegen  die  Flächen  Z^,  /],  ¥^, 

Wir  schliessen  mit  folgenden  leicht  zu  begründenden  Bemer- 
kungen. Eine  Fläche  dritten  "Grades  weist  im  Allgemeinen  nur 
einen  singulären  Punkt  auf,  wie  aus  dem  Umstände  folgt,  dass 
eine  solche  Fläche  im  Allgemeinen  von  einer  Geraden  nur  in  drei 
Punkten  geschnitten  werden  kann.  Besitzt  eine  Fläche  dritten 
Grades  zwei  singulare  Punkte,  so  liegt  noth wendig  die  Verbin- 
dungslinie der  letzteren  ganz  in  der  Fläche,  und  entweder  wird 
diese  Linie  eine  Doppeljinie^  oder  es  besteht  die  Fläche  aus  dem 
Complex  einer  dureh  die  Verbindungslinie  gehenden  Ebene  und 
einer  Fläche  zweiten  Grades.  In  dem  ersten  Falle  kann-  die 
Fläche  eine  eigentliche  Fläche  dritten  Grades  sein,  und  dann  ist 
keine  zweite  Doppeliinie  vorhanden.  Existirt  eine  zweite  Doppel- 
linie, so  trifft  diese  noth  wendig  die  erste,  und  die  Fläche  besteht 
aus  einer  durch  beide  Gerade  gehenden  Ebene  und  einer  ebenfalls 
durch  die  Gerade  gehenden  Fläche  zweiten  Grades.  V^enn  endlich 
drei  Doppellinien  vorhanden  sind,  so  müssen  sich  diese  nothwendig 
in  demselben  Punkte  schneiden  und  die  Fläche  besteht  aus  dem 
Systeme  der  drei  Ebenen,  welche  sich  durch  je  zwei  der  drei 
geraden  Linien  legen  lassen.  Keine  eigentliche  Fläche  dritten 
Grades  besitzt  eine  dreifache  Linie,  ebensowenig  eine  mehrfache 
Ebene. 
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IHfscelleii. 


lieber  da«    regaläre    Siebeneck. 
Von  dem  Heraatgeber. 

Eio  gutes  geometrisches  Beispiel  für  die  Lehre  von  den  Glei- 
chuDgen  des  dritten  Grades  scheint  mir  die  Construction  des  re- 
gulären Siebenecks  in  den  Kreis  darzubieten »  weiches  wohl  Be- 
rOcksichtigung  bei  dem  mathematischen  i  Elementar -Unterrichte 
verdienen  <}örfte.  Ich  entlehne  dasselbe  dem  Wesentlichen  nach 
aus  Paulli  Frisii  Operum  Tomus  Primus.  Algebram  et 
Geometriam  analyticam  continens.  Mediolanl.  1782.  4. 
p.  177;  Jedoch  bemerkt  der  Verfasser  selbst  an  diesem  Orte: 
y,Descriptio  heptagoni  ad  resolutionem  aequationis  tertii  ^radus 
reducitur.  Quod  cum  etiam  ex  praecedentibus  possit  colligi  prae- 
stabit  modo  reductionem  illam  exponere,  quam  CL  Asnesia 
secuta  est  in  Probl.  IV.  Cap.  IV.  Instit.''  In  der  Vorrede 
zu  seinem  Werke  p.  8.  sagt  er  aber  über  diese  berühmte  italieni- 
sche Dame:  »,Prodiit  e  Afanfredii  schola  Ramirus  Rampinellius 
Brixiensis,  qui  profuodioris  Algebrae  studia  apud  nos  detulit,  et 
Rampinelllo  praeeunte  Oomina  Maria  Cajetana  Agnesia 
Analyticas  Institutiones  edidit  anno  1746,  opus  nitidissimum,  fn* 
geniosissimuro ,  et  maximum  certe  opus,  quod  hactenus  ex  fae- 
lAinae  alicuius  calamo  prodierlt  **  Nun  wir  wollen  die  berühmte 
Agnesi  selbst  huren,  wie  sie  zur  Beschreibung  des  regulären 
Siebenecks  in  dein  Kreis  gelangt.  Was  wir  noch  etwa  selbst 
hinzu  gethan  haben,  würde  einer  Dame  gegenüber  ungalant  sein 
zu  bemerken. 

Wir  werden  unsere  Betrachtung  an  die  ohne  erforderliche 
weitere  Erläuterung  für  sich  verständliche  Figur  Taf.  11.  Fig.  5. 
anschliessen.    Den  Halbmesser   des  gegebenen  Kreises  bezeich- 
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nen  wir  durch  r,  die  Linie  OH,  d.  h.  die  Entfernang  der  Seite 
des  Siebenecks  von  dem  Mittelpunkte  des  gegebenen  Kreises 
durch  X,  welches  a  wir  also  im  Folgenden  als  die  unbekannte  Grösse 
betrachten  werden.  Dass,  wenn  a:  gefunden^  immer  auch  leicht 
die  Seite  des  regul&ren  Siebenecks  erhalten  werden  kann,  ver- 
steht sich  von  selbst 

I.  Wir  suchen  zuerst  die  Linie  AE  durch  die  unbekannte 
Grosse  x  anszudrCIcken.  Offenbar  steht  CK  auf  AE  senkrecht 
und  es  ist 

AE=::2.AK. 

Augenscheinlich  Ist  aber 

^ACkoo^AOL. 
Also 

AO:LO=AC.AK, 

woraus 

.-,     LO.AC       LO.AC 

^^^     AO     =~ 

Suchen  wir  nun  AC  und  LO.    Offenbar  ist 

Ci^ABLoc^DOH, 
also 

D0\  OH=ABtAL=zD£:AL. 

d.  i. 

rix^iS^r'^x^'iAt, 
woraus 


ferner  ist  in  denselben  ähnliclien  Dreiecken 

DO:DH=:AB:BL=zDE:BL, 


d.  t. 


woraus 


r  Vi*-«»  =t  2  Vi^-jc» :  BL , 
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folglich 

LO=BO-BL  =  r-^^^*-'^=.^^^\ 

r  r 

Sub8titairen  wir  die  gefundenen  Ausdrücke  von  AC  und  XO  in 
den  oben  gefundenen  Ausdruck 

r 
so  erhalten  wir 


Ak= 


folgiich 


y.8 

/ 

IL  Wir  suchen  femer  dfte  Linie  AD  durch  die  unbekannte 
GrOsse  x  auszudrücken.  Da^  Dreieck  MON  hat  offenbar  an  der 
Seife  MN  gleiche  "Winkel  tfMO  tind  MNO',  also  Ist 

ttAd  folglich 

AO.AH^MO.MIS, 

woraus 

^„     AB. MO      2.MOV^;a=P 
AO  r 

Aber,  weil  offenbar  BL^LM  ittt: 

MO—BO-ßM=BO--2,BL, 

d.  i.  nach  I. 

Also  ist  nach  dem  Vorhergehenden 

üf iV= j5 . 

Ferner  ist 

AM=:DN=AB:^2V1^^:^^^, 
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AD=AM+MN^DN 


r 


—  .  r« 

IIL    Weil  iiuD  offenbar 

AD=AE 

ist,    so    ergiebt  sich    aus  I.  und  II.  zur  Bestimmung  von  x  die 
Gleichung 

d.  i.  die  Gleichung 

r  (4^:«— r«)=4a:(2a;a  -  r«) , 
und  hieraus  mittelst  gehöriger  Eutwickelung  die  Gleichung 

ar»— 4ra:«— 4r«d: +r»=0. 

Ueher  diese  Gleichung  bemerkt  P.  Frisi  a.a.O.  tadelnd :»,  «juae 
(aequatio)  apud  Aguesiam  inverso  secundi  et  quarti  termini  sigpno 
iegitur"  was  freilich  der  galante  Italiener  immerhin  hätte  mit  Still- 
schweigen übergehen  können. 


Um  nun  die  Gleichung 

ar»-4ra:«— 4r*«  +  r»  =  0 

oder 

aufzulösen ,  wollen  wir  aus  derselben  zuerst  das  zweite  Glied  weg- 
schaffen,  wenn  dies  auch  nach  dem,  was  früher  in  diesem  Ar- 
chive über  die  culiischen  Gleichungen  bemerkt  worden  ist,  gerade 
nicht  unbedingt  nöthig  wäre.  Zu  dem  Ende  setzen  wir  in  bekann- 
ter Weise 

x  —  u  +  ^r, 

und  erhalten  hierdurch  leicht: 
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d.  i. 

«•-|2r««  +  2i6r»=0. 

Vergleichen  mv  diese  Gleichung  mit  der  Gleichung 


80  ist 


folglich 


7  7 


2?"  -"11664*'  '     ^  ""46656 


Weil  hiernach 


^a'>ö* 


ist,  so  bat  die  Gleichung 


drei  sänimtlich  unter  einander  ungleiche  reelle  Wurzeln,  zv^-ei 
negative  und  eine  positive*),  und  es  fragt  sieb  nun,  vi'elche  die- 
ser drei  reellen  Wurzeln  im  vorliegenden  Falle  genommen  wer- 
den niuss,  was  sich  leicht  etwa  auf  folgende  Art  entscheiden  lässt 

Für  das  reguläre  Sechseck  im  Kreise  ist  bekanntlich 


OH=\  r^^\r^  =I/V3, 


also    offenbar    0//>  gr.    Folglich  ist  um  so  mehr  (lir  das  regu- 
läre Siebeneck 


*)    M.  8   z.  B.  Archiv.   ThI.  VI.  S.  7. 
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OÄ>Jr,  d,  i.  ;r>gr; 

und  wegen  der  aus  dem  Obigen  bekannten  Gleichung 

.1 

niui}S  also  jedenfalls  u  positiv  sein,  woraus  sieb  eri^iebt,  dass 
man  für  u  immer  die  eine  positive  Wurzel  der  Gleichung 

nehmen  muss,  welche  dieselbe  dberbaupt  hat.  Ist  Aber  auf  diese 
Weise  u  gefunden»  so  ist 

und  die  Seite  des  regul&ren  Siebenecks  dann  auch  leicht  zu  finden. 
Weil  die  Gleichung 

zu  dem  sogenannten  irreduciblen  Falle  der  cublscben  Gleichun- 
gen gehört,  und  sich  daher  bei  dem  gegenwärtigen  Zustande  der 
Analysis  blbss  mit  Hülfe  der  goniometrischen  Functionen  und  de- 
ren Tafeln  auflösen  lässt,  so  hat  freilich  die  obige  Bestimmung 
der  Seite  des  regulären  Siebenecks  einen  eigentlichen  wissen- 
schaftlichen Werth  gar  nicht,  da  man  ja  trigonometrisch  die  Sei- 
ten aller  regulären  Vielecke  im  Kreise  bekanntlich  sehr  leicht  auf 
andere  Weise  berechnen  kanu.  Als  ein  Uebungsbeispiel  In  der 
Lehre  von  den  cubischen  Gleichungen  für  Anfänger  scheint  mir 
indessdie  obige  Methode  der  Agnesi  immerhin  recht  zweckmSs- 
sis  zu  sein,  und  verdiente  daher  wohl  an  diesem  Orte  gelegent- 
lich mitgetheilt  zu  werden.  Als  etwas  Anderes  wünsche  ich  das 
Obige  auch  durchaus  nicht  betrachtet  zu  sehen. 
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Heber  dieEntfemnngsiSrter  ireradlfni- 
ger  Dreiecke. 

VOH 

dem    Herausgeber. 


In  einem  kGrzlicb  erschieneneD  Schulprog^amm :  Die  Ent- 
Fernungflorter  geradliui^er  Dreiecke.  Eine  geometri- 
sche AbhaudluDg  von  C.  F.  A.  Jacebi,  Professor  io 
Pforta.  Naumburg.  1861.,  bat  Herr  Professor  C.  F.  A.  Ja* 
cobiin  Schui-Pforta  dii»  sogenannten  Entfernungsurter  gerad- 
liniger Dreiecke  einer  sehr  ausführlichen  geometrischen  Betrach* 
tung  unterworfen.  Man  versteht  unter  den  Entfernungsortern 
geradliniger  Dreiecke  die  geometrischen  Oerter  derjenigen 
Punkte  in  der  Ebene  eines  geradlinigen  Dreiecks,  für  welche  die 
(algebraische)  Summe  ihrer  Entfernungen  von  den  drei  Seiten  des 
Dreiecks  eine  constante  tirösse  ist.  Denselben  Gegenstand  hat 
auch  schon  Herr  Timmermanns  in  einer:  ProbUmes  et  th^- 
or^mes  sur  les  poiygones  et  sur  les  poly^dres  über* 
scbriebenen  Abhandlung,  die  man  in  den  Annaies  de  Math^* 
matiques  pures  et  appliqui^s,  ouvrage  periodique, 
redig^  par  M.  J.  D.  Gergonne.  T.  XVill.  p.2l7.(Ni8mes. 
1828.)  findet,  kurz  betrachtet,  und  Herr  Professor  Jacobi  hat, 
wie  er  auch  selbst  sagt,  seinen  Ansiauf  von  den  .von  Herrn 
TJmmernianns  gefundenen  Sätzen  genommen.  So  gern  ich 
auch  anerkenne,  dass  namentlich  in  dem  genannten  Scbulprogramm 
durch  sinnreiche  Combioationen  viele  hemerkenswerthe  geometri- 
sche Relationen  aufgefunden  worden  sind^,  so  muss  ich  doch  auf 
der  anderen  Seite  gestehen,  dass  es  mir  scheint,  man  erhalte 
diuch  die  bisherigen  Behandlungen  doch  keine  recht  deutliche  und 
bestimmte  Einsicht  in  die  eigentliche  Natur  dieses  an  sich  in  der 
That  höchst  einfachen  und  leichten  Gegenstandes.  Ich  will  mir  da- 
her erlauben,  in  diesem  Aufsatze  kurz  zu  zeigen,  wie  man  nach 
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meiner  Ansicht  denselben  behandeln  niuss»  w€(nn  man  mit  wenigen 
Zügen  sogleich  zu  völliger  Klarheit  über  seine  eigentliche  Natur 
kommen  will.  Indem  ich  nun  bemerke,  dass  ich  im  Folgenden 
die  Entfernuni^  eines  Punktes  von  einer  Seite  des  vorliegenden 
Dreiecks  jederzeit  als  positiv  oder  als  negatiy  betrachten  werde, 
jenachdem  dieselbe,  von  der  in  Rede  stehenden  Seite  an  gerech- 
net, nach  dem  inneren  Räume  des  Dreiecks  oder  nach  ausserhalb 
hin  liegt,  lässt  sich  die  Aufgabe,  auf  deren  Auflosung  es  hier  an- 
kommt, in  folgender  Weise  aussprechen: 


Aufgabe. 

Den  geometrischen  Ort  derjenigen  Punkte  su  fin- 
den, für  welchedieSumme  ihrer  Entfernungen  von  den 
drei  Seiten  eines  gegebenen  geradlinigen  Dreiecks 
eine  constante  Grosse  ist. 

Um  diese  Aufgabe  sogleich  in  völliger  Allgemeinheit  aufzu- 
lösen, wollen  wir  das  gegebene  Dreieck  durch  ABC  bezeichnen; 
A  und  C  seien  die  inneren  Winkel  desselben  an  den  gleichnami- 
gen Spitzen,  B  sei  der  Aussenwinkel  desselben  an  der  dritten 
Spitze;  die  Seiten  werden  wie  gewöhnlich  durch  a,  byC  bezeichnet 

Wir  wollen  nun  die  drei  Seiten  des  Dreiecks  als  die  positiven 
Theile  der  ersten  Axen  dreier  rechtwinkliger  Coordinatensysteme, 
und  die  positiven  Theile  der  zweiten  Axen  der  betreffenden  Sy- 
steme immer  nach  dem  inneren  Räume  des  gegebenen  DreiecKS 
hin  annehmen.  Der  positive  Tbeil  der  ersten  Axe  des  ersten 
Systems  sei  also  ^JB,  und  A  sei  der  Anfangspunkt  dieses  Sy- 
stems; die  Coordinaten  in  diesem  Systeme  wollen  wir  durch  Xey 
Ve  bezeichnen.  Der  positive  Theil  der  ersten  Axe  des  zweiten 
Systems  sei  JBC  und  B  sei  der  Anfangspunkt  dieses  Systems; 
die  Coordinaten  in  diesem  Systeme  mögen  durch  Xa^Va  bezeich- 
net werden.  Der  positive  Theil  der  ersten  Axe  des  dritten  Systems  sei 
ACi  und  A  sei  der  Anfangspunkt  dieses,  Systems;  die  Coordina- 
ten in  diesem  Systeme  wollen  wir  durch  xhs  yh  bezeichnen.  Dies 
vorausgesetzt 9  liefern  uns,  wenn  die  Coordinaten  Xa^  ya\  Xhj  y»; 
XfS9  yo  sich  jetzt  sftmmtlich  auf  denselben  Punkt  in  der  Ebene  üen 

Segebenen  Dreiecks  bezieben,  die  allgemein  bekannten  Formeki 
er  Coordinatenverwandlung  sogleich  die  folgenden  ganz  allgemein 
gfiltigen  Gleichungen: 


^Xez:ze^XaCOBB — yasinA, 
lyc=        XaeXnB  +  yaCosB 


und 


tXo  =        xb  cosA  -^  yh  sXnA , 


^yc  =         Xb  sinA  —  yb  cosA ; 
wobei  man  sich  zu  erinnern  bat,  wie  nach  den  vorher  gegebenen 
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Bestimmungen  die  posItiFen  y  genommen  werden  sollen,  hm 
vorstehenden  Gleichungen  ergiebt  sich: 

oresinJB— ^eCosÄ=csin^— ^a , 
XcSinA — y«cosil=^fr; 

also 

;V»=csinÄ — oresin^-^^recosfi» 

folglich 

ya  +  y» +yc = csin  B  +  a;o(si  n^ — sinÄ)  +  y  c(l — cos-4  +  cosÄ). 

Soll  nnn  die  Summe  ya-fy^-F^e,  d.  h.  eben  die  Summe'  der  Ent- 
fernungen  des  Punktes,  auf  netchen  sich  alle  Coordinaten  im  Vor- 
hergehenden beziehen,  von  den  drei  Seiten  des  gegebenen  Dreiecks, 
eine  gegebene  constante  Grosse  sein,  die  wir  durch  k  bezeichnen 
wollen,  so  muss 

ya+y*+yr=Ä, 

abo  nach  dem  Vorhergehenden 

3)       Ä = c  sinfi-h  ÄTcCsiD  J— sin  JS)  +  yo(1— cosii  +  cos£) 

sein,  d.  h.  der  in  Rede  stehende  Pnnkt,  den  wir  darch  {xc  gc) 
bezeichnen  können,  muss  in  der  durch  diese  Gleichung  in  dem 
Systeme  der  Xe»  Ve  charakterisirten  geraden  Linie  liegen ,  und 
obige  Gleichung  fst  also  die  Gleichung  des  gesuchten  Orts  in  so 
attgeraeincr  Form,  wie  man  nur  wünschen  kann.  Auf  diese  blichst 
einfache  Weise  ist  aber  nach  meiner  Meinung  In  der  Tbat  die 
ganze  Sache  in  ihrem  wesentlichen  Theile  erledigt,  und  alle  übrige 
Zuthat  macht  im  Ganzen  gar  keine  Schwierigkeit  mehr.  Ich  will  mir 
ndess  erlauben,  doch  noch  einige  Schritte  weiter  zu  gehen,  ohne 
diesem  Aufsätze,  der  Einfachheit  des  Gegenstandes  wegen, 
grossere  Ausdehnung  geben  au  dürfen. 

Bringt  man  die  Gleichung  jS)  auf  die  Form 

^  sin^^sing  k — csinJB 

*)     .Vc-  -  1_C0S^  +  OOSÄ"^^  +  l--^Sül+COSiB' 


oder,  weil 


sin ^— »inJB --2 sing (A—B)  cob^(A+B), 
cos/l— co^Ä=—2sin|  M-  B)  sin  ^(A+B) 


25» 
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364 


A-B=-C 


2eoBl(A  +  B)s\ülc  t-eslnB 

'S)  ye= i r-ar«- 


l-2sin  J(^  f  Ä) 8iD  Ic         1-2  sin  l(A  +  B)  sm^C 
so  erhellet,  weil  in  dieser  Gleichung  der  Coefficient 
2coB^{A  +  B)ain^C 


l—^mi(A  +  B)Blnlc 

A  2 


von  Xe  von  der  constanten  GrSsse  k  ganz  unabhängig  ist,  dass 
ftir  alie  Werthe  dieser  Constanten  die  Entfernungsurter  des  ge- 
gebenen Dreiecks  unter  einander  parallel  sind. 

Herr  Timmermanns  und  nach  ihm  Herr  Professor  Jacobi 
lehren  folgende  Construction  eines  Entfernungsorts,  und  nament- 
lich hat  der  Letztere  auch  nur  vorzugsweise  diesen  Entfernungs- 
ort betrachtet:  Auf  jeder  der  beiden  Seiten  AC  und  ßC  des 
Dreiecks  ABC  schneide  man  respective  von  den  Punkten  A  und 
B  aus  ein  der  Seite  AB  gleiches  StOck  ab,  und  ziehe  durch  die 
Endpunkte  der  abgeschnittenen  Stucke  eine  gerade  Linie,  welche 
ein  Entfernuogsorf  sein  wird.  Wir  wollen  «fiesen  Entfernungsort 
jetzt  etwas  genauer  betrachten. 

Die  Endpunkte  der  auf  den  Seiten  AC  und  BC  abgeschnitte- 
nen, der  Linie  AB  gleichen  Stücke  werden  im  Systeme  der  x^, 
y«  durch  die  folgenden  Coordinaten  bestimmt: 

ccosil,  csioil  und  c(l  ^  cosJB),  csinfil 

Also  ist  die  Gleichung  der  durch  die  Endpunkte  dir  abgeschnitte- 
nen Stflcke  gezogenen  geraden  Linie: 

.     .  sin^ — sinÄ      . 

oder,  wie  man  leicht  findet: 

sin^—sin^  sin^ — sin(J?-~^) 

y^  —  "  1— cofi^  +  cosÄ  ^^  +  1  -cos  J  +  cosB^' 
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d.  i. 

®^    y^^-  l-coSii+cosÄ  *^  +  1  -cosJ+cosÄ^- 

Vergleichen  wir  nun  diene  Gleichung  mit  der  aligemeineo  Glei- 
chung 4^  der  EotferDungeurter,  so  erhalteo  wir  zur  Bestimmung 
▼pn  h  die  Gleichung 

k-^cAaB  =  c(sin^— sin  C) , 

also 

7)  A=  c(sia^  +  sinJB— sin  C) , 

welches  also  fBr  den  von  Herrn  Timmermanns  und  Herrn 
Prof.  Jacob!  vorzugsweise  betrachteten  Entfernungsort  der  Werth 
der  Constanten  k  ist 

Man  kann  die  vorhergehende  Construction  in  Bezug  auf  jede 
der  drei  Seiten  des  Dreiecks  ABC  ausfuhren.  Bezeichnet  man 
nun  in  Rücksicht  ^uf  die  Selten  a,  b,  c  die  Constanten  der  durch 
die  vorhergehende  Construction  sich  ergebenden  Entfemungsurter 
durch  i^  Ik,  ke,  so  ist 

ifca=:a(sini7  -f-  sinC— sin^d) , 
ji:ft=6  (sinC-h  sin.^— e^in^) , 
ko:=c(BinA  +  BinB-sinQ ; 


also 


Aber 


8)  -  +  ^+-  =  sinil  +  8inÄ+siiiC. 

'  a       0       c 


BinA  +  8ini?=  2sin(.4+i?)cos  ^(A-B) 
=28in^(.<  +  fi)cos^C, 
sinC=  2sin  ^Ccos  j  C; 


also 
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810^  +  sinB  +  8inC=:2|6ing-  (A+B)+  bid^  Cloos^  C 

= 2  iBin  2  (^+Ä)  -sin^  (A—B)]  cos  :^  C 
=  4  cos  5ilsin  .5  Jffcos  0  ^» 

oder,  wenn  man  jetzt  B'  den  entsprecketiden  tnneren  Winkel  des 
Dreiecks  ^JSC  bezeichnen  lässt, 

8in^4'SinJ3-fsinC=:4cosQiicos5ßcoSa  C, 

also 

9)  ~ +^  +  -^=4co8  5ilcos5J?co8  2C'. 

Aus  den  Gleichungen  1)  und  2)  folgt  auch: 
jQv  {c+Xa  cosÄ— yasinÄ= arftcosii  +  ^i^ioA , 

C-    XaSin/f  4~^aC0sA=^ftSini4— ^ACOSil.  1 

Ferner  ist 

yo— yaCOSJB  «e-|-VBC08^ 

'^«=^     sinÄ      '  ^*=— 55:1— • 
Dies«  in  die  erste  der  Gleichungen  10)  gesetzt»  giebt: 

d.  i. 

*'■♦■      smB      ~       smA 
folglich 

yaäüA'^hänB  ■\- ytsmiB—A)  =C8ln^siii£, 
d.  i. 
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11)  ym  B\nA  -f-^ftsinib  -f-  ye  dniCs=c0iii^siii& 

Beseichnet  man' aber  die  drei  den  Seiten  a,  b,  c  entsprechenden 
Hohen  des  Dreiecks  ABC  durch  ha,  ht,  ho;  so  Ist 

Aa=C5ln£,    Ad=csniil. 

Nnn  ist  hc  =  bß\nA  und 

sine 
also 

sin^siniff 


A«  =  c- 


slnC 


W«U  nuA  nach  11) 


y^     4.     y^     ^    ycsinC    _^ 
csin  ß  ^  csin^     csin^sinß 

ist»  so  Ist 

Ist  aber  ^  der  Flächeninhalt  des  Dreiecks  ABC,  so  ist 

also  nach  12): 

13)  aya  +  Äy*  +  eye = 2  A. 

Im  gleichseitigen  Dreiecke  ist  a==6=c^  also 

2A 

ya+.V6+.Vc=  — » 

d.  i. 

14)         ya+y4+»«=Ä, 

wenn    wir    in  diesem  Falle   die  Hohe  des  Dreiecks  durch  A  be- 
leichnen. 


Digitized  by 


Google 


368 

För  Mt=iO  ist  nach  4)  'die  Gleicliung  des  Entfernangsorts : 

J5)    ye-— i^eosil+cosJ*'       T^COS^+COSÄ" 
Fflr  k^csinB  ist  nach  4)  die  Gieichaog  desEDtfernungsorts: 
iA\  8ini< — sing 

and  dieser  Entfernunesort  geht  also  durch  A-  Ceberhaopt  wird 
es  drei  durch  die  drei  Spitzen  des  Dreiecks  gehende  Entfemungsörter 
sehen»  über  die  sich  auch  mancherlei  Betrachtungen  anstellen 
lassen  worden. 

Ich  will  indess  diese  Sache  jetzt  nicht  weiter  aasspinnen, 
glaube  aber,  dass  eine  ähnliche  Methode  wie  die  obige,  bei  wel- 
cher man  die  bekannten  allgemeinen  Formeln  der  Coordinatenver« 
Wandlung  zu  Hfitfe  nimmt,  sich  auch1t>ei  der  Ent  Wickelung  der  Theorie 
der  Entternungsurter  des  Tetraeders  In  AnwenduM  bringen  lassen 
dürfte,  worflber  ich  vielleicht  bei  einer  anderen  Gelegenheit  spä- 
terhin den  Lesern  des  Archivs  einige  Mittheiluogen  machen 
werde.  Das  Vorhergehende  bitte  Ich  übrigens  nur  als  eine  kurze 
Skizze  zu  betrachten,  die  noch  weiterer  Ausführung  bedarf,  und 
soll  es  mir  lieb  sein,  wenn  ein  anderer  als  ich  nach  der  Im  Obi- 
gen Torgezeicbneten  Methode  mittelst  der  bekannten  allgemetnen 
Formeln  zur  Coordinatenverwandlung  die  Entfernnngsorter  des 
Tetraeders  betrachtet,  was,  bei  einiger  analytischen  Fertigkeit,  wie 
ich  wenigstens  glaube,  einer  besonderen  Schwierigkeit  nich  unter' 
liegen  wird. 
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Bemerkung,  fiber  das  Zefclineii  tob 
.  KrystaDen  u.  8.  w. 

Von 

Herrn  Doctor  Julias  Hartmann, 

GymnBilallehrer  cu  Rinteln. 


Eine  ßlr  stereometrische  Körper,  Krystalle  u.  s.  w.  sehr  ge- 
fUlige  ,  ProjeiitioDsart  ist  die  sogenannte  1  so  graphisch  e«  bei 
weläer  z«  B«  das  Auge  in  unendlicher  Entfernung  von  der  ver- 
ticalen  Tafel  so  steht,  disiss  das  Bild  einer  15  Tbeile  laoeen  zur 
Tafelspur  senkrecht  stehenden  Linie  im  Horizontalplan,  als  die  5 
Tbeile  lange  Ii3rpotenuse  eines  rechtwinkligen  Dreiecks  mit  der 
Katbete=l  (in  der  Tafelspur}  und  der  zweiten  Katbete=3  'er- 
scheint.*) 

Dadurch  werden  im  Bilde  alle  Dimensionen  parallel  zur 
Tafel   in  natürlicher  Orusse   und  Lage;  senkrecht  zur  Tafel 

1  3 

in  ^  der  wirklichen  Länge,  unter  dem  Winkel  arctg=|(=30<'S2' 

]2'0  gegen  die  Horizontale  dargestellt. 

Zur  Entwerfung  eines  Gegenstandes  mit  den  Punkten  M,  N, 
O...  zeichnet  man  nun  bekanntlich  die  Horizontalprojection  mit 
den  entsprechenden  Puncten  m,  it,  o...,  ßlllt  von  aiesen  Punkten 
Senkrechte  auf  die  Tafelspur,  die  diese  in  ^v,,o  treffen,  zieht  von 

letztereren  Punkten  und  unter  dem  Wink«l  arctgj  mit  der  Tafel- 


*)    Die  Tangente  des  Erhebnnfftwinkelc  de«  Auges  (des  Winliels, 
den  eine  durchs  Auge  and  die  Tafefspnr  gehende  Ebene  mit  dem  Hori- 


zontalplan macht)  =£. 

4 
Tangente    der  Drehung  =r^> 
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spar   —    anter  sich    parallele   Lioieo,    macht   diese    =a    vod 

mji,  nv  u.  B.  w.  wodarch  man  die  Punkte  m^  n',  &  erhftlt,  and 
zieht  endlich  durch  diese  Punicte  zur  Tafeispur  senkrechte  Linien, 
auf  die  man  Ton  m^  n'»  o'  aus  die  wahre  Hohe  der  Punkte  My 
N,  O  aber  dem  Horizontalplan  aufträgt,  um  die  Punkte  if,  iV,  0' 
des  Bildes  zu  gewinnen. 

Um  die  Linien  iim',  vn' ...,  in  richtiger  Lage  und  Länge  zu 
erbalteil,  zeichnet  man  wohl  zur  Seite  em  Dreieck  ABC  mit  den 
»Seiten  Aß=4  (in  der  HorizoatiUtaie)  BC=:3  und  AC=z5,  die 
ilZ>=15     senkrecht     zu     BA    und     zieht     ßC,     —     wodurch 

Wirtkel  CJDrrSO+arctgJ;    VDAzzzVIfiZVW 

wird  — '  um  jene  Linien  durch  Parallelziehen  mit  JC  in  ihrer 
richtigen  Lage,  durch  Parallele  mit  DC,  durch  die  betreffende 
Punkte  m,  n,  o,  gezogen,  in  richtiger  Länge  beerenzt  zu  erhalten.  — 
Statt  dieses  Dreieck  DAC  zu  zeichnen,  bedient  man  sich  auch 
wohl  eines  dreieckigen  Brettchens  mit  den  Winkeln  3^  52'  12^ 
und  dem  Winkel  T?»  28'  16''  (Complement  zu  CDA)  Bas  man  an 
einem  in  der  Richtung  der ,  Horizontalen  (Tafelspur)  liegenden 
Lineal  herschiebt,  um  mit  ersteren  Winkel  der  Lage,  mit  letzteren 
Winkelnder  Länge  der  Linien  zu  erhalten* 

Diese  rein  seicbiiende  Methode  hat  unter  Umstünden  einiges 
Unangeoehme,  s.  B.  dass  man  ein  grosseres  Blatt  «awenden  muss, 
ftls  zur  ZeichiMUig) selbst  notfawendig  wäre«  weil  die  ganze  Horizon- 
telprojectioii  4ucd  darunter  stehen  mass»  ab  deren  Platze  man 
▼ieileicht  wie  andere  Figur  lieber  hätte;  —  dann  wird  die  Zeich- 
nung durch  die  Menge  Linien ,  die  man  wohl  hier  noch  wieder 
wegwischt,  mehr  oder  weniger  verdorben,  —  und  endlich  mass 
die  Zwiscfaenzeichnttiig  mit  grosser  Sorcfalt  aosgeflilirt  werden, 
wenn  das  fiiU  einigermassen  gewui  werden  soU. 

Zur  Vermeidung  dieser  Uebelstände  habe  ich  mich  mit 
Vortheil  einer  gemischten  Methede  bedient,  fiaeh  welcher  Ich,  statt 
der  vorbereitenden  Zeichnung,  durch  die  sicherere  Rechnung  die 
f^htwlnkligen  Coordtnaten  aes  BMes  ermittelte,  und  diese  dann 
aaftrug* 

Mtmmt  man  nämlieh  die  Tafeispur  zur  Absclssenaxe  und  neoat 

die  Abscisaen  der  Punkte  m,  n a 

die  Ordinaten    -         •  -- b 

die  Hohe  der  Punkte  Jlf,  N...  Aber  dem  Horizontalplan  A 

die  Abscissen  der  Bilder  M',  N\ x 

die  Ordinaten     -  -        • y 

so  ist,  wie  leicht  zu  sehen: 
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1) 


2) 


theiltgen  Maa8«istab  in   den  meisten  Fällen. JbSiili^teni}  ..dceiziSrig 
(Z0II5  Linien  und  Zehntellinien)  und  rechnet  man  statt  g- 6    nur 

IqA,  (d.  li.Ü.  ft  ohne  die  let^^tö  JStelle),  statt  tg. 6  aber  etwa 

10*  +  3  SO' 

die  ganze  Rechnutig  Ibuchst  einfach  und 
e  Hone  im  Kopie  ^erocKrht  werden.*) 


SD  wird 
geringste 


kann  ohne  die 


Cm  tia  eana  einfache^  Beispiel  imzufiabren,  sei  ein  Würfel 
MNOPMflftiHPi  von  der  Seite  229  (d.  k  2  Zoll,  ^  Linien, 
5  Zehntellinien)  zu  projiciren,  dessen  Grundfläche  ^iVOPparaBel 
zum  Horizontalplan  m  einer  Hohe  =147,  unddesf 
MNNiMi  parallel  zur  Tafel  sei ; 

so  hat  man: 


[  dessen  Vorderfläche 


Punkt 

0 

b 

h 

TO*  ÄO 

Punkt 

-    fC 

tl 

m 

0 

114 

~ 

-ms 

7.6 

M' 

030 

170 

n 

226 

114 

147 

22.8 

7.6 

N' 

256 

170 

0- 

225 

339 

147 

67.8 

22.6 

Cf 

315 

216 

P 

0 

339 

147 

67.8 

22.6 

f 

090 

216 

IRl 

0 

114 

372 

22.8 

7.6 

M' 

030 

395 

"1 

226 

114 

372 

22.8       7.6 

N' 

255 

396 

Ol 

225 

339  1  372 

67.8      22.6 

(y 

315 

440 

Pl 

0 

339 

1  372 

©7.8 

\  22.6 

i» 

090 

440 

*)    Zuweilen  wählt  man,  (s.  B.  weil  Punkte  im  Bilde  tonet  so  nahe 
Koeamroenfallen)  statt  der  obigen  Zahl  15,  die  Zahl  20;  dann  wird 


jr=A+~. 


wae  ebenso  leicht  zu  rechnen  ist. 
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Zum  Auftragen  dieser  berechneten  rechtwinkligen  Coordina- 
ten  bediene  ich  mich  der  zwei  Lineale,  des  gewuhnuchen  und  des 
rechtwinkligen»  deren  erBteres  an  einer  langen  Seite»  dasl>reiecfc 
an  der  erusseren  Kathete  einen  in  Zoll  und  Linien  getheilten 
Maassstab  hai.  Um  die  Zehnteilinien  abzumessen»  ist  an  der 
kleinen  Kathete  des  Dreiecks  ein  Nonius  aufgetragen»  ebenso 
verschiebt  sich  an  der  grSsseren  Kathete  ein  besonderes  Plättchen 
mit  Nonius  und  eine  Oeffnung,  durch  welche  gerade  die  Spitze 
einer  Copirnadel  geht 

Befestigt  man  das  lange  Lineal  auf  dem  Zeichnenblatte  gehSrig, 
Terschiebt  mit  der  linken  Hand  Dreieck,  und  Pllttchen  bis  zu 
den  verlangten  Punkten  und  sticht  mit  der  rechten  Hand  die  Na- 
del durch»  so  erhält  man  die  Punkte  des  Bildes  sehr  schnell, 
sauber  und  genau»  ohne  fremde  flfilfslinien  n.  s.  w« 

Das  Anbringen  von  Maassstab  und  Nonius  an  den  beiden  Li- 
nealen» die  man  doch  beim  Reisszeug  haben  muss»  leistet  übri- 
gens noch  bei  vielen  anderen  Arbeiten  gute  Dienste»  unter  anderen 
z.  B.  kann  man  eine  gezeichnete  Figur  durch  Anssmessen  ihrer 
rechtwinkligen  Coordinaten  und^  nachneriges  Auftragen  ^eoau  co- 
ptren  n.  s.  w.  Auch  ersetzt  ein  solcher  Maassstab  mit  seinem 
Nonias  vollkommen  einen  tausendthelligen »  der  also.dadurcb  ent- 
behrlich wird. 
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Kinise  Bemerkunseo  über  das 
S^^radllniiTC  Dreieck. 

Von  dem 

Kandid.  der  Mathematik  Herrn  Bernb.  Mollmann, 

Lehrer  am  Gjmnasiam  zu  Otnabräck. 


$.1. 

Ich  schicke  einige  bekannte  SSt^e  voraus»  welche  im  Folgen- 
den angewendet  werden. 

t)  Ist  im  Dreieck  ABC  (Taf.  IV.  Fig.  5.)  die  Seite  AB  in 
D  halbirt  und  DE  parallel  mit  BC  gezogen,  so  ist 

AE=CE,    DE^^. 

Denn  zieht  man  aus  E  mit  AB  die  Parallele  EF,  so  ist  EF 
z=:BD=iADal8  Parallelen  zwischen  Parallelen  und,  nach  Annahme, 
Winkel  F£C= Winkel  BAC,  Winkel  ECF=Winkel  AED  nach 
Construction  und  Annahme;  mithin  A  CEFQ^ \ADE .  folglich 

HC 
AE  =  CE,  CFz=zDE  =  BF  oder  DE^^ ,  q.  e.  d. 

Zusatz.  Wird  im  Trapez  ABCD  (Taf.  IV.  Fig.  6.)  des- 
ßen  parallele  Seiten  ^^J?,  CD  sein  mögen,  durch  den  Halbirungs* 
punkt  E  von  BC  mit  AB  und  CD  eine  Parallele  fcez^en,  so 
geht  dieselbe  durch  den  Halbirun^spunkt  der  Seite  AD.  Denn 
zieht  man  AC,  so  halbirt  £Fdie  Linie  JC>  also  auch  die  Seite  AD, 

2)  Verbindet  man  (Taf.  IV.  Fig.  5.)  die  Mitte  D  von  AB 
mit  der  Mitte  E  von  AC^  so  ist  diese  Verbindungslinie  der  Seite 
BC  parallel  und  die  Hälfte  derselben. 
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Wäre  DE  der  J?C nicht  parallel,  so  kannte  man  darch  D  eine 
Parallele  mit  beziehen,  und  diese  mfisste  alsdann  (nach  Nro.  1)) 
die  Seite  AC  in  einem  von  E  verschiedenen  Punkte  halbiren  u. 
e.  a.  Es  ist  also  DE  der  Seite  BC  parallel  und  mithin  (nacn 
Nro.  l))  gleich  ihrer  Hälfte. 

3)  Verlängert  man  im  Parallelpgramm  i4J?C/>  (Taf.IV.Fig.7.) 
die  Seite  AD  über  A  hinaus  um  AE=AD  und  zieht  CE,  BD, 
so  schneiden  sich  diese  LinieiL  in  Fso,  dass  EF=^2CF,  DF 
=2BF  wird. 

Es  erhellet  leicht,  dass  AG=:BG  ist.  Verbindet  man  nun  G 
mit  dem  Halbirungspunkte  JSfvoQ  BD,  so  ist  (2)  GH^AD,  also 

GB^BC  und  GÄ=^=:^ . 

Sind-  J ,  K  die  Halbirungspunkte  von  BF  und  CF,  so  Ist 

JK^BC  und  JK=\BC±=iGit» 

mithin 

^JFK^^GFH, 
folglich 

HFi^JF,     GF^FK. 

Daraus  folgt  leicht 

EF=i2CF,    DF=^BF,  q.  e.  d. 

4)  Ist  ABC  (Taf.  IV.  Fig.  8.  )  ein  rechtwinkliges  Dreieck 
und  D  die  Mitte  von  ACy  so  ist  BD=z-^  . 

Der  Beweis  ergiebt  sich  auf  der  Stelle  ans  den  ersten  Sätzen 
der  Kreislehre.  Er  lässt  sich  anch  aaf  folgende  Weise  fähren. 
Zieht  man  durch  D  eine  Parallele  DE  mit  AB,  so  ist  Winkel 
DEC=  Winkel  DEB=iR  und  (nach  Nro.  1))  BE=:EC,  mitbin 
^DEC^^DEB,  folglich  BD^CD^zAD. 

Zusatz.  Hat  ein  Punkt  D  der  Hypotenuse  die  Eigenschaft, 
dass  aus  ihm  ein  kreis  beschrieben  werden  kann,  der  durch  A 
und  B  geht,  so  wird  dieser  Kreis  auch  durch  C  gehen.  Es  giebt 
einen  solchen  Punkt. 

5)  Sind  aber  der  Geraden  AB  (Taf.  IV.  Pig.  9.)  zwei  recht- 
winklige Dreiecke  ABC  und  ABD  verzeichnet  und  ist  C  mit  D 
verbunden,  so  ist 

Winkel  BAC^WmM  BDC^'iR. 
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Der  Beweis  ergiebt  sieb  wiederum  aus  den  Eletnenten  der 
Kreislehre.  Er  kann  auch  auf  folgende  Weise  geftihrt  werden. 
Verbindet  man  den  Mittelpunkt  O  der  Geraden  AB  mit  C  und 
D,  so  sind  AOC,  COD,  DOB  (nach  Nro.  4))  gleichschenklige 
Dreiecke,  mithin 

w   1,  1  rAWi     WinkelCQg       COD ^  DOB 
Winkel  CAB:ss ^ *=  ""5 — ^      2'" 

=:R'-'CDO^'R'--ODB 
oder 

,  Winkel  BAC+  Winkel  fi/)C=2Ä. 

Verlängert  man  also  BD  über  D  hinaus,  so  ist 

Winkel  EDC  =5  Winkel  BAC. 

Zusatz.  Beschreibt  man  aus  O  mit  AO  einen  Kreis;  so 
gebt  derselbe  durch  C  und  D,  ^ 

6)  Die  drei  Lothe,  welche  in  den  Mitten  der  Seiten  eines 
Dreiecks  errichtet  werden»  schneiden  sich  in  einem  Pnnkte»  dem 
Mittelpunkte  des  um  das  Dreieck  beschriebenen  Kreises. 

7)  Die  drei  Geraden ,  welche  die  drei  Winkel  eines  Dreiecks 
ludbiren,  schneiden  sich  in  einem  Punkte. 

Die  drei  Geraden ,  von  denen  die  eine  einen  Winkel  des  Drei- 
ecks halbirt  und  die  anderen  die  Nebenwinkel  der  beiden  anderen 
Winkel  halbiren,  sclineiden  sich  in  einem  Punkte. 

Der  erste  Durchschnittspnnkt  ist  der  Mittelpunkt  des  in  das 
Dreieck  beschriebenen  Kreises »  der  zweite  Durchschnittspunkt 
der  Mittelpunkt  eines  dem  Dreieck  angeschriebenen  Kreises. 

8)  Der  Durchmesser  des  um  ein  Dreieck  beschriebenen  Krei- 
ses ist  gleich  dem  Producte  der  Seiten,  dividirt  durch  den  vier- 
fachen Inhalt  des  Dreiecks. 

9)  Ist  ABC  (Taf.IV.  Fi^.lO.)  ein  gleichschenkliges  Dreieck, 
so  ist,  wenn  man  einen  beliebigen  Punkt  D  der  Grundlinie  mit 
A  verbindet: 

AB^zzzAD^^BD.CD. 

Zieht  man  die  Höhe  AE,  so  ist 

AB^^AE^  +  BE^^AD^  +  BE^^DE^ 
=A»  +  {BE+DE)iBE^DE)^AD^  +  BD.CD. 
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§•  2. 

1)  Sind  im  spitzwinkligen  Dreieck  ABC  (Taf.  IV.  Fiff.  11.) 
die  Hohen  AÜy  BE^  CF  gezogen  und  die  Fusspnnkte  D,  Eund 
F  derselben  mit  einander  verbunden,  so  ist  (nacn  §.  1.  5)) 

Winkel  ABC  =  Winkel  AEF.      Winkel  ABC^  Winkel  CED; 

folglich 

Winkel  AEF  =  Winkel  CED, 

niithin 

Winkel  BEF  =  Winkel  BEB ; 

ebenso 

Winkel  ^Z>£= Winkel  ^2>F,    Winkel  CFZ>= Winkel  CF£. 

Die  Hohen  des  Dreiecks  ABC  balbiren  die  Winkel  des  Drei- 
ecks DEF  und  müssen  sich  daher  (nach  §.1.7))  In  einen  Punkte 
O  schneiden. 

Sind  ini  stumpfwinkligen  Dreieck  ABC  (Taf.  IV.  Fig.  \%)  die 
Höhen  AD,  BE,  CF  gezogen,  so  müssen  sich  doch  zwei  der* 
selben,  z.  B.  die  aus  den  spitzen  Winkeln  gefällten  Höhen  AD 
und  CF,  in  einem  Punkte  O  schneiden  und  sie  bilden  das  spitz- 
winklige Dreieck  AOC,  in  welchem  .^F'und  CD  zwei  Höhen 
sind.  Dann  muss  nach  Oben  das  aus  O  auf  AC  gefällte  Loth. 
durch  den  Punkt  B  gehen  und  mit  der  Höhe  HE  zusammenfal- 
len. Beim  stumpfwinkligen  Dreieck  schneiden  sich  daher  gleich- 
falls die  drei  Höhen  in  einem  Punkte. 

Verbindet  man  auch  hier  die  Fusspunkte  D,  E,  F,  so  wer- 
den, wie  sich  leicht  ergiebt,  die  Winkel  des  Dreiecks  Z>£F  durch 
EO,  AF,  CD  halbirt. 

Im  rechtwinkligen  Dreieck  schneiden  sich  auch  die  Höhen  In 
einem  Punkte  und  es  geht  alsdann  das  Dreieck  DEF  In  das  Lotb 
über,  welches  aus  dem  rechten  Winkel  auf  die  Hypotenuse  ge- 
fällt ist 

2)  Vergleicht  man  die  hier  hergeleiteten  Sätze  mit  §.  1.  7)., 
so  ernellet  sofort  die  Richtigkeit  der  folgenden  Sätze: 

Die  drei  Spitzen  eines  spitzwinkligen  Dreiecks  sind  die  Mit- 
telpunkte der  dem  neuen  Dreiecke ,  welches  durch  die  Verbindung 
der  Fusspunkte  seiner  Höhen  entsteht,  angeschriebenen  Kreise 
und  der  Durchschnitt  der  Höhen  ist  der  Mittelpunkt  des  dem 
neuen  Dreiecke  eingeschriebenen  Kreises. 
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D?e  Spitze  eines  starapfwiDkligen  Dreiecks ,  welche  den  Schei- 
tel des  stumpfen  Winkel  bildet^  ist  der -Mittelpunkt  des  dem  neuen 
Dreiecke,  welches  durch  die  Verbindung  der  Fusspunkte  seiner 
H5hen  entsteht,  eingeschriebenen  Kreises  und  der  Durchschnitt 
der  Hohen  und  die  beiden  anderen  Spitzen  sind  die  Mittelpunkte 
der  dem  neuen  Dreiecke  angeschriebenen  Kreise. 


.       .  S.  3. 

Es  seien  im  Dreieck  ABC  (Taf.  V.)  die  Winkel  2^, 
2vy  22  bei  ^,  ß,  C  halbirt,  die  balbirenden  Linien  fiber  ihren 
Durchschnitt  O  hinaus  bis  zu  den  Mittelpunkten  Oj,  O^,  Q^  der 
angeschriebenen  Kreise  verlängert  und  aus  O^  O^y  O«,  Ö.  die* 
Lothe  OMr,  OM^  OM^,  0^%,  0,N.^,  0,N^,  O^P^,  O.P^, 
O^P^y  OsSi,  Oa-^,  O3Ä3  auf  die  Seiten  des  Dreiecks  gefällt, 
so  ist,  wenn  wir  die  Seiten  des  Dreiecks  a,  b,  c  nennen,  wie 
sich  auf  der  Stelle  ergiebt : 

3)  AM^  =  AM^ziz 5 , 

4)  AN,  =  AN,^^^^^^^=^±I^^ 

6)     ßA\=ßN,=.^±^^c='^-'=CM,,   etc. 

f)    .^^i  —  — 2~~'         ^ — — 2       '     ^ 
8)    BSi=zCPi,   etc.  ^ 

Das  in  der  Mitte  Fj  der  Linie  BC  errichtete  Lotfa  geht  also 
auch  durch  die  Mitte  der  Linie  PiSi,  mithin  (§.1.  Zus.l.)  durch 
die  Mitte  £3  der  Linie  O^O^.  Zugleich  seht  dieses  Loth  durch 
den  Mittelpunkt  O4  des  um  das  Dreieck  ABC  beschriebenen 
Kreises,  Balbirt  den  unterhalb  BC  liegenden  Bogen  desselben 
und  muss  desshalb  mit  der  Linie  ^Oj,  welche  gleichfalls  diesen 
Bogen  halbirt,  auf  dem  Kreise  in  2>i  zusammentreffen.  Da  D^AE^ 
ein  rechter  Winkel  ist,   so  muss  auch  (§.  L,  4  Zus.)  £3  auf  der 
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Peripherie  des  am  ABC  beschriebenen  Kreises  liegen.    Nun  ist» 
wenn  man  BDi,  BE^  steht  > 

Winkel  OBD^=:y+x,    BDiOxz2x; 
milhio 

ÄOA  =  2R~(y+a:+2t)-iy  +  ar; 
Winkel  D^BOi  =R— <y+ar),    Winkel  ÄA^i  =2Ä— 2«; 
also 

Winkel  »04Z)i=2R-[R— (y+x)+2R— 2x]=5R~(y+.T). 

Es  sind  daher  BDiO  und  BDiOi  gleichschenklige  Dreiecke« 
mithin 

OD^:=^BI\^0'D^. 

Femer  ist  (j.  1.,  4.) 

Ebenso  erhellt,  dass  der  Kreis  durch  die  Mitten  £| ,  E^^  D^  D^ 
der  Linien  O^^O^y  O^O^,  OO^,  OO^  geht. 

Nennen  wir  nun  die  Radien  der  um,  in  und  an  das  Dreieck 
ABC  aus  O4,  O,  Ol,  O^,  O9  beschriebenen  Kreise  R,  r,  ti, 
r^,  T^,  so  folgt  auf  der  Stelle 

9)    r^— r  =  OiiVi  — 0JH=2Z>iFi. 
10)    r«  +  r3=OaPi  +  0,S,=2iE;,Fi, 
11)    ri+ra  +  r3«r=4Ä. 
Subtrahirt  man  (9)  von  (10)»  so  ergiebt  sich  die  Gleichung 

ra+r,-^(ri^)=2(E,F»-Z3iFj). 

Nun  ist,  wenn  man  das  vom  Mittelpunkte  O4  auf  die  Seiten  ge- 
fällte Loth  positiv  oder  negativ  nimmt,  je  nachdem  es  von  Innen 
oder  von  Aussen  auf  die  Seiten  fiilit, 

i;3Fi-/>iFi  =  04D|  +  04*\— ßiFi  =  204Fj, 
mithin 

12)     04F|=jrr-,  +  r3--(r4^r)) 
und  ebenso,    wenn  man  die  Lothe  04F3,04F3  tktht: 
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13)  04F,=|Cr,+r,-(t,-r)), 

14)  O^F,=\(r,+r^-(r,-r)). 
Aus  diesen  drei  Gleichungen  folgt 

15)    0«F,+04Fef04F,  =  j(r,+r,+r,+3r)=Ä+r. 

1«)    OtFt+OtF^-O^F,  =  \ (4r, -(r,  +rt+r,-r))=zr,-B; 

ebenso 

17)  0«r,  +  O4F, -  O^F^^zrt- R, 

18)  O^Fj  +  0«F,  —  O4F,  =ri — Ä . 

I 

Auf  die  leicbt«8te  Weise  ergeben  sich»  wenn   wir  den  lobalt 
des  Dreiecks  mit  A  bezeicbneD»  di^  bekannted  J^oirtteln 

Nun  ist  Dreieck  fiOilfi  cv)  Dreieck  fO|iVt ,  mitbin 

oder  (Gleichung  1)  und  6)): 

g  +  c—  b  a+ö—c 


23)  „,^(£±£=^£i±r^; 


ebenso 


*i4)    rr^  — j * 

Femer  ist  Dreieck  AOiN^cs^ÜteieckAO^P^y  mithin 

oder  (Gieicbnng  4)  und  6)): 

a+6+c  0+6 — c 

— j— ^n^^-sJ  —  $ — * 


«6* 
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26)     rjr,  = 3 , 


Ä>;     r^rs — j • 


Aus  (19)  uod  (20)  folgt 


"^»'"(o+6+c)(6+r~«)' 


mithin  nach  (23): 


4A^ (g+tf— &)(a+6— c) 

(a+6+c)(6  +  c-a)~"  4 

•        (fl-fr6+c)  (b+c-a)  (a+c^b)  (a+b-c) 
A*= jg- . 

29)     A=i  V[(a+*+c)(Hc— a)(a+c-6)(a+fr-c)l. 

Aus  (19),  (20),  (21),  (22)  folgt 

16A* .a 

30)    "•i^a»"»-  (o^.6+c)(6+c-ö)(a+c-6)(a+6-c)-"^ 

Aus  (19)  und  (20)  folgt : 

r:ri^=zb-{-c — a:o  +  6  +  c 
oder 

ri— r:r=s2a:6+c— a, 

«  '  2iir     ^      2ar     _aiTi 

Da  nun  rri  = ist,  so  ist  auch 


32)    r.-r=-^- 


und  ebenso 
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33)    r,-r=^,    34)    ^,-1'=^^. 
35)    ,,-r=«^i.    36)    r.-r»^^^. 

Aus  (20)  und  (21)  folgt 

ri:r,=s4i-f  c — 6:6+c — a, 
Tj -|-r,:r,  =2c:a  +  c— 6, 

oder  auch  (Gleichung  30)): 

38)    r,+r,=^; 
QDd  ebenso 

39)    '•.-K,  =  ^.     40)    r.+r,  =  *A, 

41)    r,+r.=2^.    42)    r.  +  r.=:^. 

Ans  (31),  (33),  (35)  folgt 

43)     (r.-r)(r.-r)(r.-r)  =  ?*£^!iV.^  «^.«  =  4Är»  (§  1..  8). 

Ans  (31),  (37),  (39)  folgt 

44)    ('•i-r)('-i+'-»)('-i+'-8)=4Äri«; 
aus  (:«),•  (37),  (41) 

45) .  (r,-/-)  (ra+ri)(ra+r,) =4Ärs* ; 
aus  (35),  (39),  (41) 

46)    (r,-r)(r,+ri)(r»+r^=4Är,«; 
aus  (37),  (39),  (41)  folgt 

47)  (r,+r^(r.+..)(r,+..)=f^£(|^  =  l«^=^^^ 

aus  (31),  (33),  (37)  folgt        . 
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48)  ir,^r)(r,^Hr,+r^^2^:3t^^^^ 

aus  (31),  (35),  (39)  * 

49)  (r,-.r)(r3-r)(r,+r.)=2L^g>iiI*=^^^ 
aus  (33),  (35),  (41)  folgt 

50)  ir,^rnr.^rnr,+rs)^^^^^ 

Aus  (31)  und  (42)  iolgt 

öJ)  ('•i-r)(r,  +  r,)=««; 

aus  (33)  und  (40)  folgt- 

52)  (r,-f)(ri+r,)«6»; 
aus  (36)  und  (38)  folgt 

53)  (r3-r)(r,+r^=c«. 

Diese   drei   letzten  Formeln  Icilunen   auch    aus  (9)   und  (10) 
abgeleitet  weraen.    fs  ist  nämlich 

Alis  (31)  und  (41)  folgt 

''i  - '' +  ri^+ r,  =  ^  (rr, +r,r,) ; 

nun  ist  (11): 

Ti— '•  +  '^2  +  r,=4Ä, 
mithin 

4RA=ff(''''i+V3) 
oder 

54)  m+r^r^=zbc; 

ebenso  aus  (33)  und  (39) 

55)  rr^^r^r^  =  ac; 

aus  (35)  und  (37) 
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Aas  (51),  (62;,  (53)  ergiebt  sich*  durch  Addition 

57)    2(rxr,  +  rjr,  +  r,r3)-a^<rj+r,+r,)  =  a«+6«+c», 
Ans  (19),  (20).  (21),  (22)  folgt 

58)  ?^=:a+6  +  c, 

59)  ^=Ä  +  c-a, 


60) 


2A  .        j, 


mithin 


siso 


oder 


61)  ^=a  +  6-c; 


Tj         r,        r,  r 


1      r^      »^3      r 


Vs+V»  +  Vi="~7r-  =  7r 


und  hieraus 

•  '    ß^^      »    I    i  _  1 


oder 


oder 


^'  r      r,      r,     r. 


rr,r,      A" 
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65)         i^l_l  =  i 

1-       r«      »'s      rj. 


oder 


folglich 

66)  W+H+^+^=  2(r,r,+r,r,+r,r,)_  2r(r,  ^r,+r,) 

=a«+6a  +  «'«  (Gl.  57)). 
Ferner  Ist  nach  (11) 

'•i«+'-aHV+'«+2('-i'-8-Kir,+rars>-2f  (r,  +/-a+r,)=  16fi« , 

mithlD  (nach  57)) 

67)  /,*  +  V+''8*+'"'*+o*+**  +  c*=16Ä». 

Es  ist  für  jeden  beliebigen  Werth  von  A,  B_,  C,  D 

(^+Ä+C+Z))»=^Hß»+C»+Z)H3^«(fi+C+Z>)+3Ä*(J+C+ü) 
+3C«(.4+Ä+/>) +3Z>»(^+Ä+0 

+  6^ßCZ>(i+ 1  +  ^+1) 

=-2(4»+Ä»+0+ß»)+3(^HÄa+C*+ß«)(J+Ä+C+Ä) 

+  6^ÄCD(I+i  +  -i  +  i). 

+  3  (^HßHC»+Z)«)  (^+Ä+Cf  O) 

Setzt  man  nun  erstlich 
so  ergiebt  sich 
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68)    '•j»+r,»+r,»-r»=^[_'-(r, +r,4-r,-r)» 

=:i  [^-64fi»+ 3(l«Ä«la»-6«— c»).4<?] 
=64«» — 6Ä(a>+ ^+c») ; 
setzt  mao  ferner 

A=y,  B^^.    C=:X,    />=^-l; 

^i  ^a  'ä  '^ 

80  ist 

24«  _      12« 

oder 

£s  ist  (nach  11)) 

'^i+'^a+''8=4«  +  r, 
lolglicb 

'•(^i»+V+V)=('-(-4ß+'-))»-2A«, 
feroer  (nach  62)) 

mitbin 

r,%*  +  r,«r,«+ r.V.«  =(^'  _  (dÄ+r)^)'  -  ((4«+r)r)« , 
also 
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=  (^-(4Ä+r)r)'-2A«; 

RUD  ist  aber  (nach  57)) 

folglich 
oder  auch 

.Ai.    jLl.    _Ai.        A^      a        A^      ,         A^ 


=  (?!^)*_ai.. 


INun  ist 

r»«+r,»+ r,«+f*=  16Ä»-(o«+6>+ c»), 

folglich 

70)    r,4+r,4+r,4+^=«6il«--32(o«+6»+c«)Ä« 

=«J6ß«  -32(a«+Ä»+c»)fi» 
fenier 

oder 
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}   4. 

loh  betrachte  jetst  die  Figur  auf  Taf.  VI.  Dieselbe  weicht  von 
der  Fig.  auf  Taf.  V.  nur  darin  w,  dase  einige  nicht  mehr  gebrancbte 
Linien  weggelassen  und  einige  später  näher  zu  bestimmende  Li- 
nien hinsEiiMfOgt  sind.  Es  sind  AOt,  BO^,  CO^  die  Hohen  des 
Dreiecics  O.O^p,;  AO^,  BOi,  CO  die  Hohen  des  Dreiecks 
OOiO«.  Die  fierede,  welche  />,  mit  E^  ▼erbindet,  geht  durch 
04.  Zieht  man  nun  OOx  und  rerlängert  diese  Gerade,  bis  sie 
das  in  £,  auf  0^0^  errichtete  Loth  in  0»  trifft,  so  ist 

Dr.  OO^iD.  ^  Dr.  O^O^t* 
mithin 

oder,  dsLÜDi^zO^D^ist,  OaDt^O^E^,  folglich,  wenn  man 
O^Oft^ziebt, 

Daraus  folgt  nun  auf  die  leichteste  Weise,  dass  O5  der  Mittel- 
ponkt  und  iR  der  Radius  des  um  das  Dreieck  OiO^O^  beschrie- 
benen Kreises  ist. 

Auf  dieselbe  Weise  wird  sich  ergeben,  dass,  wenn  man  O^O^ 
zieht  und  diese  Gerade  um  ihre  eigene  Grosse  verlängert,  der 
Endpunkt  alsdann  der  Afittelpunkt  und  2H  der  Radius  des  um 
00|0a  beschriebenen  Kreises  Ist.  Ebenso  verhält  es  sich  rflck- 
sichtlich  des  Punktes  O^  und  des  Dreiecks  OO^O^  und  rflck- 
sichtlich  des  Punktes  O3  und  des  Dreiecks  OOiO^. 

Da  DJE^  auf  AC  senkrecht  steht,  so  steht  auch  die  ihr  Pa- 
rallele O2O5  bxl(AC  sen^krecbt.  Die  Lothe  also,  welche  von  O^, 
O«,  O3  resp.  BntBC^  AC,  AB  d.  h.  die  Lothe,  welche  aus  den 
Spitzen  des  Dreiecks  O^O^O^  auf  die  Verbindungslinien  der 
Fusspunkte  der  Hohen  gefallt  werden ,  welche  zu  den  die  Jedes- 
malige Spitse  bildenden  Seiten  gebSf  en ,  schneiden  sich  Im  Mittel- 
punkte des  um  OiOsOs.heschnebenen  Kreises. 

Der  aus  dem  Mitteiputthte  des  um  das  Dreieck  OOiO^  be- 
schriebenen  Kreises  nach  O»  gezogene  Radius  ist  parallel  DiE^, 
Da  nun  B1E3  auf  BC  senkrecht  steht,  so  muss  auch  der  ge- 
nannte Radius  diese  Eigenschaft  haben  und  wir  erhalten  auch  für 
das  Dreieck  OOgO^  den  im  vorigen  Absätze  ausgesprochenen 
Satz. 

Dasselbe  Resultat  ergielit  sich  offenbar  dir  die  Dreiecke 
OO^O^  und  OOf^O^. 
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Schneidet  die  O«  und  £,  verbindende  Gerade  OO^  in  O«, 
so  ist,  wie  sich  aus  \  1.  3^  auf  der  Stelle  ersieht,  OO^z=^O^Oj^, 
Hieraus  folgt,  dass  sich  die  Geraden,  welche  0|,  E^\  O^,  £% 
und  O.,  E^  verbindeo,  in  einem  Punkte  O«  auf  der  Geraden  OO» 
schueiden. 

Dasselbe  Resultat  ergebt  sidi  auf  dieselbe  Weise  filr  die 
Dreiecke  OO^O^,   OO^O^  und  00^0%. 

r  Ich  fasse  die  hier  gefundenen  Resultate  kurz  zusammeo : 

.  ,,  1.  Die  Mittelpunkte  der  um  das  Dreieck'  O'O^O^  und  io 
und  um  das  Dreieck  ABC  beschriebenen  Kreise  liegen  in  einer 
geraden  Linie» 

2.  Der  Mittelpunkt  des  um  das  Dreieck  ABC  4>eschriebenen 
Kreises  ist  vom  Mittelpunkte  des  in  dasselbe  beschriebenen  Krei- 
ses so  weit  entfernt  wie  vom  Mitte&pnnkte  des  um  das  Dreieck 
OxO^O^  beschriebenen  Kreises. 

3.  Der  ^Radius  des  um  das  Dreieck  ABC  beschriebenen 
Kreises  ist  halb  so  gross  wie  der  Radius  des  um  das  Dreieck 
OiO^O^  beschriebenen  Kreises.  • 

4.  Der  Mittelpunkt  eines  an  das  Dreieck  ABC  angeschrie- 
benen Kreises,  der  Mittelpunkt  des  um  das  Dreieck  ABC  be- 
schriebenen und  der  Mittelpunkt  des  Kreises,  welcher  um  das 
von  dem  Mittelpunkte  des  ein  und  den  Mittelpunkten  der  bei- 
den anderen  angeschriebenen  Kreise  gebildete  Dreieck  be- 
schrieben wird,  liefen  in  einer  geraden  Linie  und  der  zweite 
Punkt  liegt  in  der  Mitte  der  Ijieiden  anderen. 

Der  Radius  des  letzteren  Kreises  ist  wiederum  das  Doppelte 
von  dem  Radius  des  um  das  ursprüngliche  Dreieck  beschrienenen 
Kreises.. 

5.  Das  Loth ,  welches  von  einem  Mittelpunkte  der  vier  durch 
die  Mittelpunkte  der  ein  -  und  angeschriebeoen  Kreise  «gebildeten 
Dreiecke  auf  eine  der  Seiten  gefallt  wird,  ist  halb  so  gross  wie 
die  Verbindungslinie  zweier  dieser  Punkte,  durch  vi;elche  die 
Seite ,  auf  die  das  Loth  gefallt  ist,  nicht  geht. 

6.  Die  drei  Geraden  OiE^^  OJE^,  O^fi  schneiden  sich  id 
einem  Punkte  O«  auf  der  Geraden  OO5  Und  es  ist.» 

die  Linie  OO5  ai-so  in  O4  und  O5  harmonisch  getbeilt,  Ein  ähn- 
liches Resultat    ergiebt  sich  ftir  die  Dreiecke  00i<^,'  OtkOty 

7.  *Der  um  ein  Dreieck  beschriebene  Kreis  halbirt  die  sechs 
Geraden,  welche  die  vier  Mittelpunkte  der  demselben  einr  und 
angeschriebenen  Kreise  verbinden. 
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Ich  will  jetzt  die  Im  dritten  und  vierten  Paragraphen  gefun- 
denen Resultate  anwenden  zur  Herleitung  von  Grussenbeziehun* 
gen  in  den  Dreiecken  ABC,  O^O^O^,  OO^O^,  OO^O^,  00^0^. 

Im  Anfange  des  dritten  Paragraphen  habe  ich  gezeigt,  dass 
ist.    Hieraus  ergiebt  sich  leicht 

und  ebenso  folgt 

2)  004*=4Ä(r,— r), 

3)  00,«=4Ä(i:.-.i). 
Da  femer 

ist,  80  folgt 

4)    o,o.«=4ä£;,«=4£;,Fi.£jA =*«('•«+'••); 

ebenso  ist 

6)    OiO,»=4Ä(ri  +  r,), 
6)    O,Oa«=4Ä(ri+r0. 
Nan  ist 

OiO,*=:OOi*+00»*+MO.OOi, 
folglich 

7)   ^O.OO,  =  2 (4Ä('-,  +r,)-4Ä(r,-r)-^Ä(r,-r))=4Är, 

ebenso 

8)    BO..OOt=:4ßr, 


*         9)    CO.OOt=^Br. 


Ferner  ist 


Digitized  by 


Google 


10)    4O,.OO,  =  J0.O0,+OO,«=4Är+4Ä(ri-r)=4Äfi; 
ebenso 

11)  fiOs.OO,=:4JSr,, 

12)  C08.008=4Ärj. 
Da  AO.OOi^4Rf  ist,  so  folgt 

.Q._    tgfi^'    -^4igr» 

mitbin  (§.  a,  43)) 

,3)    ^Q.^(n-r)»,-^K^>-^)^^,,.,)»,^;; 

ebenso. 

14)  Ä0*=(ri-r)(r3-r). 

15)  CO«=(r,-r)(rj-f). 

Ans -40,.00,  =4ßri.  folgt 
^0,«=-f^'i%  =  ^i'=  <J-.!r^(?l±!5^^%3.GI.44)). 

fblglicb 

16)  ilO,«=(ri+ri(r|+rs); 
eben  so  ist 

17)  ,ÄO,«=:(ra-H-,)(r2+ra)/ 

18)  COa»=^(r,+r,)(rs+rÄ). 
Es  ist 

19)     ÄO,>  =  OOi«-ÄO*=(n+ra+fa-r)(r,-r)^(ri-^)(r8-r) 

ebenso 

20)  CO,«=(r,-r)(r,+r,), 

21)  ^02«  =  (r>-r)(r,+rj). 

22)  COa«=(r,-r)(ra+r,), 

23)  ^0,«=(r,-r)(*,+ri),  • 

24)  ÄO,«=(r,-r)(r,+r,). 
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Die  Formeln  13),  34)  lawien  .afeb  noch  in  einer  anderen 

Form  darstellen.    Em  ist 

^0*==(ra— r)(r,--r)=i^r,--r(ra+ra--r)=iTi+rar3--r(n+>'f+''i--i^)> 
folglich 

28)  JO«=6c-4Är  (§  3.  11).  54)); 
ebenso  ist 

26)  ÄO»=ac -4J?r, 

27)  C0«=«6  — 4Är; 
femer 

'     25^)     i<0i»=(ri+r^(ri+rg)==va+r,(ri+ra+r8) 

=rri+r«r8+ri(ri  +r^+rs-r)=bc + 4Äri , 

29)  ÄOa«=:ac+4Ära, 

30)  C08«=a6+4fir3, 

31)  i?Oia=— ac+4Äri,  ^ 

32)  COi«=— *i6+4Äri, 

33)  ^Oa«=— 6c  +  4ÄrÄ, 

34)  C0,«=— a6  +  4Är», 

35)  2*08«=— 6c  +  4Ära, 

36)  Ä08«=-ac  +  4Är,. 
Es  ist 

i?Oi»+J?OB«=— 2ai?+4Ä(r|  +r,) =— 2ac+(Ä0i  +^03)«, 
folglich 

37)  BOi.BO^szae, 
ebenso 

38)  COi.C04=:a6, 

39)  ilOs.ilO,=6c. 
Aus  (1),  (3)  und  Cd)  folgt 

OOi«OOa*.OOa«=64Ä»(ri-r)(rt-.r)(ra-r)=25aÄ*r*  ({&  43)X 
folglich 
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40)  OOt.OOt.OOi=zt6Rhi 

aus  (5),  (4),  (3)  folgt 

Ö,  03^0^0,^.00,*  =  4Ä(r,  +r3).4ß(r3+rj).  4ß(r,-r)=256Ä4r3* 

(nach  S  3.  46)), 

41)  OiOa.O^Ot.OOa  —  mRht; 
ebenso  folgt  au»  (4),  (6),  (2)  mit  Hälfe  des  §  3. 

4?)    OiOa.Oa03.00a=16Ä«ra; 
aus  (6).  (5),  (1) 

43)  0,0a.0,0s.00i  =  16Ä»r,. 
Ferner  ist  nach  (13).  (14).  (15) 

i40«.i?0«.C0a=(ri— r)a(r2-r)2(r3-r)«=(4Är«)«  (§3.  43)), 

44)  AO.BO.CO=4Rr*i 

ebenso  folgt  aus  (23),  (24),  (18)  mit  Hälfe  des'  dritten  Paragraphen 

•       45)    ÄO,.BO,.CO,—mri*, 
ans  (21),  (22),  (17) 

46)  AOi.CO^BOg,=ARri*, 
aus  (1«),  (20),  (16) 

47)  ÄO,.CO,.^Oi=4Äri«. 
Aus  (4),  (5),  (6)  folgt" 

OiOa»0,Os«Oa03«=64Ä»(/-,  -|-ra)(r,+r,)(r,+r,) 

=  ?55^?^^i^=64ft*(a+6+c)»  (vergl.  §3.  47)). 

48)  OiOa.O,03.0i03=8ft»(a+Hc); 
ebenso  folgt  aus  (1),  (2),  (6) 

49)  OOi.OO^.OiO^=%R^a^b~-c) , 
aus  (1),  (3),  (6) 

50)  00,.OOs.Oi08=8Ä«(a-6+c), 
ans  (2),  (3).  (4) 

61)    OOs.OOs.OsOj=8Ä«(-a+Hc).      . 
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Aiw  (18),  (IT),  (18)  folgt 

JO,*.ÄO,*.CO,»=(r, +f^r»  +i^)«(fi+n)». 
folglieh 

82)  ^Oi.ÄO»COb=:(n+r^r,  fr,)(f,+f,)=rÄ(a+A+c)*  (5.3. 47)). 
ebenso  aus  (21),  (1^,  (15)  und  $.3.  48) 

53)  ^Oa.irOi.CO=(f»-f)(r|-r)ir|+f^saß(«+6-c)»; 
ans  ^),  (23),  (14)  und  (.  3.  49) 

6t)    COi.AO,.BO=:iri-r)(rt-^)  (ri+r,)=fi(a— 6+«)*; 
ans  (24),  (22),  (13)  und  (.  3.  50) 

65)  BO,.COt.AO={r^-r) (rj-r) (r.+ri)= ß(-a+Hc)*. 


5.6. 

Es  ist  von  Interesse  nodi  folgende  Relationen  m  bemerken: 

1)  Ol O^HOt  0,H 0,0s«=8Ä(f|  +r,+»^)=8Ä(4fi+r)(5 5.4),5),«)), 

2)  OOi«+00,*+0,0,*=8Ä(ri+r,-r)=8Ä(4Ä-r,),  \ 

3)  OOi»+O0,*+O,Ob^=8Ä(ri+r,-r)=8fi(4Ä-r^, 

4)  00,H-00,HO,Os»=8Ä(r,+r,-r)-8fi(4Ä-r,), 
ß)  00i«+  00,HOO,»=4fi(ri+r.-K,-3r)=4Ä(4Ä-2r), 

6)  0|0,*+0,0,»+00,^=4Ä(»\-H',-r+3i^)=4Ä(4Ä+2r,), 

7)  OiO,H-0,0,»+OOa^=4Ä(ri+r,-*+3r,)=4Ä(4Ä+2r^, 

8)  Ol  0,H(^  OiHOO,V=4ß(r,+r,-r+3r,)=4Ä(4Ä+2r,) . 

Der  Inhalt  des  Dreiecks  OiOtO,  ist  gleich 


85 ' 


miOin  (5  5.  48)) 


9)    AO.O,0,=?^^^±^l>=Ä(«+6+c); 


ebenso  (55.  49)) 
Th«U  XVII. 


B 


«T 
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10)    /iOOiOa=Ä(a+6-«),    (§5.  BO)); 
.     11)    A00,0,=Ä(«--6-H*)>    <55.  51)); 
ISi)    AOOaO,=Ä(— o+6+c). 

Zieht  man  (Taf.  \.)  Ü^üfg,  MyM^,  M^M,,  so  ist,   weil  am 
"Viereck  BMiOlUz  ein  Kreia  beschrieben  werden  kann, 

MiMi.BOt^sBMi.Ma^-BBIt.MiO, 

folglich  (§3.  1);  $6.  14);  §3.  21)): 
4(a-fc-^)'r\ 
*i^»'=  (ri-r)(r«-r)  -r.«(r. -r)  fr,-*) ' 


ebenso 


^»*«-r,»(r,-r)(r,-r)' 
^»^»  -rx»(r.-r)(r.-r)' 


mithin 


64A«r« 
(ilf,lf,,ilf»Jf,.i!f.Jlf,)»=^^^^^^^j^^^_^j'f^^^_^j^^^_^jV' 

^»*^-^'^-^»*»=V^(n-i'Kr.-r)(»i-^)!    . 
folglich  (oiMh  §3.  43)) 

-rir,rj.4Är«~    R  '^  ' 

I         '      *         i 

Da  nun  der  Radias  des  um  /^MiM^M^  beschriebenen  Kreises  r 
ist  9  so  folgt 

mithin  nach  (9) 
folglich 
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13)    ^ViMkJII»X^OiOtO,=^*. 
Zieht  im»  iViA^,  NtN,,  N^,,  so  ist 


*    '      (ri— r)(r,+r8) 
jY^.     ri'(a  +  6  +  <?)'. 


mithin 


also 


folglich 

14)  AiViiV,iVs.AOOaO,=A». 

Auf  dieselbe   Weise   wird  sich  ergeben,  wenn  man    PiPt, 
P,P,;  P.iP3  und  S,S»;  «i^,  -S^Ä,  zieht,  dass 

15)  APi/»>P..A00i03=a«, 

16)  A'^Ä,^AOOiOa=A* 
ist.     Es  ist  auch 

17)    A^iiVaW»  +  AA'*»P8  +  ASi'S«S,-A»i»«»s 

=  2B(»-i+»'a  +  rj— r) 

=2A. 

2T' 
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Da   der  Inhah  der  Dreiecke  Midl^Mi  etc.  gleich  den  Pro- 

ducte  aus  einem  constanten  Factor  ao  »od  den  RmUim  des  ein- 

eescfarielienen  oder  der  aDseschriebeoen  Kreise  ist,  so  werden 
hier  noch  manche  Sähse  ans  den  Eigensciiaiteo  der  GrSssen  r, 
^i'  ''s»  ^i  abgeleitet  werden  kSnneo.    £s  Ist  z.  B. 


lh',]atllfiM,.lU^Mt.AOi.m)^COt  =?^»*.  ä(?^)'=(2A)», 


=sO,  etc. 


Ans  (9),  (10),  (II),  (12)  lassen  sich  noch  einige  bemerkens- 
werthe  Resultate  herleiten.    Es  ist  nach  diesen  Gleichungen 

mithin 

A  '    .     A      ■ ^ A      _« 

AOOiOa  +  AOO.C^'^'AOOaOs      AOiO»0,  ~** 

ferner 

ÄO, 0,0, . AOOl O, . A  OOi  Oj.AOOjO,  =  16Ä«A*,  etc. 


Digitized  by 


Google 


397 


$.7. 

Denken  wir  uns  (Taf.  Vi.)  den  Radius  .4  O4  gezogen,   so  ist 
^AOJ)i  gleichschenklig,  mitbin  ($.  I.  9)) 

Ä*=  00^*+AO.ODi  =  00^*+2Rr  (§.  5.  7)) , 
folglich 

1)  OOt*=iR(B~-2r). 
mitbin  auch 

2)  00;^:=iRiR'-2r). 

Denken  wir  uns gteichfalls  O^O« gezogen,  »o  ist,  weil  im  Dreieck 
OO1O5  die  Linie  OiO^  die  Seite  00^  balbirt, 

OOi«+  OiO.«=20i04*+2004?» 
oder- 

20^  04«=4Ä(r^-^)+4Ä«-2Ä(Ä-2ry, 

3)  Oi04«=«(Ä+2rj). 

Da  nun*  aus  dem  Anfange  des  Tierten  Paragrapben  erbellt,  dass 
0%0^  die  Hülfte  der  Linie  Ist.  welche  Ot,  den  Durchscbnitts- 
punkt  der  Hoben  des  Dreiecks  OO^O^,  mit  dem  Mittelpunkte 
des  um  dasselbe  bescbriebenen  itreises  verbindet:  so  folgt,  dass 
das  Quadrat  dieser  letztem  Linie  gleieb  4'R(R-i-^i)  Ist. 

Es  bt  femer 

4)  0^0^*:=zR(R+2r^, 

5)  Os04*=Ä(Ä+2r,). 
Auch  hier  fässt  sich  dieselbe  Bemerkung  machen. 

Addirt  man  die  Gleicbungefi  (1),  (3),  (4),  (5),  so  ergiebtsich 

6)     004«+  Ol  04«+  0,04»+  0,04«=  Ä(4«+2(rj+r^+r3-.r)) 

=  12Ä«- 
Aus  (2)  folgt 

7)    004«=4Ä(9Ä-2(4ß+r)) 
=361P-(0,OaHO,0,HO^O,*)    ($.6.1)). 
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Es  ist  mitbin  das  Qnadrat  der  Linie ,  welche  den  Durchschnitt 
der  Hohen  des  Dreiecks  OiO^O^  mit  dem  Mittelpunkte  des  um- 
schriebeneo  Kreises  verbinde^  gleich  dem  Quadrate  des  dreifa- 
chen Radius 9  weniger  der  Summe  der  Quadrate  der  Seiten. 

Ans  (3)  folgt 

40i  04«=  4fi(9Ä— 2(4ß-r,) ) , 
mithin  (§.  6.  4)) 

Hieraus  ergiebt  sich,  dass  das  Quadrat  der  Linie,  welche  den 
Durchschnittspunkt  der  Höhen  des  Dreiecks  OO^O^  mit  dem 
Mittelpunkte  des  um  dasselbe  beschriebenen  Kreises  verbindet, 
gleich  dem  dreifachen  Quadrate  des  Halbmessers,  weniger  den 
Quadraten  der  Seiten  ist.  Der  in  der  Gkichang  0  für  das  Drei- 
eck 0.0«  Os   ausgedrückte  Satz  gilt  also  auch  ffir  die  Dreiecke 

oOiO^,  oOiO^,  00^0^. 

Es  lässt  sich  005^  noch  anf  eine  andere  Weise  darstellen. 
Es'ist  nach  (§.  6.  6)) 

OOi^+  OOa«+  008«=4Ä(4i2-2r)=12Ä«+4Ä(ß-2r), 

mithin  (2) 

Ferner  ist  (§.  6.  8)): 

OOiHOi  Oa«+Oi  0,«=4Ä(4Ä+2ri)  =  12fi«+4Ä(fi+2r,) ; 
mithin  (3) 

10)     OO^HOj,  O^HOj^  Os«-3(2i^«==40i  O4«. 

Diese  Gleichung  giebt  ftir  das  Dreieck  0|Q^0.  denselben  Satz, 
den  die  6leichung(9)  für  das  Dreieck  0,  O2O3  giebt,  und  die  ana- 
logen SätsKe  sind,  bei  den  Dreiecken  OOiQ^  «md  OOiO^  za  be- 
merken. 

Nach  §.  6.  5)  ist: 

OOy^^  00^^+  00^^=z  4Ä(4iB-2r) , 

nach  (6)  und  (1) : 
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0,04»+0a04«+0,04«+ö004»=12fi»+4Ä(ß-2r), 
11)    ÖO,H  00^^+  00,^-  (O,  04*+  0,04»+.0,04«)=5004». 
Aeholicbe  Sätze  ergeben  sich  für  50^0^*,  W^O^,  ^iO^O^. 
Es  ist,  wie  sich  leicht  ergiebt, 

Z  4 

folglicb 

an*-*  {(ho^no^o^*     o,  o.«  \ 
0»o,«_5^        äTT-  —  ~T-/' 

mitbiD 

Ol  04H0a0.»+  0,0.«  =  ^ .  i  (O,  O^H^O,  0,H0^0,*} 

=.12i2.-^% 

0|  0:,HOtO^HO,0^*~(Oi  ÖtHO^O^^+0,Ot^)=:  ^ 

pfSOjOj»; 
auch  ist 

=  jOO,a  =  3004«. 
Aehnliche  Sätze    ergebeo   sich    fiir    die    Dreiecke    OO.O^ 

Bemerkung.  Die  letzten  Sätze  werden  leicht  abgeleitet  wer» 
den  kSnnen,  wenn  man  berücksichtigt,  dass  O«  der  Pupkt  der 
mittleren  Entfemung  für  O^ ,  O«,  O^  ist  «nd  die  Lehrsätze  über 
diesen  Ponkt  in  Anwendung  bringt. 
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^8. 

lo  dieaem  Paragraphen  will  Ich  einige  bekannte  trigonome- 
triache  Relationen  herleiten,  weil  sie  sich  mit  grosser  Lieicbtig- 
kelt  aus  dem  FrObern  ergeben. 

Die  Winkel  des  Dreiecks  OiO^O^  sind  «4-z,  s-\-x,  «-fjf  o«'«' 
90—«,  W-y,  90— z.    Es  ist  mithin 

Ä0»«=0,0.«.8in«(^+i) 
oder  (§.  5.,  17,6)) 

(rs+nXi-s+r,)  =4Ä(rj  +r,)8in»(y+*) =4Ä(ri  +r^08*r  , 

1)  cos«,=sln«(y+z)='^»  =  ^; 
ebenso 

2)  cosV=«n«(*+z)=?:*^=^. 

3)  co8«z=8in'(«+y)=?^i^=  2^^. 
Hieraas  folgt  Indit 

4)  *..=ay=^. 


Ferner  ist 


*«**-r.+r,-r.r,-(r,r,)«' 


mithin 


')  '«■'=r^=l'  <»'»"='^=;^- 


[Uies  ergiebt  sich  auch  leicht  auf  andere  Weise.    Es  Ist 
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A+c— fl . 
r= 5 Igsar, 


2r  fTi  ^ 


Auf  die  leichtMte  Wd«e  erhellt  ferner,  iaaa 

10)  sId2x=:^, 

11)  8in2sf  =  ^. 

12)  sln2i=^ 
let    Aach  ist,  da 

13)  cos2«=''*-*^''»^j''TJl,     - 

14)  eoe2y  =  il±^^±!^=ii, 

15)  ^^r^Ltl^^Inr, 

Ab8(I).  (2).  (3)  folgt: 

16)  C08XC08^Ca82=s — ™ — =   j^; 
ans  (4),  (ö),  (6)  folgt 
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17)  sin.sinysi„z  =  y'[^^^=^^^2^^-^]=^; 
aus  (l),  (2)  und  (6)   folgt 

18)  co«.cos^»io.=y  [^^^2^^)^^]  =  ^; 
ebenso  folgt 

19)  co6:rcoszdin^=:^7^9 

20)  eos^coszsin:r=  jk  • 
Aus  (1),  (5)  und  (6)  folgt 

o4%  •       •         4/  r(ya+y8)(^a— r)(r»>-r)-l 

21)  cosar8in^sin:;=  Y  I  ^g^^ 1 

bj-c — a_     A 
-     SR     -J/^ri' 

ebenso  ergiebt  sich  * 

22)  cosy 8iaarsinj= g^^— r  =  jj^. 

23)  coszsin^rsm^  = — gj^ —  =  ji^  • 
Aus  (10),  (11),  (12)  und  (16)  folgt 

24)  8in2a;  +  sii 
ebenso  ergiebt  sich 

25)  8in2a:  +  8iu2y  —  sin22=r  — äo —  =  ^»«n«  «"«y  cosz , 

26)  »in2a:+sin22  —  8in2y  =  — ^ — =4sinj:6inzcos^, 

27)  sin2y  +  sin2»  —  8in2ar  =  —^j^  =4sinysinzcosa: . 
Aus  (13),  (14),  (15),  (17),  (18),  (19),  (20)  folgt: 


24)    8in2a;  +  sin2y  +  $in2z.;::;     2»     ~  4co8;rcosycosi ', 
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28)     cos2a:+cos2jy+co82z  =  ^^^i^^^^-Äl  +  g 

±=  l-|-48iiia;6inysin: » 

29  cos2a?+cos2y— cos2x=-2 — = — - — jn ' 

=:  —  1  +  -^  = — l + 4cosa;co9y6in2 , 

30)  cos2:r  -f  coß2z — go82^ = — 1  -f  4cosä?cosz8io^ , 

31)  cos2y+cos2z— cos2a::= — 1  -f  4cos^co6Z8iiu;. 
Aus  (7),  (8),  (9)  folgt: 

r  4J?r     r^ 

32)  tg8a?+ tg«y +fg8a;=  ^  (vi+r^+r^)  =  "^  +  3;  * 

33)  tgsa:  +  tgsy  ^  cotgsz=  ^^iÜ^IT^i^  ^  ""  r?" ' 

34)  tg8a:+tg8z-cotg8y  =  ?:!l±^i^===--A, 


35)    tgsy + tgsz— CO tgsx  =  — — -^ 


36)    tg8a:— cotgsy— cotg8z  =  ~  (r— rj— r») 


4Ärj 


37)  tg8y— cotg^j^'-cofgsz  =  ^ -~ , 

38)  tg8z— cotg8a:-cotgsy=^--^^, 

39)  cotg&r+cotgsy +cotgsz=  7"  (f  +  r  "*"  r")  ^  ^ ' 

40)  issxig^gi^8^=.^^rh^ 

41)  tgÄi;tg8ycotg8z=^^^=A, 
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42)  tgBo:  ($82  cotg8^  =  ^«' 

43)  Igsy  tg82  cotgis^r  =  —5 , 


44)  tgsarcotgsycotgsx^  -^ » 
4ö)  tg8ycotg8;rcotgsx=  ^ » 

46)  tg8scotg8d;cotg8^=  ^ » 

47)  COtgSA:COtg8yCOtgS2=^> 

48)    tg8;r+tg8y+tg8i=j;^^^^^.- 

49)  tg8.r+tg8y  — cotg82=  — tg8a:tg8ycotg82, 

50)  tgsar + tf^z — cotgs^  =r — tgsj:tg82eotg8^ , 

51)  tg»3f + tg»«  —  cotgBx = — tgsytgssco  tgsx , 

52)  tgaac  —  cotgsy — cotgsz 

=  tg.:rcotg«,catg«  -  „,J„^i^> 

53)  tg8^-*  cotgso:— «cotg82 

'   =tg8vcotgsa:cotg8* ^ ;-  » 

^  ^      ^  o         co8^sin:rsin2 

54)  tg82 — cotgsz  —  cof  g8y 
=  tg82  cotg8;r  cotgflty  ^ 


C08y810;r8in2 

55)    cotgsj;  -f  cotgs^  -|-  co tgsi = co tgso;  cotguy  cotgsz . 

§-9. 

Da  nach  dem  zweiten  Paragraphen  die  drei  Spitzen  eines  spitz- 
winkligen Dreiecks  die  Mittelpunkte  der  drei  angeschriebenen  Kreise 
desjenigen  Dreiecks  sind ,  .weiches  durch  die  A^rbindung  der  Fuss« 
punkte  der  Hohen  entsteht  und  derDurchschnitt  der  Höhen  der  Mittel« 
punkt  des  demselben  eingeschriebenen  Kreises  ist,  so  wird  jedes 
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spitsvrinklige  Dreieck  ni  diesem  Denen  Dreiecke  in  demselben 
Verhältnisse  stehen ,  in  welchem  das  Dreieck  OiO^O^  zu  dem 
Dreieck  ABC  steht.  Es  ei^ieht  sich  aas  demselben  Paragraphen» 
dass  jedes  stnropfwinldige  Dreieck  zu  dem  Dreiecke»  dessen  Sei« 
ten  die  FussMnkle  seiner  Htihen  yerbinden,  in  demselben  Vefr- 
hältnisse  steht,  wie  die  Dreiecke  0(\(}^,  00|0,,  OO^O^  zum 
Dreiecke  AßC.  Viele  der  SHtze  nun»  welche  oben  ßir  Mittel* 
punkte  der  ein-  rnid  angeschriebenen  Kreise  und  ihrer  Verbin« 
dungslinien  entwickelt  worden  sind»  werden  jetzt  in  einer  andern 
Form  dargestellt  werden  können.  80  fuhren  z.  B.  die  Im  vierten 
Paragraphen  eutwickelteo  Sätze  auf  der  Stelle  zu  folgenden 
Sätzen: 

1}  Das  Stück  der  Hübe  eines  spitz-  oder  stumpfwinkligen 
Dreiecks,  weiches  zwischen  der  Spitze  and  dem  Durchschnitte 
mit  den  anderem  Hohen  liegt,  ist  doppelt  so  gross  wie  das  Loth» 
welches  aus  dem  Mittelpunkte  des  umschriebenen  Kreises  auf  die 
zur  Hohe  gehörende  Grundlinie  geföllt  ist 

2)  Der  Schwerpunkt  eines  snitz-  oder  stumpfwinkligen  Drei- 
ecks, der  Mittelpunkt  des  um  dasselbe  beschriebenen  Kreises 
und  der  Durchschnitt  seiner  Hohen  liegen  in  einer  geraden  Linie» 
and  es  ist  der  Schwerpunkt  vom  Durdischnittspiinkte  der  Höhen 
doppelt  eo  weit  entfernt  als  vom  Mittelpunkte  des  umschriebenen 
Kreises. 

3)  Die  Gerade »  welche  den  Halbirungspunkt  einer  Seite  eines 
spitz-  oder  stumpfwinkligen  Dreiecks  mit  dem  Halbirungspunkte 
des  oberen  Abschnittes  der  auf  sie  geföliten  Hohe  verbindTet,  ist 
gleich  dem  Radius  des  um  dasselbe  beschriebenen  Kreises. 

4)  Diese  Gerade  geht  durch  den  Halbirungspunkt  der  Linie» 
welche  den  Durchschnitt  der  Hohen  mit  dem  Mittelpunkte  des 
umschriebenen  Kreises  verbindet. 

5)'  Der  aus  diesem  Halbirungspunkte  mit  dem  halben  Radhis 
des  dem  Dreiecke  amschriebeneii  Kreises  beschriebene  Kreis  gebt 
durch  den  Fusspank.t  der  Hohen,  den  Mittelpunkt  der  Seiten  und 
der  oberen  Absclmitte  der  Höhen. 

Sl  Zieht  man  in  einem  spitz  •  oder  stumpfwinkligen  Dreieck 
öiien  bis  zu  ihrem  Durcnschnittspunkle,  so  entstehen  drei 
neue  Dreiecke,  welche  eine  Seite  und  zwei  der  Höhenabsehnitte 
zu  Seiten  haben.  Verbindet  man  die  resp.  Durchschnitte  der 
Höhen  dieser  Dreiecke  mit  ihren  resp.  Mittelpunkten,  so  halbiren 
sich  die  vier  dadurch  entstandenen  Geraden  und  jede  derselben 
wird  durch  den  Halbirungspunkt  und  durch  den  Scnwerpunkt  des 
zu    ihr  gehörenden  Dreiecks  harmonisch  getheilt   — 

Aus  §.  6.  9),  10),  11),  12)  folgt: 

7)  Der  Inhalt  eines  spitzwinkligen  Dreiecks  ist  gleich  dem 
Producte  aus  dem  halben  Kadius  des  umschriebenen  Kreises  in 
die  Summe  der  Geraden»    welche  die  Fusspunkte  der  Höhen  des 
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ereforen  Yerbinden.  Der  Inhalt  eines  «tttm|iffrifikligeii  Dreiecks 
ist  gleich  dem  Producte  aus  dem  halben  Hadios  und  der  Diffe- 
renz, welche  entsteht,  wenn  man  von  der  Summe  der  Linien, 
die  den  Fus&punkt  des  aus  dem  stumpfen  Winkel  gefällten  Lathes 
mit  den  beiden  anderen  Fusspunkten  verbindet»  die  dritte  mug* 
liehe  Verbindungslinie  abzieht« 

Beim  rechtwinkligen  Dreieck  verschwindet  das  Dreieck«  wel- 
ches beim  spitz-  und  stumpfwinkligen  Dreiecke  durch  die  Ver- 
bindung der  Fusspunkte  der  Hohen  entsteht  und  es  werden  auf 
dasselbe  die  Beweise  für  1),  2),  3),.. .5)«  7) nicht  mehr  angewendet 
werden  können.  Dennoch  gelten  auch  hier,  wie  sich  auf  die 
leichteste  Weise  direct  ergiebt,  die  in  diesen  Absätzen  ausge- 
:  sprochenen  Sätze.  Von  ^o.  6.  gilt  heim  rechtwinkligen  Dreieck 
natürlich  nur  die  zuletzt  ausgesprochene  Behauptung  einer  har- 
monischen Theilung. 

7)    Aus  1)  und  §.  3.  15),  16),  17),  18)  ergiebt  sich  Folgendes: 

Im  spitzwinkligen  Dreieck  ist  die  Summe  der  oberen 
Abschnitte  der  'HShen  gleich  der  Summe  der  Durchmesser  des 
In  und  um  das  Dreieck  beschriebenen  Kreises  und  die  Differenz 
epischen  der  Summe  zweier  obern  Abschnitte  und  dem  dritten 
gleich  der  Differenz  zwischen  den  Durchmessern  des  der  Spitze, 
aus  welchem  die  letztere  Hohe  gefallt  ist,  gegenüberliegenden  au- 
sgeschriebenen Kreises  und  des  umschriebenen  Kreises.  Im 
stumpfwinkligen  Dreieck  ist  die  Summe  der  oberen  Ab- 
schnitte der  Hohen  gleich  der  Differenz  der  Durchmesser  des  dem 
stumpfen  Winkel  gegenüberliegenden  angeschriebenen  Kreises 
und  des  umschriebenen  Kreises;  die  Differenz  zwischen  der 
Snmme  der  oberen  Abschnitte  der  aus  den  s|iltzen  Winkeln  ge- 
fällten Höhen  und  dem  oberen  Abschnitte  der  aus  dem  stampfen 
Winkel  gelallten  Hohe  gleich  der  Summe  der  Durchmesser  des 
in  und  um  das  Dreieck  beschriebenen  Kreises;  die  Differenz  zwi- 
schen dem  oberen  Abschnitte  einer  aus  einem  spitzen  Winkel 
gefällten  H5he  und  den  beiden  anderen  oberen  Abschnitten  gleich 
der  Differenz  zwischen  dem  Durchmesser  des  dem  spitzen  Winkel, 
aus  welchem  der  abgezogene  obere  Abschnitt  gefällt  ist,  gegen- 
überliegenden angeschriebenen  Kreises  und  dem  Durchmesser' des 
umschriebenen  Kreises.  Im  rechtwinklieen  Dreieck  ist  die 
Summe  der  beiden  Catheten  gleich  der  Hypotenuse  und  dem 
Durchmesser  des  eingeschriebenen  Kreises ;  dielDifferenz  zwischen 
zwei  Catheten  gleich  der  Differenz  zwischen  dem  Durchmesser 
des  die'  erstere  Cathete  selbst  berührenden  angeschriebenen  Krei- 
ses und  der  Hypotenuse. 

Es  ist,  wenn  man  die  oberen  Abschnitte  der  Höhen  eines 
Dreiecks  mit  Ai ,  h^y  A39  den  Radius  des  umschriebenen  Kreises 
mit  R  und  den  Inhalt  mit  A  bezeichnet  und  den  oberen  Abschnitt 
der  aus  einem  stumpfen  Winkel  gefällten  Hohe  negativ  nimmt. 
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8)    Aus  §.  7),  8),  9),  10)  ergiebt  sich  folgender  Satz:    * 

Das  Quadrat  der  Geraden ,  welche  den  Durchschnitt  der  Ho- 
hen eines  spitz-  oder  stumpfwinkligen  Dreiecks  mit  dem  Mittel- 
punkte des  um  dasselbe  beschriebenen  Kreises  verbindet»  ist  gleich 
der  Differenz  zwischen  dem  Quadrate  des  dreifachen  Radius  und 
der  Summe  der  Quadrate  der  Seiten  oder  auch  gleich  der  Diffe- 
renz zwischen  der  Summe  der  Quadrate  dej  oberen  Uühen- 
abschnitte  und  dem  dreifachen  Quadrate  des  Raditts* 

'  Der  Satz  gilt  auch,  wie  sogleich  erhellt ,  beim  rechtwinkligen 
Dreiecke. 


§.  10. 

Ist  das  Dreieck^Äf7(Taf.  V.)  he\A  rechtwinklige  so  werden 
allgemeinen  Relationen  zum  Theil  höchst  einfach  werden. 

Es  ergiebt  sich  sehr,  leicht  direct  — s — ='*J  folglich  ist  ($.3. 
24),  25),  28)) 

fl-fft— c  ri+c — b  a+6+c 

Tj  = g — »   ''3  =  — 2 —  *    ^^  ~  — 2 — '  ^ 

Ferner  ist  ß=ä.    Da    . 

6+c— a  ^    ^       g-f&  —c  _  ^ 
2       -^  r/  2       ~  ^3 

ist,  so  folgt 

Ferner  erhellt  auf  der  Stelle 

ri+ri=a  +  c,     r2+r^=:a,     r^-r^=c,     ti-^r^^b,     ra+r=6, 

oder 
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r+ri+r^—r^zsie,    r+r, +r,— r,=a26; 
aus  §.  3.  67).  66),  68),  69).  70).  71) 

»•1'+ V  +  »•»•+»*=  8Ä»= a«  +  6« + e», 
A*     A*      A'      A* 

A1_A!     A«     A!^_-. 

ri*  +  V  +  '•»«+r*=2a<  +  4A*, 
A*       A*      A«      A<     04.  i*. 

U.  8.   W. 
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Kin  liatB  Über  Mnttre  Formen  Yon  be- 
lleMireni  Orade  und  ^nwendnn^  des- 
selben auf  blquadratische  Formen. 


Von 


Herrn  Dr.  F.  Arndt, 

Lehrer    am  Gymnasinm   zu   Stralsnnd. 


Es  sei 

eine  ganze  homogene  Funktion  des  nten  Grades  mit 
z%vei  Variabein  or,  y«  Bezeichnet  iiian>  die  n  Wurzeln 
der  Gleichung 

/«"  +  Ä2«-*  +  C2--2  + +  A-2  +  /=:0 

mit  o>S  (D^, .... ci)<^ ,  das  Produkt  der  Quadrate  der  Diffe- 
renzen dieser  Wurzelti»  paarweise  verbunden,  mit  P, 
fto  ist  die  Grösse  A  =  tf^''^  ^^^  ^W^  mit  der  Form 
A^'  9)'aequivalente  Formen  constant. 

Um  dies  zu  erweisen»  stelle   man  f{x^  y)   als    Produkt  von 
n  linearen  Faktoren  dar,  nSmlich 

f(j^*  y)  =  o  (^— G)'y)(ar— w'^.y) ,...  (a:— (ö(»)y). 

Tränsformirt  man  nun  f{Xf  y)  mittelst  der  Substitution 

TbeilWlI.  SI8 
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so  kommt 

f(ttX-\-ßy.  yA-+3F)=<»'(*-Ä'F)(A'— a-JO-CA— Äf-nl-). 
iDcleni  wir  zur  Abki'irziing 

geeeUt  haben.    Es  findet  sich  ferner,  nör-ßy^^i  gesetzt. 


Ä— Ä' 


■  («— »y)(«— Jö'y) ' 


folglich,  uenn  P'  in  Bezug  auf  die  Wurzeln  Ä',  Ä",»..Ä(»'  eine 
fihnliche  Bedeutung  hat,  wie  P  in  Bezug  aut  die  Wurzeln  to\ 
«^',..,  (oW,  und  man  noch  A'=5«'*""*^  roacht, 

A'=a»{*»-^)  A. 

Sind  nun  ' 

f(x,y),f(aX+ßr,  rXhS¥)^f^(X,  Y) 

«leauf^alentc  Formen,  so  it>t  bekanntlich  €*=!,  folglich  In  <lieseni 
Falle  A'  =  A»  'V.  z.  b.  w/ 

Dns  Produkt  P  \hsst  sich  als  symmetrische  Funktion  der 
Wurzeln  cd',  (a", ...  cot")  rational  ausdrücken  durch  ^ie  Coeflicienten 
der  Gleichung 

/(2)t=a2"+ 62«-i +...+*!+/=:  0, 

daher  enthält  die  Gleichung  A' =  A  c^ne  Bedingung,  welche  zwi- 
schen den  CoefYicienten  zweier  hinfiren  Formen  statt  finden  muss, 
w*enn  sie  aequivalent  sein  sollen«  Wir  können  die  Grosse  A  ako 
die  Determinante  der  binären  Form  f(x,  y)  nennen. 

Da  es  bei  der  Untersuchung  der  Aequivalenz  zweier  Formen 
immer  zuerst  auf  die  Bestimmung  der  Determinante  ankommt,  so 
mr»gen  die  verschiedenen  Wege,  da#  Produkt  P  zu  hestiniuieB, 
hier  kurz  angedeutet  werden.  4 

P.  Man  kann  mitHQlfe  der  Potenzsnmmen  dec  Wurzeln  V, 
G)'%...  o>(")  der  Gleichung 

/a?=aa?"  +  Äa:"-*  + +/=0 

die  vollständige  Gleichung,  deren  W^urzeln  die  Quadcatdifferenzeo 
von  Ol',  o'',...a)(»)  sind,  erhalten,  folj>lich  auch  das  Produkte  (La- 
srange  Resolution  des  ^quations  num<$riques  Cha|).  ].). 
Die  Rechnung  ist  aber  schon  fOr  it=4  sehr  «reitläufig. 
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i9.  Eine  '  andere  Methode  «tfi&t  sich  anf  die  Theorie  der 
symmetrischen  Funktionen.  Bildet  man  nfimlich  die  Gleichung  vom 
(m—1  )ten  Grade 

^^=  n,¥»-»  +  (ir^  +  6)*-a  +  (aar«  +  Aar  +  c)  JC«-»+.. 

bezeichnet  deren  Determiminte  mit  A^  und  dividirt  mit  fx  in 
die  GrSsse  {f(xy^X^9  b«i<le  Funktionen  nach  absteigenden  Poten* 
zen  von  x  geordnet,  so  bleibt  ein  von  jc  unabhängiger  Rest  übrig, 
welcher  die  Determinante  der  Funktion  f  sein  wird..  TGrjunert's 
Supplemente^zu  Klügeis  Wörterbuch.  Art  Glfichung). 

Bestimmen   wir   nach  dieser  Methode  die  l>eterminante  der 
^kubischen  und  blqoad ratischen  Formen. 

Die  Gleichung  sei 

fx  =  II.X*  -|-  6.r*  +  er  -f  fl =0- 
Man  findet 
^«=i(«j- +  A)«— 4#i(iiir«  f  6^  +  c) , 

^  (4Ä*— I8€i6«6--27a2c«)3:«+2(2i&»c--9a6c»).i?+ c«rÄ*--4€rc), 

U'(^)PJi®=(--27£|3a:5— 27««6:t«--27««cx+46»-18fl6c+27a*<0A+A» 
[1] ....  \  =  A«ca-27a««««— 4ffc»— l#Ä6«  +  ISaAcd . 
Die  Gleiebnng  sei  ferner 

Man  Giidet  ^ 

t/*W!*A^=  -256a«u:W— 768a«Aa?" --(768a»c  +  7a8«*Ä«)a;^« 

— (r€8«*«/+ 1536a*6<?  + 2ö6a»Ä8).T*, 

-  (1728a*Äi<  +  806a  V +Ö24«»^«c  +  27a*6*)  o?» 

+  288a«&»c— 54fl6»)ar^ 

+  (-76Sfl*<f*-1920a»6crf-5l2«M--W2ÄVrf* 

+  160<f«6«c«+ Wa6*c-276ö)x« 

+  (— ll5'2a«6<P-1024a»c«d-96«»Ä*crf 

-.25öii«6c»-54a6*<iJ  +  288a6«ca-646*c)x* 
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+  l48o6V-s$4A»#/  -276M).r'» 
— 72Ä*cf«  +  Uh:^)x^  +  (-.192««6€P— 272«^V» 

+  (~27o«rf*+i8ii6c€Z3-4ac3«f»+6«AP-468rf«). 

Dividnrt  man   nun  mit /^   in  diese  Grösse  hinein,   so  kommt  als 
Qiiotien't 

—  256a»a:8-512flV>ar^  -  (512««c  +  256a  W)rf« 

~(512a*rf +  5l2a«Ac)x*-(704a«6rf 

+  384fl  V— 144rt262e  f  27o>-"266ii*e)ar4-(512a»crf+192o«ÄM 

.     +  128a«6ca-144aÄ»c+27Ä* 

--\256a»Ha;»---(266a»cP+  192a«ÄC6£+  128a«c»--144fl6«c« 

+  276*0— 256a»cif)a:* 

-  (IQ^aHd^  f  I28a«c*rf—  J44a6«crf  • 

+  276V-256a»rf€)a;-(144a«cir»-«6a6^rf«-80Ä6c«rf 

-pl6ac4  f  18A»crf-46 V-128a«c«^  +  144a6«cc-27A*u 

+  256aV-192a«Mf) 
lind  der  Ueibende  Rest  ist 

[2] ....  A=  ^ftac>rfa-46«rf»-.128fl«c^<;«. 

+ 2ö6a»c»— 192a*6rfc«— 80a6c^de-.6irWiP« 

) + 16/ic  V  -.276*««  +  18a6«l»  +  Mia^afie—iae^d^ 
-27fl«rf*+l  8Ä»c  Jc+  144a6«cc«-46*c  V 

Man  sieht,  dass  diese  Methede   ebenfalls  viel  Aufwand  von 
•Rechnung  erfordert. 

30.  Es  Ut  .  ^ 

/ä:='a(a:—»')  («-»")  ....(ar-- (»('•) , 

folglich 
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(»'- w'')  (»' -^  O ....  (q>'-.(»(«>) 

fx  * 

der  Wertb,  nelchen  —.— ;\  Wf  a;=:ö'  erhäk,  mitbin 

HO  f  die  Ableitune  bezeichpet.  Bestimmt  man  das  Produkt  der 
Unterschiede  der  Wurzeln  oo'r  o^.^,  von  kü"  auf  ähnliche  Art>  u. 
s.  w.,  so  ergiebtsicb  durch  Maltiplicatiou 

(-J)    «    a»P=/>(a)0/(a)'')..../'(«(«)),  . 

Hieraus  folgt:  £limiiiirt  man  x  zwischen  den  beiden  Gleichungen 
/^=^tt,  /'a;*-z=Oy  so  dass  die  resultirende  Gleichung  in  z  vom 
fiten  Gerade  wird,  nSmlich 

welche  Gleichung  die  Wurzeln 

haben  muss,  so  ist 


mithin 


A=±a— *~, 


das   obere  Zeichen  (lir  n^l,  2(mod.  4)   das  untere  für  n^O,  3 
(mod.  4.). 

Ist  • 

/ä=aj;»  +  *u:»->  +  cj:»-«-|- +  u:«+ A.f  +/=0, 

also  . 

/»a:~z=;iflx»-»  f  (m— l)6a:'»-«  +  . ..  +  2u:H  /t-zf^O, 

so    leitet    mau  aus  diesen    beiilen    ^Gleichungen    leicht    die    fol- 
gende her: 
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uod  man  kann  x  awischea  dieser  Gl^ichttnc^uiid  der.  vorhergehen- 
deiiy  welche  beide  vom  {n—X){en  Grade  sind,  eliniiniren. 

Die  gewöhnlichen  Eliminationdroethoden,  2.  B.  die  Enlerscbe, 
haben  aber  den  Naehtheil,  dass  die  resiiltireiide  Gleichung  von 
einem  höheren  Grade  wird  als  es  sein  niuss.  In  unserm  Falle 
mnss  die  Gleichung  in  z  immer  vom  nten  Grade  sein,  man  inu^s 
daher  Bedacht  nehmen,  die  fremdartigen  Factoren  negzuschaffea. 

Beispiel  für  71=4.    Die  Gleichungen  sind 

6.r» + 2m«  +  (3rf+ 2)ar -f  4ir=0 , 
iax^^Ux^  +  2car  +  iZ— 2=  0. 

Nach  der  Eulerscheu  Methode  findet  man  durch  Elimination  desor: 

366-8af=/;  &c— 6«<l=.7,  Acc^Ud—hf,  bd—\Qae=zhr,  cdSbe—U 

gesetzt,  mid  beachtend,  dass  h'W^iiffi—fkwWät  für  IG^  .die 
neiden  folgenden  Ausdrflcke: 

{3] ...  16^  =s:/»Vi  +  2/»^it  +  AgWi-Af^-'Ug^^hr^ 

und  wenn  man  fiir  /*,  g,  h\  h'\  h  k  ihre  Werthe  substitulite,  so 
würde  man  zu  dem  Ausdruc|(  [i]  von  ^  gelangen. 

4^,  Anstatt  die  Elimination  von  x  zwischen  ^ir  =  0, /*:r — z=0 
direct  zu  bewerkstelligen,-  kann  man  sich  auch  der  Methode  des 

frossten  gemeinschaflljchen  Theilers  bedienen.  Sucht  man  densel- 
en  zwischen  fx  und  fx — 2,  bis  man  zu  CilVem  von  x  unabhängi- 
gen Rest  gelangt,  und  setzt  diesen  =?0,  so  hat  man  die  Gleichung 
in  z,  welche  zur  ßestimmang  von  ^  dient.  Der  Rest  R  ist  offen- 
bar eine  Funktion  von  ^  -  . 

tf,  ^,  c,  ..  4  A  — r,  /, 

oder 

Ä=t/;(a,  6,  c,  ....  i.  U—z,  l)r 

und  der  Werth  von  ^abgesehen  von  einer  Constante, 

=^(ii,  b,  c,.,.i,  A,  /); 

diese  letztere  Grosse  wflrde  aber  als  Rest  bleiben,  wenn  man  den 
grossten  gemeinscbaftliqhen  Theiler  zwischen  fjn:  und  fx  suchte 
(indem  fx — 2  aus  fx  hervorgeht,  wenn  man  A— >z  statt  A  setzt), 
iolglich  kann  nmn  J^  auch  auf  die  zuletzt  angegebene- Art  l>estim- 
men  •-  Auch  diese  Methode  erfordert  die  Ausscheidung  fremd- 
artiger Factoren. 
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Da  ieb  iiicbateDS  Untersucliunften  über  biquadraticiche  Formen 
inittheiien  will,  so  soll  hier  sogleich  ein  allgenieiries  Kennstoichen 
angegeben  werden,^  uip  Aber  die  Anzahl  der  reellen  und  imaginS- 
ren  Wurzeln  einer  biquadratiscben  GleiGhiins  zwischen^ den  Gren' 
zen  — (30  und'  -f  od  zu  entscheiden.  Fflr  <lie  allgemeinste  Glei- 
chung des  vierten  Grades 

Far=«ar*+6ar»+CAHrfar  +  e=0 

habe  icfi  diese  Bedingungen  noch  nicht  rollständig  entwickelt 
gesehen. 

Zur  Losung  dieser  Aufgabe  ist  weiter  nichts^  als  die  Ahtven- 
dung  des  bekannten  Sturm'scben  Satzes  erforderlich.  Die 
Funktionenreihe,  auf  welche  dieser  Satz  zorfickgeht,  und  deren 
Entwickelung  dem  Leser  überlassen  wird,  ist 

F^=/\  wo  f>=g(3bf^Sag)-^ficf'-2ah"),  ^'  =  h"(^f^aff)^dff. 

Man  findet  ferner 

f=l6a*f[(ß'+ß''-4ff*)  (fk—h''h'')—4(/i-ff/t')^] 
=  16aa/«[/'A'A+'2A"'*+  igh'i-ifi^—Ug^-^t"»]. 

Die-OrSssen  /,  d,  h',  h",  i,  k  sind  die  obigen.  Betrachten  nir 
a  aU- positiv,  ^o  können  wir  den  Factor  a  bei  Fj  und  den  Factor 
a^f*  bei  F«  weglassen,  und  erbalten  die  Reibe 

F=ax*  +  6ar»  +  cx'+dx  +  «, 
Fj  =4««:» +^J6x*  +  2cj;  +  d , 
Fa=/5rH5^+*'.     \ 

,       F«=:A. 

Bildet  man  nun  die  Zeichenreiheu  fiir  :r=  — oo  und  .r=-|-x, 
so  finden  sich  «durch  Anwendung  des  Sturni'schen  Satzes  folgende 
OiediBgungen: 

A>0,  />0,  /%'+//*''— 4^«>0....4  reelle  Wurzeln 

"'^•';      ''  •^  (  ....4  imaginäre  Wurzeln 

oder/<;0  J  ^ 

^^Q 2  reelle,  2  Imaginäre  Wurzeln*) 


•)  Ut  im  letztera  Foll«  A<e,  so  idum  auch  /%'+/%^'— 4^»<0  «ein, 
ftonat  wurde  die  Zeichenreihe  (+oc  )  »wei  Zeichcnwcchscl  mthr  hU  die 
Zeichenreihe  (— «)  haben,  wai  bekanntlich  nicht  angeht. 
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Diese  Resuttate  ffiinl  aber  tod  der  Voraiiseetaung,  da«s  .keine 
der  Grossen  f,  ß!  +fh"—44;^^  versch^vindet,  abhängig.  Dm  sie  zu 
erweitern,  wollen  wir  die  GrOssen  f,  g^h^  li",  i,  k  durch  die  Wur- 
zeln der  Gleichung»  o,  o/«  o»^,  lo  »  ausdrücken,  um  so  mehr,  da 
diese  Ausdrücke  uns  in  der  Folge  nützlich  sein  werden.     Da 

ist,  so  findet  sich  durch  Substitution: 

^  HI.   ^^^^=yHw"* + «'"*)  +  r/(a)'» t  g/'^^)  +  Kö^+  ö>"2)  +  .f (©»  +  coT«) 

+<(«*  +  «'•«)  +  «(»«  +  »'*) . 

IV.    -^' =;,(«"+  »'7^  + 7(«>'  +  ft>-')«+r(«''+ai'0*+*(«  +  O* 

VI.  %=i^a)"»a)'"«  +  9io'*w^'*+ra'««)"2  _,.  «w»»"'« t<a>aa)"«+i,w«ö'a, 

VII.  {^'^^^^^^^^=Sipq$+^ 

-f  W  («0+ ö)*'- »'—»")*. 

vni.^^=pvr»ft*;  ^ 

wo 

«=(«)"- CD*')« 

gesetzt  worden  ist.  Indem  wir  nun  ^en  Fall^  =  0  ausschliessen, 
so  folgt  aus  VIII.  leicht,  dass  keine  gleichen  Wurzeln  vorkommen 
können.  SJnd  alle  Wurzeln  reell,  so  erhellt  aiis^  I.,  VII.  und  VIIL, 
dass  A» /» /A'+/Ä"— 4<7*  sämmtlich   >0  sijid,'und    wenn    dieese 
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Bedinf^ungeii  fehlen  no  hat  die  Gleichung  notbw^ndig  imagiuäre 
Wurzeln«    Daher  kßnnen  ivir  die  Bedinguneeu  so  ausdröcken: 

/A>0,  /•>©,  /Ä'  +  A"-4</^>0....4  reelle  Wurzeln 

li]..X>0,/J^:!iJ^^^        4  Imaginäre  Wurzeln 

I  nicht  beide  >a 

v^<<0 2  reelle«  2  imaginäre  Wurzeln. 

Wir  haben  noch  den  Fall  A=0  zu  betrachten,  in  \relchera 
gleiche  Wurzeln  vorkommen  roiissen. 

Ist  Fx=0  eine  Gleichung  von  beliebigeni  Grade  und 

wo  Y  nur  einfache  Factoren  enthält,  so  ist  die  Ableitung 

F';r=  a(ar-a)J»-K^-/S)«-*(:r^y)'^-i...  F, , 

wo   Yi  mit   F  keinen  gemeinscbälltlichen  Factor  ha4 ;  folglich   das 
grosste  gem'einschaftliche  Ulaass  von  Fx  und  F'x : 

Mit  Hfllfe  dieses  Satzes  nnd  der  Formeln  I.  bis  VIII.  gelangt  man 
^zu   den    folgenden    Resultatien,    deren   weitere  Eotwickelung    wir 
dem  Leser  aberlassen  darfeh:' 
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Wir  schllesgen  diese  Abhandlung  mit  einer  Bemerkung  Tiber 
biqMadrati«che  Formen. 

Die  Form  «ei 

F(x,  y)  =  aar«  +  4«ar»^  +  6^arV+4Wa:^»  +  i»^=i=(a,  b,  c,  il,  e). 

Durch  die  Substitution 

venvandelt  sich  l'^  In 

P=a'X*'\-ib*X*r+ßc'X^r*  +  4il'Xr^  +  e'r^=z(a\  b',  c',  d\  e') 

lind  die  Coellicienten  von/"'  sind  durch  die  folgenden  Gleichuugien 
bestimmt: 

[5]  ..^  ö'rr a«*  +  iba^y  +  6t«V  +  ^^^"7^  +  «/* « 

b'::^aa^ß-i-öa^ad't^ßY)  +  3cay(««  f  ßY)+dy^iPy-{'3aöHey^d, 
&=aa*ß^+2baß(a9-l-ßy)^c{€tn^+i€cßYdi'ß*y^)-i-'2dyd(a8^ßy) 

+  «y*da, 
(t  -  aaß^+bß^(ßy + 3«^)  +  ^cßd(ad + ßy)  +  da*(tf«  f  3|Jy)  +«76«. 

Set£t  man 

bb—ac^f,  bc^ad—g,  h'  =  cc-bd,  h" z=: btl^ae,  A=3A'+Ä", 
i=:cil—}fe,  U=€ld — ce, 

und  bezeichnet  die  entsprechenden  Grossen  in  Bezug  auf  die 
Form  F*  mit  /*,  g',  h'9  i',  k\  so  ergeben  sich  durch  eine  etwas 
weitläuG^^  Rechnung  fünf  Gleichungen,  die  aus  den  Gleichungen 
[51  hervorgehen«  neun   man  0/*,  3flr,  A,  3/,  6A  statt  a,  6,  c,  a,  e 

6/*    3^'    h'    ZV   6ife'  '       "  / 

nnd  -4-»  ~^»  -f »    -5f*  -5-  statt  a',  ä',  c'^  d*,  e'  setzt,  wo  «J— ^y=f. 

Dies  fuhrt  uns  zu  folgendem  Satze: 
Wenn  die  biquadratiscbe  Form 

.  F=:(a,  6,  c,  rf,  e) 
in  die  biquadratiscbe  Form 

F'=:  («',&;  c',  rf',  cO 

durch  die  Substitution  et,  ß^  y^  d  übergeht,  so  vefwandelt  sich 
durch  die  nlimliche  Substitution  die  Form  ^     ^ 

a>=^(e/;  Sg.  h,  3/,  6k) 

in  die  Form 
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Sind  >',  F"  flequivaleot,  so  ist  c''=l,  tuithiD  werden  dann  auch 
die   biquadrati^hen  Firmen 

(6/;  %,  Ä,  3t,  6^);    (6A  ^>  A'.  3*',  6*-) 

aeqaivalent  sein,  folglich  einerlei  Determinante  haben. 

Die  Form 

^^-m  ^9>  A*  3i,  6A) 

«vollen  wir  die  Correspondant#  von  F  nennen.     Ebenso  giebt   es 
eine  Correspondante  von  <P(^,  eine  von  ^(X)  etc.  ^  ^ 

Im  der  Theorie  der  kubischen  Formen  wird  die  Correspondante 
(Charaicteristik  genannt)  um  einen  Grad  niedriger,  und  durcn  diesen 
Umstand  konnte  die  Untersuchung  in  das  Gebiet  der  quadratischen 
Formen  gezogen  werden.  Ob  es  in  der  Theorie  der  biquadratischen  For- 
men eine  quadratische  Correspondante  giebt,  diese  Frage  werden 
wir  in  einem  der  nächsten   Herte  erledigen.    Ich  bemerke  noch. 


Diese  Elimination  würde  aber  doch  äusserst  schwierig  sein,  wenn 
wir  deil  Werth  von  l^*  nicht  schon  kennten.  'Man  sieht,  dass 
künstliche  Betrachtungen  in  schwierigem  Disciplinen  durchaus  an 
ihrem  Orte  sind. 
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Heber  aitgrenftlierte  lB¥uneU 
.aaszieliiingr« 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  J.  Dienger 

an  der  poljtecliiii«cb«ji  Schale  xa  Ca r Um  he. 


Des  Folgeode  ist  durch  einen  kurzen  Anfsatz  in  den  Noa- 
▼  elies  Annales  von.  I'erqtiem  und  Gcrono*  der  von  E. 
L  i  o  n  n  e  t  herrührt ,  -  hervorgerufen.  Alan  vergleiche  damit  auch 
das,  was  Schulz  v.  Strassnitzki  in  seinem  vortrefflichen 
Handbuch  der  besondern  und  allgemeinen  Arithmetik 
(Wien.  Gerold.  1848.)  sagt. 

Sei  i  die  GrSnze  des  Fehlers,  der  an  eiiierZahl  a  begangen 

m 

worden»  welches  ist  eine  Grunze  des  Fehlers  von  Vo^? 

Sei  «  ein  angenäherter  Wertfa  von  o,  grosser  als  ir,  aber  so, 
dass  der  Fehler  weniger  als  ö  sei.    Sei  ferner  e  der  Fehler,  den 

'm 

man  begeht,     wenn  man  «  statt  a  setzt  in  V?,  so  ist  also,  wenn 

1— y* 


—  «»•-i-j|-a;«"-«y+....+y" 
Da, 
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so  iüt,    wonh  mau  im  Nenner  x  durch  y  ersetzt,    wy"-*  Icleiner 
als  der  Nenner,  also  '■       ■ 


i 
&•<;  — 
tm 

d.  h 


^<  mym-l> 


Ist  ß  ein  angenäherter  Werth  Ton  a^  kleiner  als  a,  jedoch  so, 
dass  der  Fehler  unter  6  sei»  so  Ist  eben  so: 

^<     m  (2) 

Man  sieht  ans  (1)  und  (2),  dass,  wenn  a  eine  Dezi tnalzahl  >1  ist, 
und     6  =Ä  -|jv; ,  man   hat 

d.  h.  um  die  titte  Wurzel  ans  einer  Dezimalznhl  >  1  zu  erhalten« 
auf  eine  Deziroaleinheit  der  titen  Ordnuns  genau,  genügt  es  einen 
Werth  zu  kennen ,  der  der  wahren  Zahl  auf  eine  Einheit  der^sel^ 
ben  Ordnung  genähert    ist. 

Sei  a  eine  ganze  Zahl,    die   mit  n  Ziffern  geschrieben  wird; 

man  nehme  mindestens  Ziffern  zur  Linken  und  ersetze  alle 

w 

übrigen  durrh  Nullen ,  welche  Zahl  dann  ß  sei ,  und  ziehe  hieraus 

die  rnte  Wurzel,  so  wird  diese  nicht  um  1  gefehlt  sein. 

Die  Zahl  ^,  welche  .mit  n  Ziffern  gesclirieben  ist,  ist  minde- 
stens 10**^.  Die  Anzahl  der  durch  Nnllen  ersetzten  Ziffern  Ist 
höchstens 

n  \  1       ii(m— 1)  — I 
in  m 

d.  h.  der  Fehler,  den  man  begeht,  indem  man  ß  statt  a  setzt, 
ist  weiliger  als  10      "*      .    Setzt  man  also  in  (2): 

Ä-10     «      ,     /S==10"-*; 
so  ist  gewiss 
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^     10      ~  ,         ^IO"i 

fw.lO       •• 

tw-a 

==                                 10  » 
Sobald  m  ^  10,     i«t    immer <  I;  ßr  m=2,  3,  ....  9  fin- 
det roan^diess  edenfalls,    also  ist  immer ,^  unter  dem  «ngefilhrteri 
Bedingungen:  «<1,  was  unsern  Satz  beweist. 

Um  also  z.  B.  die  Kubikwurzel  aus  einer  ganzen. Zahl,  welche 
11  Ziffern  bat,  auszuziehen,  so  dnss  der  Fehler  kleiner  als  1  sei, 

genOgt  es  die    — ^  =^4 ersten  Ziffern  der  Zahl  zii  kennen;  alle 

flbrigen  kann  man  durch  Knhen  ersetzen. 

Sei  z.  B.  die  Aufgabe  gestellt 

.3 


t 


6 
auf  drei  Dezimalen  genau  zu  berechnen.  Man  hat  also  anch  —  auf 

n 

drei  Dezimalen  zu  berechnen.    Die  Fouriersche  Division  giebt: 


6    1  3,14159 

•  ••• 

3    1  l.tiO»  .. 

„ 

30 

I 

l.l  =  t 

^ 

27 

•20 

, 

13 

1.44^9.1=13 

■  7 

0 

' 

70 

" 

37 

1.1  +  94  +  0.1=37 

'      33 

. 

■27 

1.5+9.1+0.4+9.1  = 

23 

60 

23 

3t 

(Man  kSnnte  bei  dieser  Division  versucht  sein  1  statt  0  zu  setzen, 
man  hätte  aber  alsdann  ^ 
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6    I  3.14,169      . 

3    I  1.9^00    ~ 

30  '. 

'  1  1.1  =  1 

27 


20 

13  1.4+9.1=13 

7 
3 


40  ,  \  ' 

3»-  l.l  +  9.4  +  l.l=3JJ 

2  '  " 

0  , 

20  ~ 

18  1.5+9.1+1.4+0.1  =  18 

'2"  •  • 

0 
20  1.9+9.5+1.1+0.4+0.1=65, 

80  dass  man  die  Korrektur  nicht  mehr  anbringen  kann.) 

Man   zieht  al«o  die  Kubikwurzel  aus  1,S09  aus,    vrobei  man 
alles  unter  Tausendtel  vernachlSssigen  Ait{. 

Das  Schema  sieht  folgendermassen  aus: 
1,909    I  1,241     , 


3««  =3 

1 

9 
6 
30 
12 

• 

189     ' 
8 

3a«=4,32 

181 
173 

"8 
4 

3a«  =  4,32. 

4 

Der  Werth  1,241  ist  nicht  um  0,C01  gefehlt. 

Sei  eben^ 

so 

W   0,5427 

0,43284 
mit  vier  Dezimalen  zu  suchen. 
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54270 

1  43284 

43 

1  1,2538 

112 

2   ] 

,2 

HO 

86^ 

247 

12 

1.8+2.2 

235 

215 

200 

'  30 

170 

-129 

1.4  +  2.8+5.2 

4l5- 

- 

54 

2.4+5.8  +  3.2 

356 

' 

344 

120 

-  60 

_  5.4  +  3.8  +  2.8 

60 

V  1.2538 

1,1197 

1 

^2— 

, 

2 

5 

1 

43 

22 

' 

218 

1 

217 

200 

17 

1 

'  16 

15 

1- 

■".      - 

e,5427,   ,  , 

IIQ7  Hilf  v\m   Dax! 

TMIXVI1.  29 
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Sor  les  inteirräles  desfonctions  circn- 
laires  du  second  ordre. 

Par 

Monsieur  Ubbo  H.  Meyer 

de  Groningtie. 


Lcs  fonctions  Px,  Qx»  Rx»  determinees  par  io  Systeme  des 
equatioHs 

dxPx^QxRx,  dxQx  —  --RxPx;  dsRx^—C^PxQx, 

aont  appelecs  dans  im  aiitre  article  (T.  XVI.  Nr.  XXXI IL)  fonc- 
tions circulaires  du  second  ordre  et  les  propriet^s  principales  de 
ces  fonctions  y  sont  depos^es.  Voyons  ä  pr<^sent,  cpmment  on 
parvient  ä  Tintögration  de  ces  fonctions. 

Par  un  proced<^,  que  Legcndre  a  fait  connaitre  le  premier, 
riirt<(gration  par  rapport  ä  a:  d'nne  fonction  rationelle  de  Px  sera 
ramen<fe  aux  integrales 

_  o  o  o  o 

L*intögration  de  Px»  de  mene  quo  celle  de  Qx  et  Rs,  n'olre 
aucune  difliculte,  puisqu'on  a 

Px=-lSxl(Rx+cQs)»  Qx=^dJiR,  +  ciPx).  Rx=\Bxl(Qx+iPxh 

An  moyen  de  ces  formules  on  obtiendra  aussi  imm^iatement 
rint^grale  de  la  fonction 
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en  vertu  de  la  relation 


Mais  ce  n'est  pas  ainsipar  rapport  aox  deax  Hotres  integrales» 
qui  repr^sentent  au  contratre  deux  trancendantes  distinctes.  On 
reconnaitra  aisi^ment  la  liaison  intime  entre  ces  deux  transcendan- 
tes  et,  entre  ies  ibnctions  elliptiq<ies  de  la  deuxieme  ^et  de  la  irol- 
si^me  espece.  Nous^  nc  iious  arr^terous  pas  ä  cette  liaisoh ; ' 
Toyons  plutdty  comment  Ies  formules  fondanientales  de  ces  trans- 
cendantes  se  d^duiseot  des  formules  trouv^es  dans  Ies  No.  XXXIII. 
T.  XVI.  et  HL  T.  XVII. 


$•1. 

Snr  Ies  fonctions  elliptlques  de  la  dcuxiemc  esp^ee. 

Determinons  Ies  trois  fonctions 

par  Ies  ^nations 
(^)  j8*^^=^^.    dxGs=Qh.    dsih^l^x, 

'  \   f\=o  »„=0,        //o=0; 

ainrs,  en  obscrvant  qu'entre  Ies  fonctions  Px,  Qx,  Rx  il  existe  Ies 
relations  ^ 

(3)  .         e*,+p«x=i;  Ä«,+c«f»x=i, 

on  tronvera 

et  par  suite 
(4)  G*  +  F,=:ar,    G,+  c»Fx=ar. 

II  soflira  donc  de  s'occwper  senlcment  de  Tune  de  ces  fonctions. 
pnisquc  deux  se  dedoisent  de  la  troisieme  a  Taide  des  relations 
(4).'  Choisissons'la  fonction  Hx* 

"'    En  vertu  des  formules  (20),  §,  III.  du  Nr.  XXXIII.  T.  XVI.  on  a 
/»y-,  - /»x  =  iP»SxP*Py-* , 

29* 
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«Koü 

en  sapposant  tf  indepenclaiite  de  x.'  Au  moven  des  relations  (3) 
on  e«  tire 

puis,  k  cause  des  (^<}iiatioDs-  (2)i 

BxHs^^y^BsHs-C^PydxPjPx^y, 

mFoii 

•(5)  '  ax^y^H,  +  Iiy--^P,PyP^^j,, 

De  cette  fonnule  fondamentale  se  d<^duisent'ivne  foule  de  con' 
seqnenees.    Ainsi,  en  se  rappelant  que 

P,  =  l      P  — -     P  .  — ^      P  .    _*^J 


s    il  s'en  suivra 


(6)  ^  ^ 

Mais  on  conclut  des  equations  (2) 

(7)  //,=:^Ä-^, 

et  d'aiileura  on  sait 

Px^—P^x>  a-'t^Q,  Px+(>=jp-: 
donc  tl  viendra 


ou 


(8)  H^u^Nr  +  Ä^A/,  +  %^' . 
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Noos  reviendroDs  plus'tard  ä  T^valuation  des  valeurs  parti- 
culifires  Uj  et  Hg.    Ajoutoiis  ici  eocore,  ique>  puisqu'on  a 

j)Our  tout  nonibre  entier  p,  oii  aura  anssi 
donc  Oll  tirera  de  la  forniule  (5) 
d'oä 
et  ^        ^ 

m  Hpr=^pHr=pn^, 

ayaiit  pose^  |>our  abreger, 
(10)  U^=zHj,c=n  =  rio^ 

L§  module  c  est  toujours  suppose  positif  et  införieur  a  1. 
Afin  que  eette  supposition  iie  diminue  pas  Id,  sän^ralite,  il  Amt 
(iiontrer,  que  les^autres  cas  se  rödiiisent  a  celui-ci«  Ön  pourra  se 
servir  pour  cela  des  fonnules 

1 

Ell  effet/  en  observaut  que ' 

011  obtiendnc     i         ^ 

iHx,^C=-Mx9 

\  c  C, 

^  —  * 

Uufb  =  i{x^Hx  k^a+Ha) : 
et,  en  vertu  ilei»  formulcs  (6),  le»  dcux  deniieres  ti^e  reduUeut  ä 
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Parmi  les  proprietes  de  la  fonction  IIx  une  des  plu8  remar- 
quables  consiste  dans  une  transforniation  du  modale  analogoe  ä 
Celle  des  fonctions  Px»  Qx,  üx,  dont  on  trou\x  la  d^monstration 
dans  le  §.  VI.  du  Nr.  XXXUI.  T.  XVI.  Cette  proprietä  sera  com- 
prise  dans  les  terincs  suivants.  ' 


Theoreme  L 

Eo   conservaot  les  notatious  du  numero   cit^,  S  et 
k  seronb  des  constaotes  däterminees  par  les  equations 

Cela  pose,  on  aura  pour  tout  nombre  entier  n 

Demonstrati'on. 

£n  v^rtu  du  naroero  cite  on  a 


4 


/»»x,t=ö*i*»xn 


pj       P'^r 


Lorsquon  voudra    däconiposer    le    second    membrc   en    fraction^ 

{»artieiles,  on  pourrait  croire,  qu'il  faudrait  considörer  s^parement 
e  cas  oii  n  est  pair  et  celui  oü  n  est  impair,  k  cause  de  la 
relation 

mais  avec  peu  d'attention  on  s*assurera,  que  dans  Tun  et  l'autre  cas 
l'equation  pri^eedente  pounra  etrc  mise  sous  la  forme  < 
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ay&ttt  pofie,  pour  abr^ger,  , 

(13)  «=:e  +  -jT, 

poarvu  queJIfp  et  Np  soient  d<^ernün^  par  les  ^uation» 

dans  lesqueUes  €r=0.    De  plus>  eii  se  rappelant  qn'on  a 

d'ou 

et  par  soite 

il  r^^sultera 

Or  OD  a 

Pe,,»=fe  -  i|;f^  0»*»  + ... : 
«lonc  II  vienclra,  h  cause  de  c=  0: 


Jlf;,  +iVpiM,=S-5jipO,|».)», 
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d'ou 

itfp  =  ^i  1(8.  P*a)*-l^a8*a  /»«! l 

et,  comoi^  OD  a 

(8.P*.)''-:4fM„-4(l+r«)f«.  +  4c*/*a, 
*  y«.8«„/»«=2f»„-4(l+c«)P«.+6c«f»»a, 
il  r<fsultera 

En  snbstituant  ces  valeura  de  ü/p  et  Np,  on  obticiidra  * 

(14)     P*ex,t=M-t-JyP'x+_^^^^—  Ipi^pi^yi ' 

et  il  ne  reste  que  la  detertnmatioo  de  Jü  et  N*     II  suflira  pour' 
cela  de  reiuarquer^  qu'en  vertu  de«  equations 


on  aura  d'abord 


*    et  ensuite 


d'oü 


^= 


On   determinera  ^  encore    d'une   autre    niani^e.     En    cffet^   81 
dans  ia  formule  '(14)  on  fait  dr=0,  il  viendra' 


«=«+mi(A-'^'"-)' 


d'o» 
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en  posant 

l  p^l  ,«=.1  f+J"*       p=ll^^t 

(15)         '  .  ,    •  " 

Od  aura  par  constfquent 

et  par  suite  la  fotiuule  (14)  se  rifdoira  h 

-(i  -k)  +  C  P,  +  ^^  (|Ä^/M,)« • 

De  l'autre  cote,  en  faidant 
on  trouvera 


puis 

"''*'•        'ip=i  (/»„_/«,)« 

et,  comme  oii  a 

(S,  i«,)«=4 /»,-4(l  +  c«) /H,  +  4c«P», , 
8«^/», ='i— 4  d+c»)  f»x + 6c*/»**, 

il  vieodra 

.]t(P*«-/»x)8»xl«x+(8,/«,)«| 
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-/»,  +  2(1 +ca)/»«,-3c«f»x 
+2f»»,-2(l+c«)/**,  +  2c«f*, 
=c«i»»a-3c«/»«.l»,+3c*l».#»*;t-c*/*?* 
+  »/»»«-c»i».l  +  |l-2(l+c*)l».+3c«l»*«}#M; 

=  C«(#»«-P«,)»+iM.(l-C«i»«.)+P»;raa(P.Q.Ä.). 

00  aura  par  cons^qoent 

ou«  en  ayant  i^gard  aux  öqpiatioD«  (15)^ 

Eo  comparant  cette  öquation  ä  Ja  furmule  (17)  on  condut 

d'ou 

IIUI89  en  vertu  de«  ^nations  (2), 

(19)  -  '  ÖÄ,,»-tii/*=:(lf  Ö»-«)a:+a,/3D. 

Observons^  (|ue  dx/2>  s'^vanouira  ponr  x=^%,  a  cause  de  Qi==0: 
011  tirera  par  suite  de  lequation  pröcedente 

Mais.on  a  - 

doDC  OD  obtiendra 

(20)^  i  +  Ö«-n=Jlöiy*-i?); 

et,  en  ayaut  ^gard  aux  eqaations  (13)  et  (18),   la  formule  (19)  sc 
räduira  a 

(21)  e(Äe,,t-'^,,»)-n(Ä,-f,)=.Ja^n,(i_gL_.). 

cc  q'i'il  fallait  deinoiitrer. 
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*  ^  Di^Jttiäons  q^aelques  corroliaires  de  ce  tbeoreme. 
En  obsen-ant  qu'on  a        - 

OD  dednit  de  la  formule  (19): 

Or,  eo  perrautant  A  et  e  dans  la  derni^re  de«  formutes  (12),  on 
en  tirc 


d'öh 


et,  en  vertu  de  la  formule  (19),  $•  IV.  du  No.  XXXIII.  T.XVI.  on  a 
Donc  la  formule  ei-dessos  se  changera  en 


i-^si. 


Puiif,  comme  on  a 

et,  suivant  la  formule  (3),  $.  11.  du  Nr.  III.  T.  XVII. 


1- 


il  rtfätuUcra 
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(21)    eH,s,k-nH,,t=-hc  +  ldjnp(l-^^—\ 

Ajoutons,    ijue  Ja   supposition   de  ar=r*,    joiiile    ä    la   relation 
6Tb=th,  donnera 

(23)  öl|h— ft1|*  =  -iT6,  • 

ce  qui  changera  la  formule  (22)  en 
ayant  pose,  pour  abräger. 


(25) 


-^=K'-%J 


81  niahitenant  on  cbange  ö  en"  k,  h  changera  en  r,  et  0  en 
^,  d'apr^s  les  formules  (II),  J.  II.  du  No.  III.  T.  XVIL  il  irien- 
dra  par  suite 

En  ayant  egard  aux  relations  Tjk=,-r,  ^t=ö^,  on  trooTcra,   en 
-     rempla^ant  o?  par  ßx. 


Or  on  a 
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donc  on  parviehdra  h 

<28)       (//»^?^^)_ö(/y.x,*-  ^i?*)=-8x/J>  + J,3x//>, 
ayant  posö' 

(29)         i}>=ny  n/i-  p — ). 

En  eombinant  les  (brmules  (*2I)  et  (28)  on  trouvera  enGn 
(30)  H„-nHs  =  hjD. 

Appiiquonis  les  formules  trouv^es  an  caa  »p^ial  oü  n=:2. 

Comme    il   a    4t6   demoitträ    dans    le  §.  III.  du  Nr.  Hl.    T. 
XVII.  on  a  pour  ce  cas 

*=!+-«' *-T+6'  ''-f+i'  *^i+Ä'  ^=*+*=i+r 

•puis  la  seconde  des  cquations  (15)  donnera 

A=c»,        - 
d'oik 

1+ e»— «=c» +  (l+6)»-2=26. 

Dea  «Cquations  C20)  et  (23)  on  tire  par  spite  pour  ce  cas 

(31)  Öf?*-i/=6r,    2i;A-öi/jk=c«tft 

et  les  formales  (21),  (24),  (27)  et  (30)  sc  räduiront  a 
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(l+6)H«,,»-2«r=26a:-ca  ^' 
(3*)     <  D       ft       »  • 


\ 


H*s-iffx='i<^P'x  ^^^=c*PsPv. 


Voyons.  encore,  ce  que  devient  la  formale  (26)  poar  n  inflnL 

Pour'  ce  cas  ^  et  n.  se  r^daisent  h,  —  eii^$  tandisqae  non 
seuleinctit  k,  mais  au86i  nA^s'^Fanonit;  et  {Mir  cela  on  s'awnirera 

aisöment^  que7i(i7x,ib i^Jt)  se  reduit  ä  z<(ro.  I>e  plas  comme  on 

pourra  snpposer  n.  pair,  on  aura 

et,  eo  vertu  des  pnocipes  ^tablls  dans  le  §.  IV.  du  Nr.  III.  T. 
XV4I.  on  obtiendra  par  cons^quent 

Ensnite»  si,  de  meine  que  d|ins.le  paragraphe  cite,  on  pose 


d*oü 


.  «•'°f'S=4<^-w, 


2£* 


et 


I 


81  n^    2  4 


"Cin;,g)"<'-^>'^'' 
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1a  Tonnuie  X33)  so  r^nit  ä  ' 

»e,^  =  ^ar+  £8,/B^tl-'iS«P+>  co82.t  +  {^pi« ) 

7t 

oa,  snivant  l'^uation  (20)  du  paragni|die  cHi, 

,(34)        Ar=5*  +  ^a^e„ 

on  bicn 

.^,      „     _^      g«C^Vm2jr— 2f^in4a:4-3g»-Vm6x— ... 
(09>     /#y^ -»•*+»  1— 2Ci»eo82a:+2f«.«Co84x-2j;»-»co«ear+~  * 

En  observant,  qn'en  vertu  des  formules  (21)  et  (31)  (.  IV.  du 
Nr.  III.  T.  XVII.  on  a  ^  . 


n 

on  d<^doit  do  la  formole  (34) 
et  par  soite  . 


?t  -TT 

Or  de  In  fernmle  (8)  on  tire 

donc  on  aura,  a  canse  de'ij^ffr»  p  =  tTA, 

(36)  Ä,=n+;(»n-?)- 
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De  Tautre  cote  on  a 

Hii^  =  i{x—Hx\a  +  Hü)  • 
doü 

puis 

(37)  Ha—fi-t  i(n— 12*)- 

Maintenant,  comme  par  des  quadratures  connucs  on  trouvcra 

(38)  //.=i/c=2ii-y  tH^;  3— (ä3:6;T"" ••'' 

on  ^Faiuera  Üa  par  Tune  ou  lautre  'des  formales  (36),  (37),  tan- 
disque  la  comparaison  de  ces  formules  conduira  ä  la  relation 

(39)  tetib + T*i/c=  2  +  un. 

Hemarquons  etifm  qu'an  moyen  [des  formules  troiivees  on 
passera  ais^iiient  ä  Tintegrale  de  la  fonction  Ilxi  cette  intf^grale 
pouvant  etre  exprimee  en  fonction  de  Sj* 

§.  II. 

Sur  les  fonetions  elliptlques  de  la  troisieme  espece. 

De  m^me  qae  nous  avons  Substitut  rint^grale  de  la  fonction 
iPx  ä  la  fonction  ellintiqne  de  la  deuxi^me  espece,  il  sera  plus 
comroode   de  traiter  I  integrale  de  la  fonction 

.1 


l+rF^x 


au  lieii  de  la  foncfion  elliptiqu»  de  la  troisieme  espece:  la  rela- 
tion entre  cette  integrale  et  entre  la  fonctioa  ottiptique  ^aot  d'aU- 
leurs  facile  ä  saisir. 

Dans  la  theorie  des  fonetions  elliptlques  de  la  troi- , 
si^me  espece  on  distin'gue  quatre  fonhes,  selon  que  r  est 
compris  entre  — 1  et — x>,  entre  ü  et  — c*,  entre  — c*  et  —1,-  ou 
entre  0  et  oo  •  Mais  les  resultats  deviendront  plus  uniformes  lors- 
qu'on  considere  r  comme  fonction  de  P^a,  a  etant  independant  de 
x,    Allons  donc  decouvrir  les  propriet^s  de  la  fonction 

deterroinee  par  les  equations 
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Alorsy  comme  il  est  aisö  de  s'assurer,  les  quaträ   fortnes   corres 
pondront  k 

^  II  sQit  de  r^qaalioD  (1)  , 

8*(^^+y--^*)==P«Q«J?«|7»--Wr-p2— ^  I 

^POB    •^/»,+y-/»,  

De  lautre  coW  on  a,  (22),  §.  III.  da  T.  XVI.  Nr.  XXXlIi. 

%  d'o&  Ton  tire,  en  substituant  —a!kx,et  en^uite  x  +  g  a  y, 

QxQs^=iQr-P*PxA9Ry% 
et,  en  ayant  ^ard  aux  rektions 

il  s'en  suiTra 

l-(/»,+,+/»^  +  P^xP^^y  ^(P.j-iQyByPxPt+y+lPyP'sP»z,  y. 

pnis 

P'x+t  +  P'x=:P>y+iQyttyPxPxii,  +  C*P'yP'xP^x^y. 

An  moyen  de  -cette  formale  od  trourera 

P*«-/»,(l»,+y +  /»,) +/»,/».+, 

-  et,  en  observant  qae  Ton  a 

Ha^yHa^y-  ^ _^pa^p^  *       ^«  f  Sf  +  ^«-*^»  -  ^  lH^pt^p^^  ' 

Fexpregsion  pr^c^dente  deviendra 
TheU  XVII.  ^  30 
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=(\-C''P»aP'9){P'aPä+yPu^y-P^P.^,APa~9)PxPt+Al^'P*4^y\ 
=  (l-ca/M«/«y)  (PaPa+9-  PxPr^y)  (PrPa-y^PxPr^  „)• 

II  viendra  par  sait«  -       / 

8«(«/x+» — Jx) 

_      PaQaRg P^.+y—f^t . 

-  l  -  ««/»«/«„  •  (Paf  a+ff-Pift- 1  v)  (P«Pa-9-PxPx\,)  ' 

et,  commc  on  a 

P*s+y-P^x-PyB,(PsPxiy). 
Pt^aRg       1,„  n  ■     \ 

r^uation  pr^ctfdente  se  reduira  ä 

fl^f  ,  .       1  Pa(Pa+y^P,^)S^(PsPx+y) 

_        1  i         dx(PxPs+y) dAPsPx'+y)        > 

-  -  5  ' />„/*<,+, -  P,Psi^'~J*a  P«-y-PxPxU^ 

Oll 

(2)         B^M^J^y^^A  -gg^^,. 
En  int^grant,  et  obserrant  qne  Jq^O,  on  olitieodra 

et,  loraque  les  logarithmes  sont  pris  comnie  fonctioiis  simples,  de 
Sorte  que  \u  s'^^vanouit  poor  u=\,  on  pourra  siibstituer  a.  la  pr4§- 
cädente 

ou 


Digitized  by 


Google 


443 


^«^^+« 


(5)     Jr+y  =  Ji  +  Jy+!d  '*"'*'' 


±Ä 


2'       PsP.^ ' 

puis,  en  Bnbstitvaiit  — x  ä  x,  tt  x  +  y  h  y,  il  Tiendra  k  taiise  de^ 
•/x=  —  J—x 

Pour  eviter  le«  logarithmes,  qui,  daos  leur  acception  gön^rale, 
representent  des  fonctions  multiformes,  il  fandralt  partir  des  i^qua- 
(ions 


(7) 


d'oji  Ton  Ure  entre  Ji  et  A'^  la  relation 

(8)  #f,=«<w*, 

ce  c|ui  cbaoj^erait  les  f<i^mule8  (4)  et  (§)  ek 


(9) 


/*-  ^    -  J?  K'  ^^«»»^     P.,P^*~y-PxPn 


Föur  la  e^n^ralittf  ii  trernit  &  prtffärer  d^ntroduire  la  lonction 
Kx  an  liea  de^  Jg ;  inais ,  'afin  de  ne  noqs  «loiguer  pas  trop  de» 
ronctioDS  elliptiques,  nous  coAtinuons  de  noas  occapcr  d«  la  Tonc- 
lion  Jx  ^ 

A  l'aide  dm  fonnules  connues  on  d^duit  de  l'equatioir  (i) 

.  .,        ,        t.  PaQaRx-P.QxRa       i,R«±T±n- 

(10)   ^y,+,-y,-j„_jji^>^y^^^^^-^^^_2i^— -^ , 

,  ,        ,  _l,PaQxKx-PxQalia        l,f»._. 


Jusqu'ici  on  a  suppos^  a  invariable;  mais,  en  laifr^sant  varier 
tt» .  on  parviendra  ä  des  formules  analogues  ä  Celles  que  nous 
avons  tro^Te  pour  la  Variation  de  .r.     En  effet  on  a 


30* 
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■et 

d'oA  . 

*  l»„-/>*,-^'i».-/«.=*  (|»^/>*,)*  . ' 

Oll,  eil  ögard  aux  equations  (1)» 

ou,  ce  qui  revient  au  mtoe 

On  tomberait  en  erreur,  si,  en  integrant  par  rapport  a  :i^e|  «,  pit 
voiidrait  determiner  les  constantes  d'int<^atien  par  hi  aupposition 
de^==0  et  «=0,  puisque  la  fpnction  Js,n  d<^ternün<^e  par 


restera  tont  h,  fait  indetermin^^  pour  a=s9,  tant  qu'il  n'y  a  pas 
une  Yelation  entre  o  et  o;  de  mani^e  ä  s'evanouir  en  m«me  temps. 
Mais  ce  ne  aera  pas  autant  par  rapport  ä  dx  Jx^a,  cette  deriiree 
s'öranouissant  avec  a,  pourvuqMe  a:  ne  soit  nulle  en  nienie  temps. 
Mous  mettons  en  consei][uence  requation  (11)  sous  la  forme 

dsdaJa,S+€l\P^a-P^x)=BJdxJx,u 

et  nous  en  dMuisons 

ou,  eu  ögard  ä  IMquatiou  <2), 

En  integrant  d'abord  par  rapport  ä  ir»  il  viendra 
puisy  en  intägrant  par  rapport  k  tc, 


Digitized  by 


Google 


44S 

pourruqoe  le  logarithme  soU  prÜB   pomtne    fonclioa   simple.     En 
rempItcMt  ät  x^  iß  ipvt  x,  a ,'  ß  no  obtiendrs 

(»?)    Jx^Vß  —  Js,>l-Ja,f'-XC*P,PßPc^.ß 
•« 

J.Mß^Jx„^^Jx.ß^^Xc'PaP?Pa^^ß^\\wn^^  ; 

et  enfiii,  si  Ton  snbstitue  —  a  li  «,  puis  «4^  ä  ^,  on  trouvera 

(13)     /r.«M=''«..+^*.^+^C«''.'V'*H/»  +  I'p^pT^'^'       • 

En  obserrant  que  Qt—9,  Ea=0,  il  siiit  de  reqaaUon  (I) 

on  tirera  par  suito  ile  la  IbrmoEe'  (12) 

(14) 

De  plus  on  a  «^videmment,  en  vertu  deii  equations  (1) 
et,  ä  cause  de  la  relation  ^  =  tf—  r,  on  aüra  parjBuite 
donc  ou  trouvera,  eu  ^gard  aux  formales  (14),^ 
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Jx,a{n — ./.T.a-f-T— ^  — TT^ — ^  ^$^7>      ^''  ' 


(10)       vyx,aie— -^x,«  +  2  -p~  =  2  R+i' 

En  cqmparant  les  formules  (U)  et  (16)  aux   furmiiles   (10),  on 
conclura  -     . 


[  •/x+r.o—  Jt  ,a  =  /r,a  f  x— OTc' 


«^^ 


Ha 


(17)  {Jx^a^a — »/((7,a  =  «/x,a  I  ff — .iP     -/J —  » 


QaUa  . 

r^ 

«1*011  oncore,  a  Taide  des  formules  (15), 


I  "« 

(*^)  Wx+ff,a+a— •/(?,«  \-o  =/r.a  +^     "Ti  — * 

en  y  ajoutant,  que  des  formures  (14)  et  (V6)  ou  tire 

Ha 
(10)  {     Ja,a+c=Jo.a  +  a  ^\ 


I     *  ...  f  Qgttg 

\    ^Q,a-\-^ ^(),g  —  Q    -J»" ' 


il  viendra 
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Pour  completcr  la  tlieorie  de  la  foncdon  /r»  it  faut  ^tabfir  les 
formules  propres  ä  la  reduction  de  Jx  dans  Jes  cas  qü  le  module 
c  cesse  a  ötrc  positif  et  InC^ieur  ä  I.    On  se  sert  pour  cela  des 


c 
formules 


i^.-c»Px,     Qx.^t^Qxy     Rx,^ü-Iix: 

e       •  c  c 

Pj    rf=-<?,+r.  e4,*i=i'*+T.   Äv.5^=-fc«*+r. 


auxquelies  on  pourra  joindre 


1  er 


En  eQet,  suivaiit,r^quatioii  (1)  on  aura 
et  par  suite 

OxJje,a,—e —  m-m  fm^ 

PaQaRa 


,        9*Jcx.«i,|  — /»«—/»; 


^=djcJx, 


En  int^grant  il-viendra 


(•21) 


/  Jcx,eayl=  Jxi 
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et,  en  vertu  des  formuies  (18),  on  pourra  substituer  aox  derniere^ 


(22) 


.   Enßn  il  reste  encore  ä  montrer,  comment  les  tranaformations 
ä"la"fonä^  ^'j^'^^  pour  les  foncticms  P,  et  A  soieot  appUcables 

En  combinaitt  ies  fortnitles  connues 


et 


1     ^-    ; 
*^  1» — 


'^•^»P 

H--» 


il  s'en  suivra 


/  ,"  ■ 

d*«n,  en  prenant  les  logarithmte.  et  diff^entiant  par  rapport  ä  « 


ou,  en  vertu  des  equations  (1),- 

tl 

n 

on  aura  par  suite 
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,  A  Taiide  de  la  seconde  des  formolee  (22)  on  'en  tirera 
(24)  •^«'.•*»='Ä+^p^„^»,,,.^ 

ayant  pose,  poor  abr^ger, 

Ou  pourra  donner  aa  second  membre  de  cette  equation  une  forme 
plus  compacte  au  rooyen  des  trans(bniiatioiis  connues;  aais  on 
y  paniendra  plus  promptem ent»  en  diflKrentiaot  par  rapport  h  «r 
PequatioD  (24)»  ce  ^ui  donnera 

d''oü,  en  Qb^ervaot  que  Tr  =  0,  •         , 


»5^^-=* 


Or  OD  a  (?P4=ii(>^,  et  parsnite  Pe^^h  ^K)  o«  p—  :=0,  seien  que 

n  esl  pair  ou  impalr.  8i  donc  ou  dösigne  par  d  un  coefficient  egal 
a  1  ou  O9  seien  que  n  est  pair  ou  impair,  on  aura 

/«=0Ö W j 

Pea^h 

cequi  cbangera  r<^quation  (24)  en  • 

(25)  Je,,.^^.8e^^:^+lj^^^^^,,. 

,En  remplagant  k  par  fr,  ce  qui  cbangera  A  en  r,  0  en   ^  ,  la 
precMente  se  rödnira  a  ' 
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ou^  en  observant  que  Qk^^ß^», 

(27)  •^»«.»«  =  *^«"^J^+-^p-^ej:.ö(a4-a£^).fc* 

d*oü  encore,  en  vertu  de  la  formule  (23)» 

(28)  Jnx,  na  =  O^d«      p^^"-+  ^|»^9  «^».a+afTf %?^. 


En  considörant  en  particulier  le  cas  special  oün=2,  on  aura 

et,  comme  dans  ce  cas  n  est  pair,  d  sera  ^gal  i^l.'Les  formules 
(23),  (25),  (27)  et  (28)  sq  rädurroot  par  suite  k 

J^,%a  =  2a;  -  p  ~-f  Jx,a^Jx,^'^%^Jx,u^a-{-Jx,a^^' 

Pour  savoir,  ce  que  deviennent  les  formules  trouväes  pour  ii 
iiiflni,  il  fallt  d^tormin^r  prjtolablemeot  Us  foiivtion£( 

Jtm^iu  et  Jxyettt 

poar  le  cas  oü  €=:0^  Mais,  puisque  les  equatioiis  (23)  ^i  (25) 
conduisent  ä  des  formules  coofiaea>  nous  nous  occuperons  seule- 
nient  de  la  formule  (26),  ce  qui  exige  la  tf^terniination  de  Jx,a,i> 

On  aura  pour  cela,  eiF  vertu  des  equations  (1) 

/ 

De  plus  OD  a 
pourvuqne 
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ce  qui  chaogera  la  pr^ced^nteen 

rv    .       _      »aincrcosg       __  l sm^cf      

"^''"''~(8ina)«-(siiw')a-*  28in(a+ar)  8in(a-^ar)  *   . 

Or  on  a  -  >      ^ 

**  sin(a— .r)  "^ slii(a+^      »in  («— j;) ~~  8iD(a+a:)  sln(a— ar)  ' 
«lonc  il  viendra 


K     sin(a-fj:) 
2      ein(a — ^ar) 


Sx^x,«,«  =ööjfi  :iz7zrzi\^ 


fl'oü 

poarvtfqufe  te  K>garithiae  «oit  pris  comme  fonctran  8iinp(c. 

Si,  au  ooniraire,   eP«,«  n'est  pa8  ägal  a  0>  si  p.  e.  tc  est  de 
la  forme  a+^Toa  auVo  '^ 


d'oü 


(31)        •/.,«+^„*=-^£21«. 


Haintenatity  comme  pour  n  inflni  Ü  est  iudifferent  de  suppo« 
8er  n  pair  ou  impair,  nons  faisotis   n   impair  ce  qui  pertuet  de  - 
suDstttuer  ä  la  formule  (26) 


J._,n,-J.,..k+     £^  ^'f,,^^,,,-^''.,^'^,,^' 
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(32) 


ayant  posö  poor  abr^ger 

a 

Supposoos  de  plus^  qiie  ;r-et  o  soieot  pris  de  mamare  a  sati«- 
faire  aus  conditiona 

dXoTs,  en  se  rappelant,  que  t  s'evanouit  pour  fi=x  ,  on  aura  aussi 

tant  que    -^  reetera  iof(6rieur  ä  1.     Or  poorra  enfin  aupposer   le 

2p 
nombre  m  iufini  maie  inferieur  i  n,  de  aorte  V^^r£  reatera  infe- 

rieur  k  1  dans  la  aomme  du  secorid  niembre  de  l'dtiuaitioo  (32), 
tandisque  ^  convergera   vera  ToiiiM  dana  la  somme   du  second 

niembre  de  Täquation  <33).  Pour  le  premier  cas  subaistera  l'ö* 
qnation  (30),  et  pour  l'autro^  T^quatlou  (31);  d'oü  il  auit  que  N 
sera  indöpendant  de  arTtandia  qu'ä  cause  des  relations 

l'equation  *(32)  ae  reduira  ä 

|p=ac  /  »'«n(a  +  ^  ^/^  7y      8"»(«  +  ^ ""  P  ^  i ) 

-^^▼  +  2')aio(«--ar)p=i    .  /  .     «A  •  /  «^Ar 

ou,  en  vertu  des  equations  (30),  $.  IV.  du  T.  XVII.  Nr.  llt. 
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.     (35)  •'«r,.?i.=*^+J»l^,- 

Pour  il^lerniiiDer  la  constante  N  6n  diC^entie  par  rapporC  a 
JT,  ce^qal  donnera 

=iiV+2a«IZ«+;r+^8al?a-,; 


(ToA  ro«  tire,  en  prenant  arssO, 


9r    />, 


2T« 


ssJY-t-dalZ«^ 


puia 


Mfti«  on  a 

(36)           '*?f.=jr©;' 

et  par  saite 

• 

^ 

3.1     »    -Sils--Ö.l©«: 

doTic  on  obtiendra 

Ed  substitoant  cette  valeur  de  2V,  Täquation  (35)  deviendra 

(37)    J,     ,x;=_;r5J©^  +  i|2±i. 
I>e  plus,  en  obaervant,  que  la  formule  (16)  donne 
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on  aura,  au  moyen  de  la  i^r^cedente 

UM  suivant  l'iSquatioii  (36), 

.(38)  •'ll,.«l«+f=— ^'''2'«  +  2'kH" 

TT     n 

Ajoutons  enfin  qu'ä  l'aide  de  la  formule  (^)  $•  1 »  jointe  a  la 
formnle  (.16),  on  pourra  Mubstituer  anx  fonhules  (^)  «t  (3B). 

1.  %f«+^'' 


iJx.a=-l<ält-TU4+^  2;^ 


St 


(39)       .  ^ 


[^4r.afc=  ^  |«»x-T//flr-T-^^  +  2« 


r/^'^ 


e« 


CesTorroules,  jointes  ä  la  iormiile  (34),  6.  I.,  condiiisent  a  une 
iblo  ■     -       ■        '       - 


relation  remaftquable  entre   la  fonction  Jx   et  1'inti$grale  de  A 
On  pourra  d^montre 
formule  fondanientak 
qu^  par  M.  Jacobi. 


On  pourra  d^montrer  directement  cette  relation  au  mayen  de  la 
formule  fondamentale  de  la  fonction  lix,  comme  sela  a  M4  remar- 
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o 

Christianus  Fr»  Lindiiian^ 


Si  prius  posuerimus  nf=:num.  imp.»  babebimus 

+«2Sin(n— 4).T — ....+Wa^Siiiar)  .  .  .  (a), 

unde  indeßnita  integratioDe  provenit 

pS\v»k,       (-1)  •   ,     /*.Sin".r,           /*Sin(n^2)a; , 
l-^pr^=-W^\^^J-l^dx~nJ ^ dx... 

Qunm  vero  sit  in  genere 

/Sin«,  1    »'="'r*ITw--v)e.  /    .V— I   , 

y"»      ?  r|[w)p=i       y"  ''         ^J'T  2 


♦)     VIde  Minding,  InCfgral-Tafeln  png.  138.     Berl.  1849. 
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hac  forroula  ilsi,  posito  priroiim  gzsznx,  deinde  y=(ff— 3)ar  etc. 
tfi\enieiiius 


/- 


SiD"a: 


<lir 


/V-r         ^_  tM— -1 

»=g— '(m-4)'-i.n[«~»)„.  ; — 3     .»-1  > 


Valordextri  membri  dqiic  deferihinandus  est  proa:=0  et  :r=co. 
Quooiam  in  genere  eat 


Sin(z  +  — jj— «)=Sin2Co8  — :^  9V-f  Coss^in  -15—« 


.   h.  e. 


Sin(2  +  -a— »)  =  (—!)  *  Sioi,  ai  est  ni=nttin.  imp.. 
SiD(t+^^»)=(-l)^"*Co8*,   «'•  est  m=nnm  par. 

I  ^ 

et  ' 

#    — - — €to=aa,   necesae  est,  sit  m=Duin.  imp. 
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y I 

SI  Sin(w:r-f-  -j-w)  et  msequentes  scciin(hini  tbMrenm 
.  Sin(o  +  6)  =  Sin«Cos6  +  Cos«  SiiiÄ 

»ractantar,  unaquaeque  ex  surami«  finitis  in  duas  dlsjnngitur.   nbi 
;nest  &(mi8  aut  Cosinus  molfiplids  ipsius  x,  proatsif  "=„"„, 
uup   autpar...  Huc  accedit.  q„od  vaWes  eit^mi.  ipsius  v  suni 
et  1,  si  est  i'=nuiii.  imp.,  at  m-\  et  2,  si  est  v^duim 

(=JIl_r_,'°o*  (-l)'-'ii«'-'«JT«-2v+l;,. 
2-'r(iii)L    "»^  ^ — iS=äirn 3:-Sfnnx 


ffl~l 


m-l 


m-l 


±n^  L    i=«?FS Smx 

Pro;t:=:x  omnes  saminae  ia  nibilum  nbc^nt»  propterea  quod  Sinus 
et  Cosinus  limites  •\-\  et  —  1  excedere  n^queunt.  Proar^sQ  omnes 
sununarum  termini,  in  quibus  iusont  Sinus,  nibilo  aequaies  evadunt, 
quia  ad  invetiiendos  veros  yalores  horum  terminornm»  qai  hac  positione 

in  formani  indeterminatani  a  abeunt,  numeratores  et  denominatores 

(m— 2v+l)'««  diflerentiandisiintctquotieDtes  differentiales  numerato- 
ruro,  duura  sit)ii— 2v-(-t=nuni.  par.,  Sinui  aequaies  ideoqne  nihHo 
aequaies  pro  ar=:K).  Omnes  summae,  ubi  Cosinus  inest,  totidem  babent 
termini ,  qui  pro  eodem  valore  ipsius  v  communem  impJicant  fac- 

torem  ^ cw^i  «  g,,U    \        •   His  terminis  addendis  inveniemus 


Theil  XVII.  8L 
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■ '  a 

Quuni  s  coinparatur  cum  formula  (a),  teile  apparet  e&B# 

Quum  vero  necesse  sit,  cuocti  quotiehtes  dilferentiales  ipsias 
Sin«jr,  nisi  sit  7i<,m,  dignitätem  Sinus,  cujus  index  major  sit-quam 
m—2v,  factorem  Iiabeant^  eiucet  esse  $z=^0  pro  .t;=:ü.  Quia  hoc 
verum  est  pro  omnibus  ipsius  v  valoribu«^,  omnes  hae  suinmae  ni- 
faiio  aequalcs  evadunt  Si  jam  integralia  huc  usquerelictaadeamos 
et  reputenius  form  u las  ^ 

SiD(ii— 2p.x+^^«)c=(--l)  a  8iii(9t-2p);r,  (m=nam.  imp.) 


Pco  Sin(n— 2jg)ar  .    _« 


iovenimus 


/*ODSin":jr  T  — 1^   *  ^       a 

o 

ubi  n  et  m  sunt  Dumeri  imparea  et  n^m, 
Posito  jam  its=nuro<  pari,  cooatat  ease 

n  '  .  • 

(—1)* 

Sin"j:=  ^öjpj-lwpCosnx— tii  Cos(«— 2>a:+  .... 


.±nn    CoB2aT2^\  '  •  •  •  W* 


unde  indefioita  integrattone  prodit 
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J  x^  *^=-^^  hJ-^lpr-'J^-*xJ — -^r-^dx^  .... 

1     ' 

Beneficio  ftfrmalae 

invenlmas  ut  naper 

/Stn'Vr  (-1/       r »"y-'w^^lXin-»)  ^_,_  _     »-1 

+J»i  S     i _■      _;  — -Coain—2x+-Yn) 


*=ri 


'«"-J2^ill[m— v) ,,     .-     ,  v-1    . 


II 


(-1)*«- 
■2"(m— 1)0:«- 


izwTrr— m^üZi- 


QmiiA  ht  geilere  iH        ^      ' 
h.  e.  . 


•)  Vide  Mittdtng  I.  c. 

31* 
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.    i:Jos(2+^Y"^7r)=r(— 1)  *^  Co«, 
si  est  m=:nuiii.  imp. ; 

si  est  Ml  =  mim.  par. ;  -      *  ,  v 

-— -rAr-, 

necjesse  est,  sit  m=Ttuin.  pari. 

Adhibendo  theoremate 

Cos  (a -|- 6)  =  CosaCos6— 8ina  3iriö 

unaequaeque  ex  summis  fiiiitis  in  doas  disjnngitnr.  Tum  terniinus 
geoeralis  ejus  summae»  cujus  numerus  ordinalis  est  p,  hanc  sibi 
Indult  formam: 

^       — x^^^ (Cos(ii— 2p)^Cos-2-  «— Sin(n— 2p)  ^Sm— ^jr). 

Quum  vero  est  v=num.  imp.,  est 

Cos^»=(-l)«    ,  Sin^7f=0; 
et  si  est  V3=nsim.  par.,  est 


V— 1  V— .1  ^ 

Cos-2-»=0,  Sia-g-«=:(-l]^, 

qnamobrem  Cosinus  multipUcis  ipsius  ~x  in  terminis  inest,  non 
nisi  est  v=num.  imp.,  Sinus  vero,  si  est  v:=:num  par..  Praeterea 
valores  iDsias  v  extreroi  sunt  m^l  et  3,  si  est  v=num.  imp.,  et 
»1—2  et  2,  si  est  v=num.  par.,  quamobrem,  posito  2v-f  1  pro  v,  si 
impar  est,  et  2v  pro  v,  si  par  est,  prodit 
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t 
m-2 


2«- »r(«)L""    •i*?!  a^-arU     ^ 


m-^2 


m-2 


*^"i  J^,      ~^ — ^ ^m^ap-i-A ^ t08(«-2)a? 


1  -ym-«r  V  y 


m—S 


?-_,;*.*  '-')-^;!^r''+'i 


ä-'r  =  l  a;m-«»+l 


€082« 


m-S 


*"^»J>    i^^n^r ^«"»H- 

Posito  V  — 1  in  omnibus  summis,  ubi  Coaiiius  tuest,  summa  horum 
tenuinoruin,  aacta,tcrmiao  -ki^t    ^Dj:«»-*  evadit 

quod  nibilo  aeqiiale  evt  pro  ar=:0^  si  e«t  n  _jnu  Summa  ceterorum 
terminorum,  in  quibus  v  eundem  habet  valorem,  est  aequalis    ' 

Quum  vero  necesse  sit,  — TJ^^v^^^'  '»aJ^ct  ut  facturcs  dignitatc» 
ipsius  Siiu:«  quarum  exponciite«$  sunt 

>  m—  2i'  -|- 1  (/* w) , 
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sequttar,  ut  siot  hae  orones  'summae  =0  pro  :r=0.  Sumniae  qao- 
que,  in  quibuB  Inest  Siims  multiplicis  cujusdam  ipsian  Xy  pro 
a;=0  io  oihilum  abennt,  quod  eodem  modo  ac  supra  demoMatrator. 

^  Pro  07= QE)  cunctae  summae  sunt  =0.    Deniqae  ad  tenorem 
foriaularaDi 

iti~— 1  ^  5> 

Cos(n— 2p.a?-H^~»)=  (— 1)*  Sin(«-*2p);r  (m=num.  par.), 

o 

\ 

habebinius 

rSin»«,        (»1)  «   »''^''    „.,<»»_,  ,^ 


'  /^Sin"a: 

,  Integrale  igltur   definitum  #    -— ^j — dx   seniper    finitum   e«l, 

si  n-v^ms:  num.  pari  positivo  vel  0>  et  ezfaibetur 

per  formulam  (/?),  si  n  et  m  sunt  nunieri  impares, 
per  formulam  (^,  si  n  et  m  sunt  nuraeri  pares. 
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lieber  di|s  Auffinden  von  Dreiecken, 

deren  Seiten  sich  i^leicbzeitiip  mit.  den 

Hallbiranssllnlen  dureb  iranze  Zablen 

ansdrJiclLen  lassen. 

Von , 

Herrn  Dr.  E.  W.  Grebe, 

Gj'miuisiallehffer  XU   CasacU 


In  der  Bachet'ficfaen  Ausgabe  des  Diophant  (Tolosae  1670) 
findet  man  Seite  316.  die  Aufgabe  behandelt:  Trtan^ulum  scale* 
nuniy  oxygonium  Tel  timblygoniiini ,  con&tituere  in  rationaiibas,  ut 
ab  angoio  acuto  vel  obtuso  ducta  linea  dividens  basim  bifariam 
Sit  rationalia.  Eine  Bearbeitung  der  ungleich  schwereren  Aufgabe 
aber»  Dreiecke  anzugeben,  deren  Seiten  unter  sich  und  zueilen 
drei  flalbirungsiinien  ein  rationales  Verhältniss.  haben ,  ist  mir 
ungeachtet  des  gewiss  interessanten  Gegenstandes  bis  letzt  noch 
nicht  bekannt  geworden.  Es  bedarf  keiner  besonderen  Erinnerung, 
dass  sich  die  genannten  Stücke  dann  auch  in  ganzen  Zablen  wor- 
den ausdrücken  lassen.  Das  Nachfolgende  mag  als  Beitrag  zur 
Auflösung  dieser  Aufgabe*  dienen. 

Bezeichnen  wir  die  drei  Seiten  des  Dreiecks  mit  a,  A,  e,  die 
nach  denselben  gezogenen  Halbirungslinien  mit  ta,  h,  te,  gewisse 
unbestimmte  rationale  Zahlen werthe  aber  mit  m,  p,  q;   so  ist 

'    4<c2=2<i«  h2Ä«— c*; 
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4/,«— a"— '2<i6— 42=  a*— 2«6+i«-c« ; 


(Ä+c+2f.)(^+c-2/.)«=(a+  6-e)  (a-b-tc), 
(e+a+itt)  (e+a~2U)=^b+c-a)(b-c+m), 
(«+*+2<c)(a  +  fr-2fc)  =  (c+a-6)  (c^+Ä) ; 


wcsshalb  mau  aetzvn  kann 


[41 


6  +  c+2f,=w(a+A— c), 
ft+c-2/„=i(«-6+c), 
c  +  a+2/4  =p(b-i-c—a), 
c  +  a— 2/4= -(//-c+fl), 

«  +  Ä-2/o=^(c- a+A): 


woraus  dann  weiter  folgt 


26+2c=t»t(a+A-c)  +  l(„^b+c), 
2«+2&=yCc+«-6)+l(«;_a-^Ä); 


[V'J 
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Beachtet  man  die  Natur  uftserer  AvCf^iibe  einerseits  und  die 
Gestalt  der  letzten  Gleichungen  andererseits;  so  überzeugt  man 
sich  bald,  dass  nur  cvrei  dieser  Gleichungen  zur  Bestimmung  des 
gegenseitigen  Verhältnisses  der  Dreiecksseiten  benutzt  werden 
dflrfen  >  und  dass  mithin  die  dritte  Gleichuns  nur  als  Bedingungs- 
gleibhung  zwischen  tn,  p  und  ff  in  Betracht  kommen  kann.  In 
der  That  flndet  man,  wenn  man  die  beiden  ersten  Gleichungen 
in  [6]  nach  a  und  b  auflöst: 

(«-i-f!2)(p  +  ^)+(«t-i-2)0,-^-2) 
a  = j ^ j ^ c. 


m 


""   («+  ~)(p+^-Km-i--2)(p-^  +2)' 


und«    wenn  man  diese  Werthe  in  die  dritte  der  Gleichungen  [6] 
substituirt  und  alles  reducirt,  die  Bedingungsgleichung 

Durch  das  Aufstellen  dieser  Be'dingungsgleichung  ist  unsere 
Aufgabe  aber  nicht  leichter  geworden«  Man  sieht ,  dass  von  den 
direi  rational  sein  sollenden  Zahlenwerthen  m,  p  und  q  nicht  ein- 
mal zwei  ganz  willkührKch  angenommen  werden  dürfen,  indem 
allemal  der  dritte  von  den  beiden  andern  durch  eine  quadratische 
Gleichung  abhängt,  Ist  die  Gleichung  «{8]  in  rationalen  Zahlen 
losbar/  so  kann  auch  unsere  Dreiecksaufgabe  durch  Anwendung 
der  Formeln  [71  und  [4]  gelust  werden.  Umeekehrt  würden,  wenn 
eine  Losung  .oer  Dreiecksaufgabe  auf  anderem  Wege,  gelänge, 
dadurch  zusammengehörige  Werthe,  die  der  Gleichung  18]  .ge« 
nügten,  gefunden  werden  ktinnen.  Ein  solciier  anderer  Weg  soll 
jetzt  von  uns  betreten  werden,  indem  wir  uns  von  einem  Ver- 
suche, die  .Gleichung  [8]  geradezu  aufzulösen  wenig  Erfolg  ver- 
sprechen« 


Nehmen  wir  den  gemeinschaftlichen  Neuner  der  Formeln  in 
7]  als  Werth  fiir  e  an,  wodurch  a  und  6  auf  den  jedesmaligen 
Sähler  beschränkt  wird,  multipliciren  wir  dann  sämmtliche  drei 
Ausdrücke,  um  alle  Brüche  zu  beseitigen,  mit  mp,  reduciren  und 
(Uvidireu  durch  die  sieh  als  gemeinschaftlichen  Factor  zeigende 
Zahl  2;  so  können  wir  setzen: 


i 
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l     =p«(m*-l)  +p(-.m*-f2m+l)  +  (2//»), 
1     =/>V-l)+p(2iiiH2iii)+(-/Ä+l), 


Leiten  wir  hieraus  durchl  die  vier  ersten  Gfeichungen  in  [4] 
Ausdrücke  für  ita  und  2(6  ab;  so  finden  uir: 

2f«= i/i^p«+3/i) +iii(-.2p«+2;^)  +  (p'hp-2) 
=/i«(7/i«-2m+l>  +  p(3mH2m+l)  +  (-«2), 

^    ""'*    '  2«&=m2(2/>«)  +  w(--^*-"2|i-3)  +  (-pH2p-l) 
=/>«(2m«-»i— I)  +p(-2i/i+2)  +  (-3m  -!) . 

Wenn  man  nun  ferner  nach  der  dritten  Gleichung  in  [11  einen 
Ausdruck  fiir  ite^.  berechnet ;  so  bekommt  dieser  nach  geboriger 
Reductioji,  wenn  man  ihn  ohne  Parenthesen  schreibt,  im  Ganzen 
zweiundzwanzig  Glieder.  Bei  dorn  Versuche»  die  Quadratwurzel 
aus  demselben  auszuziehen ,  bat  man  Veranlassung  zu  beobachten, 
dass  €fie  W  urzebusziehung  aufgehen  wGrde,  wenn  vier  Glieder 
geändert  werden  dürften*  ""Es  ist  nämlich 

4/o* + 36m  V'  -  36m  V  -  36mp^ + 36mp 

ein'  Tollständigcs  Quadrat^  das  wir  mit  t^  bezeichnen  wollen.  Die 
Wurzel^  dieses  Quadra(jS  ist  merkwürdigerweise  dem  Unterschiede 
zwischen  -^ta  und  iU  gleich ;  oder 

^^^^  I     =ii>«(-'m«-m^2)+/>(3iii*+4/»--l)f(3m-.I). 

Weil  aber  nach  dem  eben  Bemerkten 

[K] 4<c«-t»rr36mp(m*-l)(p^l); 

so  kann  man  unter  Einführung  einer  neuen  unbestimmten  ratio- 
nalen Zahl  r  setzen: 


[13] 


2fc  +  T=6p(»»«-l)'-, 


Digitized  by 


Google 


4«7 

woraus  sich  ergibt: 

[14), 2«.=3M«.»~lJr+Ä:l), 

Legen  wir  aber  der  Zahl  r  den  willkQbrlichen  Werth 

f»«3 '^=ä;r=i 

bei,  was  dureb- unsere  Aufffabe  an  sich,ntcbt  eeferfleri  wifd«  und 
bter  .Dur  desshalb  ffesebiebt»  damit  wir  bei  der  Verbiiiduog  der 
zweite»  Formeln  in  ill]  «nd  [151  an  einer  ivleichung  de«  enstea 
timdes  Ar  p  gelai^ea;  so  erhaUi^n  wir: 

[17]  .-..  P=(5^_i)(^,_4^.T5- 

Wird  dieser  Wertb  von  p  in  die  Formeln  [9]  sabstitqirt;  so 
erbfilt  man  ^  nach  Wegschaffang  der  Nenner  >  der  geli4;rigoo  Ite^ 
dti^tioB  «od  naefa  eesebeheaem  Aufheben  mit  den  sieb  ergeben» 
den  geroeinschalltlicnen  Factoren,  unter"  w:elchen  sich  au«o  ^ei 
Leicht  zu  übersehende  Factor  tn+l  beflndet,  Ausdrücke  für  die 
drei  Seiten,  welche  gjanze  rationale  Functionen  des  filnflen  Gra- 
des von  m  sind.  Schreibt  man  dann  ferner  — m  statt  m  und 
ändert  in  den  Ausdrücken  fiir  6  und  c  alle  Vorzeichen ,  was  offen- 
bar geschehen  kann,  da  die  Werthe  der  Halbirangsllnien  nur  von 
den  'Quadraten  der  Seiten  abbänden ;  so  bekommt  man  fiir  die 
Dreiecksseiten  und  die  zugehörigen  HalbirungsJInien  folgende 
Formeln: 

a  ==  9m*  + 1  JTui*  +  62m».-64»i« + 25iii  + 1 , 

fy  =46m*  -f  ö4/tt4-104//i»-42iii«-2h«+4 . 

c  =36/11* +  99m*+  122in3-24w«— Um  +  5, 

2^==8lm*  +135m4~54/Ä»+98/na  +  37m— 9 , 

2a =27m*  +  252m*  +  I80m«— 70m«  +  m-6 , 

%=54m*  +  63m*— 54iji3  -  172m«  +  16m~3 . 


[iq 


Da  diese  Formeln»  wie  man  sich  durch  Substitution  Oberzeu- 
sen  kann,  den  Gleichungen  [1]  genügen,  so  lösen  rlieselben  unsere 
Dreiecksaufgnbe  auf:,  obgcdoch  In  diesen  Formeln  alle  AuflOsun- 
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gen  der  fraglichen  Aufgabe  enthalten  seien,  bleibt  nnn^ewiss;  da, 
wie  schon  gesagt,  di^  Ketation  [16],  auf  welche  die  Fomreln  ba- 
sirt  sind ,  wiilkuhrlieh  war,  und  vielleicht  noch  andere  von  ihr 
verschiedene  Relationen  cwiscben  r  und  m  aufgestellt  werden 
können.  Dass,  wenn  man  in  [18]  für  m  irgepd  einen  positiven 
oder  negativen  rationalen  .Werth  substituirt,  und  dadurch  eins 
oder  mehrere  der  sechs  Resultate  negativ  werden*,  ohne  Weite- 
res dafiir  das  positive  Resultat  genommen  werden  dfirfe,  ist  be- 
reits angedeutet  worden.  Nur  dann  sind  Resultate,  welche  arith- 
metisch ohne  Fehler  sind,  ftir  die  Geometrie  unbrauchbar,  wenn 
die  Summe  zweier  Dreiecksselten  kleiner  ist  als  die  dritte;  s.  B. 

0=480,     6=337,     c=103,     2fc=134,      2fo  =  607,     2le=r823. 

Weil  ferner  bekanntlich,  wenn  man  aus  den  drei  Halbirongslinien 
eines  Dreiecks  wieder  ein  Dreieck  beschreibt  pnd  in  dem  letzte- 
ren die  Halbirungslinien  zieht,  diese  'zu  den  Seiten  des  ursprQng- 
liehen  Dreiecks  In  einem  einfachen  rationalen  Verhfiltnisse  stehen; 
so  kann  man  auch  die  Formeln  für  die  doppelten  Halbirungslinien 
zur  Berechnung  der  Seiten  verwenden,  während  die  Formein  i&r 
die  Seiten  mit  3  multinlicirt  die  doppelten  Halbitufigslinien  aas- 
drOcken.  Endlich  sind  die  Formeln  [18]  noch  der  niannicbfach- 
sten  Umgestaltung  föhig,  welche  dadurch  bewirkt  wird,  dass -man 
statt  ifi  beliebige  rationale  Buchstabeoausdrücke  substituirt.  Man 
kann  durch  solche  aus  der  Lehre  von  den  höheren  Gleichungen 
hinlänglich  bekannte  Operationen,  um  nur  eins  anzuführen,  be- 
wirken, dass  sämintlicne  Glieder  der  sechs  Formeln  positiv  wer- 
den. Ret  der  Berechnung  des  jetzt  folgenden  Verzeichnisses  eini- 
ger zusammengehorigefi  vVerthe  liir  die  Seiten  und  doppelten 
Halbirungslinien  sind  solche  Umgestaltungen  vorzogeweise  benutzt 
worden. 
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-U 

68 

85 

87 

158 

131 

m. 

314 

326 

• 

159 

404 

377 

619 

386 

327 

409 

632 

725 

587 

807 

491 

.   466 

515 

1223 

I'2S2 

1306 

■  877- 

1917 

2680 

3161 

.  1129 

1401 

1973 

1778 

3485 

3521 

2924 

1661 

609 

1323 

1118 

2963. 

2076 

2491 

1266 

3593 

4777 

6053 

1616 

1999 

3396 

3253 

6343. 

4198 

4625 

3368 

5007 

5905 

10418 

8207 

6161 

6001 

11798 

8553 

19715 

«896" 

16661 

8307 

9512 

133.« 

21619 

90074 

11885 

9365 

6619 

'  5576 

11093 

12779 

17114 

17417 

11637 

19750 

14093 

26603 

27604 
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b 

c 

H. 

8/« 

21c 

18805 

26184 

19661 

43617 

24214 

38631 

16635 

22067 

27938 

47521 

40343 

27328 

38585 

34186 

21759 

42373 

62496  . 

69681 

5S725 

35138 

36007 

41879 

91628 

.89443 

74357 

27717 

53270 

41023 

1-26363 

98776 

69859 

76534 

66935 

123391 

112916 

129707 

51446 

83877 

93877 

170440 

126031 

102719 

82601 

146468 

166301 

390633 

203480 

177493 

190611 

63025 

82666 

100321 

202627 

201844 

a0l67S 

160637 

200092 

301671 

368303 

304n8 

10121Q 

240693 

231467 

467564 

258407 

2977U7 

265631 

190968 

161263 

233215 

395806 

433649 

904667. 

168796 

226721 

246796 

613062 

42^ 

187750 

373777 

379413 

729436 

467663 

463833 

261790 

57806« 

410183 

970267 

359368 

791756 

269512 

504073 

560636 

1091842 

674908 

'0B9ffi9 

Digiti 


zedby  Google 


4T1 

Zufolge  des  ersten  dieser  Beispiele  ivürde  ^die  GleichiiDg  [8] 

durch  111=5^/1  =:22>    f=4,  zufolge  des  zweiten  durcli  m=;zl^f 

l 
p=5»  9=8  a  aufgelust  werden. 

Icli  würde  diesen  Aufsatz  hier  schliessen,  wenn  nicht  ein 
nierlcwflrdiger  Umstand  noch  eine  besondere  Erwähnung  verdiente.' 
Der  Gang  der  Untersuchung  hfttte  nämlich»'  nachdem  die  Glei- 
chungen [1]  aufgestellt  waren,  zwar  ein  ganz  ähnlicher»  wie  der 
oben  eingeschlagene»  aber  doch  wegen  der  gleich  von  vorn  herein 
veränderten  Bedeutung  v^n  m,  p  und  g^  wesentlich  andere  For- 
meln liefernder  sein  können.  Die  wichtigsten  dieser  Formeln  fol- 
gen hier« 

[A]  ](4+g6)»-€a=ii«-((l-j6)». 


[B] 


tkir^b-t^c^pka+ü-- 


Aus  der  zweiten»  vierten  und  sechsten  Formel  ■n[B]  ergibt  sich: 

c-r«  +2«==w«(ti  + ja-6), 
[C] \  a-^U  +  lb=p(tö  +  lb^c). 
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l>anii  erhält  man  weiter: 

6— t-|2^«=m(€r— a+Ä), 

^f^j  I  «  +  Ä  +  e=:/Ka-c+2t6) , 

c  --«  +  2fo = ^(ii-^6-f  c) , 
a+6  +  c=9(Ä-a+2fc), 
V  «  — 6+2fc  =  ^(6— c+fl). 

c-6  +  24.  =  -^(ii  +  6+c). 

[E]  ^  a-c+2«6=](a+4  +  c), 

m 2fc.+2«.  +  2/e=(^  +  ^  +  ?)(a+6  +  c), 

2* -2c=:i»(c— «+*)  -  ;^  (»+*+ c), 

III 

IH] l  2c-2a=/»(a-6+c)-?  (a+6+c), 

2o-26=:5<Ä-c+o)— -(a  +  Ä  +  c). 

(»» +  -)o  +  (-m  +  ^  +  2)*  +  (-m+  i_2)cs=0, 
[l]  :....,.    ^  i-p+?-2)a  +  (;,+^)*  +  (_p-|-l+2)c=0, 

["1 •"«-(T+^+?)-(M+i) 
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^        4^3       ' 

=P*(w«-l)+r(-'»H2«+l)+(2m) , 

ö  =  w«(p«^t)  +  iii(pH-2;^-  i) + (-2p) 
=)p«0/i«+w)  +p(2/ii  -2)  +(-m«-m) , 

=  p»(m+l)+p(-i«H2»n+l) +(m^m) . 

/  2<.=:m«(p«+;^-2)+m(2p«^2p)+(pH3p) 
1       =/>«(^i«+2m+l)  +p(m«— 2m+3)  +  (-2m«) , 

2«6  =  m«(-p«+2;y-i)  +  i«(p«+2p+3)  +  (2p«) 
=/^(— m*+m+2)+;?(2/ii«+2y/i)  +  (-t««+3m) . 


Wird  auch  |iier 

2fa-2<6=T 

gesetzt»  80  ist 

Aber  unbeachtet  der  bis  dahin  verschiedenen  Formeln  ist  audi 
hier  wieder,  ganz  wie  oben  in  [12] , 

4<o«— T«=36/«;?(i/i«-l)  (p«-l) . 

Auf  diese  merkn-firdige  Uebereinstiinmung  besonders  hinzuweisen 
konnte  ich  nicht  unterlassen.  Bei  einem  Dreiecke«  dessen  Seiten 
sich  wie  68»  86  und  87  verhalten,  ist,  wie  bereits  bemerkt,  i}t=5, 

3 
p=27,  wenn  man  nSmlich  diese  Zahlen  aus  den  Formeln  [4]  be- 
stimmt, ferner  ist  nach  [9],  flO]  und  [1] 

a=l53,    6  =  ldlj,   c=195^; 

2fa  =  355j,        2fA=294|,     2fc=285|; 

upd  die  Gleichung  [12]  wird  befriedigt,    indem  jede  ihrer  Seiten 

==77962(2   ist.    Bestimmt  man  aber  bei  einem  Dreiecke  derselben 

Gestalt  m'und  p  durch  die  Gleichungen  fB]  und  wendet  nachher 
[L],  [M]  und  [1]  an;  so  ,erhält  man 

Thcil  XVII.  -32 
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und  in  [12]  ist  jede  Seile  der  Zahl  519^  pleicb. 

Aas.derCjileichung[l^i]  waren  oben  die  Gleichungen  [13]»  [14] 
und  [15}  abgeleitet  worden.    Setst  man  hier 

80  kann  man  die  zweiten  Gleichaugen  in  f  15]  und  [N]  8o  verbin- 
den, dass  sich 

roi  m»—2i«*+9jtt 

\y\  .....  F=^(«^.3)(^«_2m-1) 

ergibt.  Wird  aber  dieses  p-  in  die  Formein  [L],  [M]  and  [14] 
gesetiet »  und  dann  wie  oben  verfahren ;  so  gelangt  man  doch  nur 
zu  solchen  Functionen  des  fiinften  Grades  von  m,  welche  sich 
auch  aus  den  Formeln  [18]  durch  die  oben  angedeuteten  Umwand- 
lungen hätten  ableiten  lassen  nnd  daher  nicht  als  neue  Resultate 
zu  betrachten  sind. 
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Heber  einen  Beweis  des  Satzes  vom 
Parallelogramme  der  Hi^ftflte^ 

Vi» 

Herrn  Professor  A.  F.   MGbias^ 

8«  L«ipmtg* 

(Von  dem  Herrn  Verf   aus  den  „Berichten  über  die  Verbandlan- 
gen der  Könijriiob  SScbeiecheo  Gesellschaft  der  Wissenschaften 
am  Leipzig»  loßO*  Nr,  L'*  sum  Abdruck  in  dem  Archive  dem  Her* 
ausgeber  mitgetbeilt) 


Abgesehen  von  den  als  nnsenOeend  anerkannten  Beweisen 
dieses  Satses»  welche  man  anf  die  Znsammensetzung  der  Bewe- 
gungeu  s'n  'grflnden  beroQht  gewesen  Ist^  lassen  sich  die  fibrigen 
Beweise  in  zwei  Klassen  theilen.  Bringt  man  nämlich  den  mtz 
unter  die  Form  der  Aufgabe:  zn  zwei  auf. einen  frei  beweglichen 
Punkt  wirkcinden  Krfiften  eine  dritte  zu  finden >  welche,  an  dem- 
selben Punkte  -^  wir  %vollen  ihn  D  nennen  *«—  angebraefat,  die- 
selbe Wirkung,  wie  erstere  aWel  in -Vereintgunffr  erzeugt-,  se 
nmfasst  die  eine  Classe  von  Beweisen  f3r  die  bäannte  LOsung 
dieser  Aufgabe  alle  diejenigen,  bei  denen  alte  noch  in  Betracht 
gesogenen  HdlfskrSIHe  -denselben  Punkt  D  zum  Angriffspunkte 
haben.  Bei  der  andern  Classe  von  Beweisen  Iftsst  man  HCilfskräfte 
auch  noch  anf  andere  mit  dem  Punkte  D  und  unter  sich  in  «naib- 
Snderlichen  Entfernungen  sich  befindende  Punkte  wirken« 

Wenn  nun  auch  die  2nhüYfenahme  noch  anderer  Angriffs- 
punkte von  Kräftim  der  Schärfe  des  Beweises  keinen  Eintrag  thun 
Rann,  da  das  hierbei  in  Bißtracht  kommende  Princip  von  der  Ver-^ 
legung  der  Kräfte  eben  so  evident,  wie  jeder  der  übrigen  Grund- 
sätze der  Statik,  ist  und  auch  im  weitem  Fortgänge  dieser  Wis« 
-sens^Mift  nicht  entbehrt  werden  kann:  so  pflegt  man  deck  Be- 
weise der  erstem  Klasse  denen  der  letztern  vorzuziehen«   indem 


Digftized  by 


Google 


'  47« 

jene  von  D  verschiedenen  Angriffspunkte  von  der  Natur  der  Sache 
nicht  geboten  erscheinen.  Von  der  andern  Seite  ist  nicht  zu  ver- 
kennen, dass  die  Beweise  d^r  zweiten  Classe  durchschDittlich 
eine  nn;j;leich  elementarere  Haltung  hahen,  als  die  Beweise  der 
erstem,  bei  denen  man  nicht  sehen  ziemlich  tief  gehende  Be- 
trachtungen aus  der  hohem  Analysis  in  Anwendung  bringt  Man 
denke  nur  an  die  von  fraiizösiscnen  Mathematikern »  namcntlicb 
vjon  d*Alembert,  L&place,  Poisson  und  Pont^coulant^) 
gegebenen  an  sich  tjedlichen  Beweise  des  Satzes.  Ich  muss  aber 
offen  bekennen,  dass  für  einen  so  elenieiifareii  Gegenstand,  als 
uro  welchen  es  sich  hier  handelt,  ans  der  hohem  Anatysis  ent- 
lehnte Kunstgriffe  mir  noch  well  fremdartiger  und  damit  unstatt- 
hafter, als  jene  zu  Hölfe  genommenen  Angriffspunkte,  zu  sein 
scheinen. 

Unter  so  bewandten  Umständen  hielt  ich  es  fiir  nicht  jSnnz 
überflüssig,  einen  von*  mir  gefundenen  Bevi*eis  fdr  das  Parallelo- 
gramm der  Kräfte  zu  veruffeotlichen,  der  weder  fremdartige  Hiilfs* 
punkte^  noch  der  Elementarmathematik  frerodfartige  Methoden  In 
Anspruch  nimmt,  sondern  unmittelbar  auf  die  Natur  des^  Paralle- 
logramms gepiindet  ist  und  sich  von  den  meisten  übrigen  Be- 
.  weisen  des  Satzes  auch  noch  dadurch  unterscheidet,  dass  sich 
bei  ihm  die  Grosse  und  die  Richtung  der  DiagonalkrafI  nicht  hin- 
ter einander,  sondern  gleichzeitig  ergeben.  Ich  habe  diesen  Be- 
weis bereits  in  meinem  vor  13  Jahren  nerausgegebenen  Lebrbuche 
der  Statik  (I.  Theil,  S.  132  n.  flg.}  mitgetbeilt:  indessen  Ifisster 
sich,  wie  ich  später  bemerkt  h&^e,  um  ein  Beträchtliches  ein- 
facher und  übersichtlicher  gestalten,  als  es  dort  geschehen.  Möge 
ihm  daher  hiesigen  Orts  eine  nochmalige  Veröffentlichung,  und 
zwar  in  der  einfachsten  Form,  deren  er  (ahig  sein  diirfte,  gestat- 
tet sein. 

VorMuSg  erinnere  ich  nur  noch,  dass  man  sich  alle  im  Fol- 
genden in  Betracht  kommenden  Liinien  und  Punkte  in  einer  und 
derselben  Ebene  entliaiten  zu  4enken  bat. 


])  Smeti  bB  und  AC  ^Taf^  II.  Fig.  6.)  zwei  gleichgerich- 
tete und  gleich  lange  gerade  Linien,  und  A',  B',  V  die  recht- 
winkligen l^rojectionen  der  Punkte  A»  B»  C  auf  eine  durch  O 
beliebig  gezogeiie  Gerade,  die  wir  in  der  Kürze  sc  nennen  vYH>llen. 
Alsdann  liaben  auch  die  Abschnitte  DB"  und  A'C  dieser  Gera- 
den J7,  als  die  rechtwinkligen  Projectionea  von />^  uild  ^C  auf 
X,  einerlei  (nicht  entgegengesetzte)  H^cktong  mid  gleiche  Länge, 
und  CS  ist  folglich 

DC=^DA'  +  A'0=zDA'  +  DB\  d.  h.: 

Werden  zwei  von  derselben  Ecke  D  ausgehende  Seiten  DA, 
DB  und  die  von  derselben  Ecke  ausgehende  Diagonale  D 6*  eines 


*)    In   dc8«cn  Theorie  anulyli<iiic  du  Systeme  du  wnndc,    Terae  I. 
4.  n.  Mf^. 
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Paralleldgramins  auf  eine  beilekig  durcli  />  gelegte  Cierade  recht« 
H'tnkllg  projidrt ,  so  ist  immer  die  Saiiime  der  Projeetionen  der 
beiden  Seiten  der  Pfnjection  der  Diagonale  gleich. 

Diese  Relation  gilt  übrigens  stets,  was  anch  die  darcb  D  ge- 
iBogcTne  Gerade  x  ^egen  das  Parallelogramm  für  eine  Lage  haben 
ma^,  dafern.  nur  je  zwei  Abschnitte  von  a:  mit  e'^nerlei  odef  ver- 
schiedenef)  Zeichen  genommen  werde» ,  jenachdem  ihre  durch  die 
Aufeinanderfolge  der  Buchstaben  ausgedrückten  Richtungen  einer- 
lei oder  einander  entgegengesetzt  sind*  Denn  alsdann  ist  immer 
aurh  dem  Zeichen  nach: 

D»=:A'0,    und    DO^DA'  +  AC 

mag  A^  zwischen  D  und  O  liegen;  wie  in  der  Figur >  oder  nicht. 

2)  Nehmen  iWr  noch  an,  dass  jeder  der  beiden  Winket, 
welche  die  Diagonale  mit  den  beiden  Seiten  macht,  zu  einem 
rechten  Winkel  in  einem  rationalen  Verhältnisse  stehe,  und  setzen 
wir  hiernach  die  zwei  Verhältnisse 

ADCilSO^^aim, 
CZ)Ä:180"  =  Ä:iÄ, 

wo  a,  b  und  m  ganze  positive  Zahlen  bedeuten.  Man  ssiehe- durch 
D  in  gerade  Linien,  welche  gleiche  Winkel  mit  einahder  machen, 

so  das«  um  D  herum  2m  Winkel,  jeder  =— -— ,  entstehen«   Da* 

-  ■      Hl 

bei  falle  D,C  in  eine  der  m  Linien.  Alsdann  werden  auch  DA 
und  DB  in  dergleichen  fallen,  nämlich  />^  in  die  ate,  auf  der 
einen  und  DB  in  die  6te  auf  ^er  andern  Seite  von  DC  liegende 
Linie.  Man  projicire  endlich  jeden  der  drei  Abschnitte  DA^  DB» 
DC  rechtwinklig  auf  jede  der  m  Linien  und  betrachte  alle  diese 
Projectionen  ihrer  Richtung  und  Grosse  na^h  als  auf  den  Punkt 
D  wirkende  Kräfte,,  so  dass  in  jeder  der  m  Linien  drei  Kräfte 
wirken ,  z.  B.  in  der  obigen  ^,  wenn  anders  so  eine  dieser  Linien 
ist,  die  drei  durch  DÄy  DR\  DC  vorgestellten  Kräfte.  Da  nun 
nach  voigem  Satze 

J)A'-^DB'=DC 

ist,  so  werden  immer  von  den  drei  in  einer  und  derselben  der  m 
Linien  enthaltenen  Kräften  diejenigen  zwei,  welche  durch  die  Pro» 
jectipnen  von  DA  und  DB  ausgedrückt  werden,  gleiche  Wirkung 
mit  der  durch  die  Projectiot!  von  DC  ausgedrOckten  Kraft  haben. 
Es  werden  daher  ancli,  ^ —  wenn  \nr  das  System  aller  der  Kräfte, 
welche  durch  die  Projectionen  von  DA  auf  die  m  Linien  vorge« 
erteilt  werden,  und  wozu  DA  selbst  mit  gebort,    mit  Ä  (/>/!'),  be- 
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aeichneD  nml  Aehwlicheft  wler  5  (DB^  und  *iS  (IH?)  versteheo, 
--  eä  werden  dann  aneii  die  Sysleine  S  (DA')  and  iS  (DB")  in 
Vereinigung  gleidiwirkend  mit  dem  Systeme' 5  (Dfy)  eein;  oder 
Iciirzer,  .wenn  wir  die  gleichfalls  in  D  ansubringenden  Resultanten 
dieser  drei  Systeme  bezieliungsweise  Ut  ß,  j  nennen:  ^  wird  y 
die  Resultante  von  a  und  ß  sein. 

3)  Wie  bekannt»  Iftsst  fdch  aus  den  ersten  Prineiplen  der 
Statik  leicht  darthun,  dass,  wenn  von  zwei  oder  auch  mebrern 
auf  einen  IVmkt  wirkenden  Kräften  eine  jede  mit  Beibehaltung 
ihrer  Richtung  ihre  Grosse  in  gleichem  VerhÜltnisse  ändert,  in 
demselben  Verhältnisse  auch  die  Resultante  der  Kräfte  ihre  GrOsse 
ändert  >   während  ihre  Richtung  unverändert  bleiM. 

Nun  sind  die  drei  Systeme  S  (DA'),  S  (D&)^  S  (DO),  als 

äeometrische  Figuren  betrachtet,  eioander  ähnlich ,  inoem  jedes 
erselben  dadurch  entsteht,  dass  man  auf  eine  der  y»  Linien, 
weiche  sich  in  D  unter  gleichen  Winkeln  schneiden»  von  D  ans 
einen  Abschnitt  von  gewisser  Länge  trägt  und  hierauf  denselben 
auf  die  m— 1  übrigen  Jiinien  rechtwiDklig  projicirt  Ans  dem  Sy- 
steme der  Kräfte  S(DAO  ^«rd  folglich  das  System  S(DB')  her- 
vorgehen, wenn  man,  die  Richtungen  der  Kräfte  des  erstem  An- 
iangs  unverändert  lassend,  die  Grosse  einer  Jeden  in  dem  Ver^ 
lältnisse  DA :  DB  ändert  und  sodann  das  ganze  System  um  D 
um  einen  Winkel,  =ADBf  nach  links  (in  unserer  rigor)  dreht 
Setzen  wie  daher  noch,  dass  die  Resultante  a  des  Systems  S(DA') 
ihrer  Grösse  und  Richtung  nach  gegeben  ist,  sp  werden  wir  da- 
mit nach  dem  angesogenen  S%tze  die  Gr^tauie  und  die  Richtung 
der  Resultante  ß  des  Systems  S(DB')  erhalten,  wenn  wir  die 
Grösse  von  a  in  dem  Verhältnisse  DA: DB, sich  ändern  und  die 
Richtung  von  a  um  D  um  einen  Winkel,  ^ADB,  nach  Ihiks 
sich  dreiien  lassen.    Auf  gleiche  Art  wird  die  GrOsse  von 

DC 
r^DA"" 

sein,  und  die  Richtung  von  /  wird  dadurch  gefunden  werden, 
dass  man  den  Winkel  von  y  mit  «  gleich  dem  Winkel  von  DC 
mit  DA  ^aeh  der  Linken  von  «  hin. macht 

Ueberhaupt  also  werden  sich  die  Grössen  der  Kräfte  «,  ß,  y 
wie  die  Längen  DA,  DB^  Z>C  vec halten ,  und  die  gegenseitige 
Lage  der  Richtungen  der  drei  erstem  wird  dieselbe  %vie  die  der 
drd  letstem  seln^  9o  dass,  wenn  die  Kräfte  »»  ß^y  ihren  Gros* 
sen  und  Richtungen  nach  durch  die  Linien  D^i ,  DB%^  D(\,  vor- 
gestellt werden,  die  Figiir  DAiC^Bi  der  Figur  DACB  ähnrich 
und  somit  ebenfalls  ein  Parallelogramm  ist,  in  welchem  die  Wui- , 
kel  der  Diagonale  DCi  mit  den  Seiten  zu  einem  Rechten  iu  ratio- 
nalen Verbältnissett  stehen* 
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Nun  n-ar  y  die  Bewtitaiite  vpn  a  uflid  ß,  umi  wir  echliesseii 
daher:  Soll  zh  twm  auf  eioen  Punkt  D  wirkenden  und  ihrer  Grr>6$e 
und  Richtong  nach  doreh  die  Linien  DAi  und  DB^  vorgestellten 
KräAen  die  Resultante  gelunden  werden,  ao  vollende  man  den 
Winkel  AiDBit^zM  einem  Parallelogramm,  und  es  wird  die  Dia- 
gonale Dl\  desselben  die  gesuchte  Resultaote  ihrer  Grosse  und 
Richtung  nach  ausdrOcken»  —  dafern  die  Verhältnisse  der  Win^ 
kelA^'DC^  und  CiDBi  ssu  einem  rechteir  Winkel  rational  sind. — 
Dieselbe  Constroction  nniss  aber  auch  bei  irrationalen  Winkel* 
Verhältnissen  gelten^  da  durch  genugsam  grosse  Annahme  der 
Zahl  m  rationale  Verb&ltnisse  gefunden  werden  können ,  die  den 
irrationalen  so  nahe ,  ais  man  will ,  kommen.  Der  in  diesem  Falle 
di^rch  die  Deductio  ad  absurdum  sd  flihrende  schärfere  Be* 
weis  dürfte  hier  nicht  am  Orte  sein. 


Zusätze,  a.  Dje  Richtungen  von  a,  ß,y  bilden  nicht  bloss 
dieselben  Winkel  mit  einander»  ^ wie  die  Richtungen  von  DA, 
DB,  DC,  sondern  sind  mit  den  letztern  vollkommen  identisch. 
Denn  da  die  Projectionen  \'on  DA  auf  zwei  der  m Linien,  welche, 
auf  verschiedehen  Seiten  von. DA  liegend,  mit  DA  gleiche  Win- 
liel  machen ,  offenbar  einander  gleich  sind , '  so  hat  die  Resultante 
dieser  zwei  Projectionen  DA  selbst  zur  Richtung;  und  da  das 
•System  S(DA')  aus  DA  und  aus  solchen  Paaren  von  Projectionen 
zusammengesetzt  ist,  so  ist  die  Richtung  der  Resultante  a  die- 
ses Systems  gleichfalls  DA.  Ebenso  zeigt- sich,  dhss  DB  und 
DC  die  Richtungen  von  ß  und  y  sind, 

b.  Weil  der  Winket  DA'A  ein  rechter  ist,  so  ist  A'  ein  Punkt 
des  um  DA,  als  Durchmesser,  beschriebenen  Kreises.  Auf  gleiche  . 
Art  ist  die  Projection  von  B(C)^  auf  eine  wtllkahrlich  durch  D 
gelegte  Gerade  der  Durchschnitt  dieser  Geraden  mit  einem  Kreise, 
welcher  DB  (DC)  zum  Durchmesser  hat.  Beschreibt  man  daher 
.um  die  Seiten  DA,  DB  und  die  Diagonale  DC  eines  Parallelo* 
gramms  DACB,  als  um  drei  Durchmesser,  Kreise,  so  ist  immer, 
weun  eine  durch  D  gelegte  Gerade  diese  drei  Kreise  resp.  noch 
in  A,R,C  schneidet,  DO  der  Summe  von  DA'  und  >DB' 
gleich.  Ond  umgekehrt!  Zieht  man  durch  den  einen  Dnrchschnitts- 
pnnkt  D  zweier  sich  schneidenden  Kreise  beliebig  eine  Gerade, 
welche  die  zwei  Kreise  noch  in  A*  und  B'  treffe ,  und  bestimmt 
man  inü, dieser  Geraden  einen  vierten  Punkt  C  so,  dass 

DC=DA'^DB, 
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»o  ist  der  geometrische  Ort  von  O  ein  dritter  durch  D  gehender 
Kreis  von  soleher  Gr^se  nnd  Lage',  dasd  sein  Durchmesser  DC 
die  Diagonale  eines  Parailelogramms  ist»  welches  die  Dun*!!- 
niesser  DA  und  DB  der  beiden  erstem  -  Kreise  zu  anliegenden 
Seiten  hat. 

Da  hiernach  von  je  drei  von  D  ausgehenden  un^  in  dersel- 
ben Geraden  liegendeu  Sehnen  der  drei  Kreise  die  Sehne  de«s 
dritten  stets  aus  den  Sehnen  der  zwei  erstem  zusainmengesetst 
ist,  60  kann  man  den  dritten  Kreis  zusammengesetzt  aas  den 
zwei  erstem  nennen.  Und  eben  so,  wie  zwei,  lassen  sich  auch 
drei  und  mehrere  durch  einen  und  denselben  Punkt  D  gehende 
Kreise  zn  einem  neuen  zusammensetzen.  Dabei  ist  der  von  D 
ausgehende  Durchmesser  des  neuen  Kreises ,  statisch  ausgedruckt, 
die  Hesultante  der  von  D  ausgehenden  Durchmesser  der  gegebe- 
nen Kreise. 

Werde  nur  noch  bemerkt,  dass  das  von  der  Zusammen- 
setzung von  Kreisen  Gesagte  vollkommen  auch  auf  die  Zusam- 
mensetzung zweier  oder  niel^rerer  durch  einen  upd  denselben 
Punkt  gehenden  Kugelflächen  Anwendung  leidet.  VersL  mein  Lehr- 
buch der  Statik,  1.  Theil,  S.  131. 


Berichtigung. 

In  Taf.  II.  Fig.  6.  ist  an  das  Ende  der  Linie  DC  noch  der 
Buchstabe  x  zu  setzen. 
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AiUerarisiclier   Bericlite 


Oeschlchte  der  Mathematik. 

ScbolieD  zu  Christoph  Rudolphs  Coss  von  Dr.  A. 
Drechsler,  Lehret  der  Mathenatik  und  Physik  am 
VitzthomschenGeschleehtsgynitiasianiondBlochiaann''' 
sehen  Gymnasial-Erziehnnesbass  zu  Dresden.«  Dres- 
den. 1851.  8. 

Dieses  sehr  leseoswertbe  Schulproeramni  ^iebt  eine  sehr 
deutliehe  Vorstellung  von  der  Art  end  Weise«  wie  die  alten  AU 
feebraisten  die  Wissensehaft  behandelten.  Foli^ende  Ausgabe  der 
Coss  Christoph  Rudolphs  hat  der  Herr  Vf.  seiner  beachtensn-er- 
tben  Abbandiung  zu  lirunde  gelegt: 

^^te  (Lofi  ([\>tiiiopl}  ^a^olpba.  XfÜt  fdbinm  ttj:empcln  t>ec 
Co#  öotcb  Vnidbael  &ifel  aebeffert  unö  febc  gemebct.  3u  :Kd/ 
niß&betß  in  Pceagen  ge^taat,  ^Qtd>  Hlepan^mm  JLatomyelenfem 
im  lor  I5ö3." 

Solche  GegenstSnde  aus  der  Geschichte  der  Mathematik 
sollten  Öfters  in  Schulprogranimen  bebahdelt  werden. 


Systeme,  Iiehv-  und  W^ltrterlbilcher. 

Die  Elemente  de^  aoaivtlschen  Geometrie,  der 
Differential-  und  Integralrecnnung.  Zum  Gebrauch  in 
technischen  Lehranstalten  bearbeitet  von  K.  W.  Koo- 
chenhauer,  Director  der  Realschule  in  Meiningeu. 
Jena.  185L  8.    1  Tbl.  10  Sgr. 

Basd  XVII.  65 
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Allerdings  ourdie  ersten  Elemente  der  aardeni^ Titel  genannten 
Wisnenschaflen.  Die  Darstellung  der  Differentialrechnung  bewegt 
sich  lediglich  in  den  allergew5hnlichsten  Vorstellungswetsen  von  dem 
Unendlichkleinen,  und  erinnert  im  Ganzen  sehr  an  Abraham  Gott- 
heit Kä8tner*s  Anfangsgrunde  der  Analysis  des  Unendlichen  von 
anno  1799.  Wie  schwer  doch  Neueres,  wirklich  Besseres  ond 
Grundlicheres  ülingan^  findet!  fiir manche  Realschule  mag  indess 
das  Buch  ganz  brläuchbar  sein. 

Compendiuni  der  höheren  Mathematik.  Von  Adam 
Ritter  von  Burg.  Zweite,  sehr  vermehrte  und  ver- 
besserte Auflage.  Mit  vier  Kupfertafen.  Wien  1851. 
8.  4  Thir. 

Diese  Anzeige  von  dem  Erscheinen  einer  zweiten  Auflage 
wird  genügen,  &  das  Werk  aus  seiner  ersten  Auflage  hinrei- 
chend bekannt  ist. 


Arithmetik* 

Die  complexen  Werthe  der  Fnndamental-Ponctio- 
nen  in  geometrischer  Darstellung  vom  Prorector  Dr. 
6rebel-am  Gymnasium  za  Zeitz  (Scbulprogramm  von 
Ostern  1851.).    Zeitz.  1851.  4. 

Dieses  lesenswerthe  Schutprogramm,  welches  leider  hier 
keinen  Auszug  gestattet,  enthält  werthvolle^  Beiträge  zu  dem  auf 
dem  Titel  genannten,  in  neuerer  Zeit,  auch  im  Archive,  von  meb* 
reren  trefflichen  Mathematikern  behandelten  Gegenstande,  der 
wie  so  vieles  Andere  bekanntlich  Gauss  seine  Anregung 
verdankt.  Je  mehr  dieser  Gegenstand  nach  unserer  Ueberzeugong 
noch  weiterer  Aufklärung  bedarf,  mit  desto  grosserem  Danke 
sind  neben  den  erwähnten  Arbeiten  auch  die  Bemühungen  des 
Herrn  Vfs.  der  vorliegenden  Schrift  anzuerkennen. 

Tabelle  der  redncirten  positiven  ternären  quadra- 
tischen Formen  nebst  den  Resultaten  neuerer  For- 
schungen über  diese  Formen  in  besonderer  Rücksicht 
auf  ihre  tabellariche  Berechnung«  von  Dr.  G.  Eisen- 
stein, Docenten  an  der  Univ.  zu  Berlin.  Berlin.  1851. 
4.  22ys  Sgr. 

♦ 

O^r  Titel  bezeiebnet  den  Inhalt  hinreichend. 


Digitized  by 


Google 


•JL- 


843 


Oeometrle. 

Aphorismen  und  BiBiträge  zu  der  Anscbauungslehre 
inden  mathematischen  Wissenschaften  vonRuprecht, 
Rittmeister  a.  D.    Hersfeid.  1850.  4. 

In  der  That  sehr  seltsamq  Aphorismen ! 

Lehrbuch  der  darstellenden  Geometrie  für  Ge* 
werbsschulen  von  Fr.  Aug.  Klineenfeld,  Prof.  an  der 
Gewerbsschule  zu  Nürnberg.  Nfiraberg.  1851.8.  24 
Sgr. 

Ohne  sieh  auf  krumme  Flächen  einzulassen^  enthält  dieses 
Lehrbuch  in  deutlicher  Darstellung  die  Elemente  df;r  descriptiven 
Geometrie.  In  einem  Anhange  sind  die  nothweodigen  stereome- 
trischen Elementarsätze  zusammengestellt. 


l 


Solution  du  probleme  de  1a  quadrature  du  cercle 
ar  Michel  Miladowski  et  Antonie  Izbicki,  son  Colta- 
orateur.  4. 


Diese  Schrift  ist  uns  so  eben  zugesandt  worden,  und  wir  möS' 
sen  sie  daher  hier  «lern  Titel  nach  anzeigen,  um  von  ihrer  Ezistens 
Kenntniss  zu  geben.    In  der  Vorrede  sagen  die  Herrn  Verfasser; 

,»L'opinion  generale  sur  rimpossibilit^  de  la  ri^solution  du 
Probleme  de  la  qnadratAre  du  cercle  peut  donc  ^tre  un  areoment 
peremptoire,  nous  le  reconnaissons  nousmemes,  mais  sewetnent 
dans  le  cas  oü  nous  continnerions  k    la  chercber   par   des  voie» 

J'usqu'a  present  employ^es;  mais  on  ne  peut  point  afBrmer  qu'a 
a  snite  de  recherches  faites  par  d'autres  voies,  la  Solution  de  ce 
Probleme  seit  impossible. 

Nous  allons  en  demontrer  la  possibilttö  par  les  döveloppe- 
ments  suivants,  que  nous  soumettons  ä  Tappr^ciation  des  hommes 
eclair^s.'* 

Auf  diese  „  appr^ciation  *'  kunnen  wir  aber  im  vorliegenden 
Falle  uns  an  diesem  Orte  begreiflicherweise  nicht  einlassen, 
sondern  radssen  dieselbe  ganz  unsern  lecteurs  peut  •  etre  plus 
eclair^  que  nous  m^mes  fiberlassen. 

Mi^moire  sur  quelques  lignes  conrbes  tracöes  sur 
un  ellipsoide  et  sur  la  sufface  du  cone  ellipti(|ue  par 
M.  le  Dr.  J.  Dienger,  Professeur  de  roath^matioues  ä 
l'Ecole  polytechni.qne  de  Carlsruhe.  Rome.  1851.  8. 

Dieses  aus  den  Annales  des  Sciences  Mathämatiques 
et  Pbysiques  de  Rome.  Mars.  1851.  besonders  abgedruckte 
Mömoire  enthält  mehrere  sehr  schone  analytische  Untersuchungen 
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über  das  dreiaxige  Eliipsoid,  namentlich  über  Corven  auf  demsel- 
ben, unter  denen  sich  die  C4irve  befindet,  von  der  Laplace  ia 
der  Mäcanique  cöleste.  L.  lU.  Ch,  V.  N.  38.  p.  109.  spricht. 
Ueber  die  Oberfläche  des  elliptisehen  Kesels  sagt  der  Herr  Vf. 
am  Ende  seiner  sehr  beachtensvverthen  Abnandlun(;:  »»Nous  voyons 
donc  qae  Tairedn  cone  eliiptique  peut  dtre  calcnUe  an  moyen 
dedi  fonetions  eliipäqaes  dans  le  cas  ou  la  projection  de  U  i'*&^^ 
iui  Joint  le  sommet  da  cooe  et  le  centre  de  rellipse  sur  le  plan 
e  cette  courbe  tombe  dans  la  direction  de  Fun  des  axes  princü- 
paux  de  l'eüipse/'  —  M5ge  die  Abhandlang  die  sehr  verdiente  Be- 
achtung finden. 


3: 


Memoire  sur  les  colonnes  torses  par  M.  le  Cheva- 
lier Faä  de  Brunei    Paris.  1850.  4. 

Wir  elauben  diese  Abhandlung  den  Lesern  des  Archivs  nicht 
in  architektonischer,  sondern  in  geometrischer  Beziehung  rar  Be- 
achtung empfehlen  zu  müssen.  Der  Herr  Vf.  betrachtet  n&uiich 
in  derselben  eine  grossere  Anzahl  krummer  Flächen,  welche  bis 
jetzt  in  die  Geometrie  noch  nicht  Eingang  gefunden  haben»  aber 
bemerkenswerthe  Eigenschaften  zu  haben  scheinen ,  und  bei  dem 
Vortrage  der  allgemeinen  Theorie  der  Flächen  gewiss  anch  sehr 
zweckmässig  als  Beispiele  benutzt  werden  können»  da  man  Bei- 
spiele dieser  Art  nicht  genug  haben  kann.  Der  Herr  Vf.  giebt 
diesen  Flächen  folgende  P^amen :  Sinusoide  droit.  Sinusoide  dif- 
f^rentiel.  >Sinusol(i(e  oblique.  Sinusoide  spiral.  Diese  geboren 
2u  den  Colonoes  torses  a  noyau  cylindrique.  Ferner:  Equations 
de  la  Spirale  eonique  et  de  la  Scolioide.  Scolioide  oblique.  Sco- 
lioide  Spiral.  Diese  gehören  zu  den  Colonnes  torses  a  noyau 
coniaue.  Zuletzt  betrachtet  der  Herr  Vf.  die  Ligne  de  Separation 
d'omore  et  de  lumi^re»  ombre  portäe  et  points  lumineux  dans  le 
sinusoide  spiral.    Die  Gleichung  des  Sinusoide  droit  ist  z.  B. 

Die  Glcicliung  des  Sinusoide  spiral  ist 

V"^TS*  =  ^  +  *s«n  j^  +  arctang  =^-| 

« 

Die  Gleichungen  der  übrigen  Flächen  sind  weitläufiger  und  lassen 
sich  hier  nicht  niitthe^len.  Wir  verweisen  aber  nochmals  aas  dem 
oben  angedeuteten  Gesichtspunkte  auf  diese  Abhandlung, 
besonders  weil  wir  Beispiele  zu  allgemeinen  Theorien,  die  auch 
eine  praktische  Bedeutung  haben,  immer  für  besonders  zweck- 
mässig halten.  Ueber  die  Colonnes  torses  selbst,  n^tmlicfa  über 
die  spiralförmig  gewundenen  Säulen,  die  man  oll  in  ^othischen 
Kirchen  findet,  sagt  der  Herr  VC  am  Eingänge  seinem  sehr 
lesenswerthen  Memoire's  Folgendes: 

Les  colonnes  torses,  doat  le  g^nie  de  rhomnie  tire  tant  de 
parti  dans  ses  ouvrages  les  plus  magnifiques,  ont  ete  judqu'ici 
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pen  etttdii^fi  en  ce  qui  concerne  leur  g^n^ration  göom^trique.  Sous 
ce  raport  on  n'est  pas  plii»  avanc^  aujourd*hiit  qu'on  ne  Tetait  tl 
y  a  bien  de  si^cles.  Pourtant  ces  coloone«,  oui  r^nnissent  a  un 
si  hant  degr^  la  varietö  k  T^leganee»  et  dont  les  premiers  fonda- 
teurs  d'egiises  gothiqaes  se  sont  pnncipalement  servis  Dour  ex- 
primer  k  la  fois  ia  perfection  InacceAsible  et  Fölevation  de  l'äme 
a  Uieiii  devaient  pouvoir  ^tre  repr^sent^es  g^om^triquement  d*ane 
mantere  plus  simple  et  plus  exacte  qn'on  ne  le  pensait^  afia  de 
joatifier  le  cboix  qae  rhomroe  en  avait  fait  et  le  seotimeut  du 
beaa  qui  Tavait  inspir^. 

Möge  die  Abhandlang  bei  den  Geometern  die  gewiss  recht 
sehr  verdiente  Beachtung  finden,  die  wir  derselben  wünschen; 
die  Beurtheilung  ihres  architektonischen  Werths  müssen  wir  An- 
deren überlassen. 


j^stronomie* 

De  fide,  qnae  sit  astronoraorum  in  parallaxl.fixa- 
rum   ex^uirenda  caiculis  tribuenda»   diäsertatio  quam 

Sublico    exaraini    subjicit  F.  T.    Blomstrand»  respon- 
ente  F.  B.  B.  Selaoder.    Luudae.  1850.  4. 

Eine  leiseaswerthe»  mit  vielem  Fleiss  verfasste  Dissertation,  tn 
welcher  die  Methoden  zur  Bestimmung  der  Parallaxe  der  Fix- 
sterne ^ehr  deutlich  theoretisch  entwickelt  werden,  und  dann  die 
von  ihnen  gewährte  Sicherheit  sorgfälltig  geprüft  wird. 


KT  a  u  t  i  k. 

Ueber  Leuehtthürme.  Nach  eneliscben,  franzosi- 
schenund  deutschen  Quellen  bearbeitet  vonA.  Hess, 
Jngenieur  zu  Guttingen.  Mit  vier  Figurentafeln.  Ber« 
lin.,185i.  4.     IThlr.  20Sgr. 

Eine  fletssige  Zusammenstellung  des  Technischen,  Optischen 
und  Historischen  über  Leuchtthürme. 

Prof.  Dr.  Vini:.  Gallo:  Trattato  di  navigazione.  2  Voll. 
Trieste.  1851.  4. 

Wir  werden  Tim  diesem  Werlce,  das  ans  noch  nicht  zugegangen  ist, 
•pätor  eilte  ansfuhrliche  Anzeige  liefern. 
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P  li  y  s  i  k. 

Ueber  die  Bewegnne  schwingender  Korper  im 
widerstehenden  Mitte!  nTit  Rflcksicht  auf  die  Newton' 
sehen  Pendelversuche.  Von  J.  F.  W.  Gronau,  Ober- 
lehrer an  der  8t  Johannischule  zu  Danzig.  Daiizig 
1850.  4. 

Diese  interessante  kleine  Schrift  'gestattet  leider  einen  Aus- 
zug nicht,  ist  aber  der  Beachtunu:  der  Lieser  des  Archivs  zu  em- 
pfehlen. üieBerechnungder  Newton  sehen  Versuche  fuhrt  Obrigeos 
2$.  13.  zu  sehr  wenig  mit  einander  übereinstimmeifden  Resultaten. 

Die  galvanischen  Grund  versuche»  mathematisch 
erklärt  und  die  Theorie  des  Condensators  von  Dr. 
AdrianWeiss,  Rector  und  Lehrer  der  Math,  und  Phy- 
sik an  der  kunigiichen  Gewerbschule  zu  Ansbaco. 
Ansbach.  1851.  4.    ]  Thir.  10  Sgr. 

Die  Grundlage  dieser  Abhandlung  bildet  der  Satz:  Wenn 
irgend  zwei  Körper  (Metalle)  sich  berühren,  so  werden  in  ihnen 
vermöge  dieser  Berfihrung  gewisse  Mengen  vorher  sich  neutra* 
lisirender  entgegengesetzter  Etectricitäten  getrennt  und  diese  la- 
gern sich  au(  den  zwei  Körpern  so,  dass  die  Intensitäten  ihrer 
electrischen  Zustände  einen  constanfen  von  der  Materie  beider 
Korper  bedingten  Unterschied  (die  Spannung)  behaupten.  Die 
zwei  Körper  nennen  wir  Electroniotoren ,  auch  für  den  Fall,  wo 
die  Differenz  so  unbedeutend  ist,  dass  man  sie  noch  auf  kein« 
Weise  wahrnehmbar  machen  kann.  Eine  Verbindung  mehrerer 
hinter  einander  sich  berührender  Electromotoren,  welche  zugleich 
gute  Electricitätsleiter  sind,  nennen  wir  Säule. 

Die  bekannten  Versuche  Jägers  stimmen  mit  Ausnahme 
eines  Punktes  mit  den  Resultaten  der  Theorie  fibereio.  Der 
Herr  Vf.  bedient  sich  nur  der  niederen  Algebra. 

Der  eigentlichen  Betrachtung  der  galvanischen  Sänie  wurde 
die  im  Archive  der  Math.  und. Physik.  Tbl.  XIII.  abge- 
druckte Abhandlung  des  Herrn  Vfs.  über  die  Condensatorwu- 
kung  vorangestellt,  wegen  des  inneren  Zusammenhanges  beider 
Abhandlungen.  Wir  glauben  die  vorliegende  Abhandlung  der 
Beachtung  der  Leser  recht  sehr  empfehlen  zu  müssen. 

Grundzöge  einer  Meteorologie  für  den  Horizont 
von  Prag,  entworfen  aus  den  au  der  k.  k.  Universitäts- 
Sternwarte  daselbst  in  den  «lahren  1771  bis  1846  an- 
gestellten Beobachtungen  von  Karl  Fritsch,  Assi- 
stenten an  der  k.  k.  Sternwarte  u.  s.  w.  Prag  1850.  4, 
1  ThIr.  20  Sgr. 

Mochte  allen  bedeutenderen  Orten  eine  so  umfassende  und 
grundliche    Behandlung    ihrer    meteorologischen    Verhältnisse   zu 


Digitized  by 


Google 


847 

Theil  werden,  wie  «ie  hier  Prae  durch  den  Herrn  Yf.  tu  Theii 
wird,  und  wie  dieselbe  jetzt  uekanutlich  hauptsächlich  durch 
Kreil's  Bemühungen  für  denganaen  usterreichischen  Kaiserstaat 
angebahnt  wird. 


Termisclite  Schriften/] 

Sitzungsberichte  der  Kaiserlichen  Akademie  der 
Wissenschaften  zu  Wien.  (S.  Literar.  Ber.  Nr.  LXII. 
S.  817-) 

Jahrgang  1850.  Zweite  Abth.  (October).  S.  228. 
Bou^,  Deber  die  ewigen  Gesetze  der  Natur,  besonders  in  der 
Mineralogie»  Geologie  und  Paläontologie.  —  S.  232.  Spitzer: 
Ueber  die  Auflösung  transcend enter  Gleichungen  mit  einer  unbe- 
kannten Grosse.  —  S.  232.  Brücke:  Untersuchungen  übet  die 
subjectiven  Farben.  —  S.  281.  Pierre:  Bemerkungen  dber  zweck- 
mässige Construction  von  Reisebarometern.  —  S.3m  Sknhersky: 
Die  orthographische  Parallelperspective. 

Jahrgang  1850.  Zweite  Abth.  (November.)  S.  351. 
Natterer:  Gasverdichtungs  -  Versuche. —  S.  398.  v.  Steinheil: 
Beschreibung  einer  von  ihm^construirten  Brückenwage.  —  S.  442. 
Haidinger.  Mittheilung  eines  an  ihn  gerichteten  Schreibens  des 
Sir  David  Brewster  über  die  Natur  der  Polarisationsbusqhel. 

Jahrgane  1850.  Zweite  Abth.  (Deceraber).  S.  448. 
Millitzer:  Vergleichung  der  drei  zu  Regnaults  Psychrometer 
von  Fastre  in  Paris  verfertigten  Thermometer.  —  S.  479.  Sc h rot- 
te r:  Ueber  das  Verhältniss  der  chemischen  Anziehung  der 
WSrme.  —  Seidel:  Allgemeine  Uebersicht  der  meteorologischen 
Beobachtungen  zu  Bodenoach  in  Böhmen  im  Jahre  1849.  Zusam- 
menstellung der  ndeteorologischen  Beobachtungen  vom  Jahre 
1829-1849. 

The  Cambridge  and  Dublin  mathematical  Journal 
Edited  bv  W.  Thomson,  M,  A.,  T.  R.  S.  E.  Vergl.  Lite- 
rar. Ber.  Sr.  LXIV.  S.  836. 

No.  XXVI.  On  the  Theory  of  Linear  Transformations.  Con- 
tinued.  By  Geo.  Boole.  ~  On  the  Reduction  of  the  General 
Equation  of  the  nth  Degree.  Bv  same.  —  On  the  Theorems 
in  Space  analogons  to  those  of  Pascal  and  Briaochon  in  a  Plane. 
Part  III.  By  Thomas  Weddle.  —  On  certain  Definite  Inte- 
grales. By  Arthur  Cayiey.  —  On  Arbogast's  Metbod  of  De- 
rivations. By  W.  F.  Don  km.  —  On  the  mode  of  using  the 
signs  -f  and  —  in  Plane  Geometry.  By  De  Morgan.  —  On 
Certain  Geometrical  Theorems.  —  On  Mariotte's  Law  of  Fluid 
Elasticity.  By  Henry  Wilbraham.  —  Repiy  to  Professor 
Boole's  Observations  on  a  .Theorem  contained  in  the  last  Novem- 
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her  Namber  of  the  Journal.  By  J.  J.  Sylvester.  —  On  the 
Method  of  Vanishing  Groups.  By  James  Cookie.  —  On  the 
Laws  of  the  Elasticity  of  Solid  Bodies  By  W.  J.  M.Rankine.  — 
Mathematicai  Notes:  I  Coustruction  by  tbe  Ruier  alone  to  de- 
termiue  the  nioth  Point  of  Intersection  of  two  Curves  of  the  Third 
Degree.  By  A.  S.  Hart.  II.  On  Clairauts  Theorem.  By  Sa- 
^muei  Hanghton.  III.  Laws  of  tbe  Elasticity  of  Solid  Bodies. 
By  W.  J.  M.  Rankine.  IV.  Note  on  Mr.  Cockle*s  Solution  of 
a  Cubic  Equation.  By  Arthur  Cayley.  —  Sketsch  of  a  Me- 
moir  on  Elimination,  Transformation  •  and  Canonical  Forms.  By 
J.  J.  Sylvester. 

Te  Next  Number  n^ill  Ptablished  on  the  Ist  of  November. 

Herr  A.  Cayley  gibt  in  seiner  Note  über  eine  Auflösung  dei 
cubischen  Gleichungen  des  Herrn  Cockle  folgende  Auflösung: 

Wenn 

die  Gleichung  ist,  so  ist 

^  {(arf-6c)-V^(-J!f))  y-P-f  ä(gc-6«)c 
{(ad^bcyr(-3i)]a^2(ac-6^VP 
för 

»=6fl6cd-4€ic»-46»d+36«ca-a«eP. 

Eine  vollständige  Entwickeinng  dieses  Resultats  durch  einen 
der  geehrten  Leser  des  Archivs,  und  deren  Mittheiinng  in  dieser 
Zeitschrift,  dffrfte  sehr  wfinschenswerth  sein. 
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JLlterarliselLer   Berlclit. 

'       Oeometrie. 

Anfangsgründe  der  Geometrie  aus  der  Anschauung 
begriffsmässig  entwickelt  In  Folge  hohen  Auftrags 
des  Ministeriums  des  Kultus  undUnterrichts.  Von  Dr. 
L.  C.  Schultz  V.  Strassnitzki,  o.  o.  Professor  der  hu- 
bern Mathematik  am  k«  k.  polytechnischen  Institute 
zu  Wien.  Erstes  Heft.  Für  die  erste  Grammatikai- 
Klasse.  Wie9.  Verlag  von  Carl  Gerold.  1851.   8.    16  Sgr. 

Die  yoriiegende  Schrift  ist  uns  ein  neuer  höchst  erfreulicher 
Beiveis,  wie  sehr  das  k.  k.  österreichische  Ministerium  des  Kul* 
tus  und  UoterTichtes  bemühet  ist^  den  Unterricht  in  allen  Lehr- 
eegenstSoden  auf  allen  niederen  und  höheren  Unterrichtsanstalten 
kräftig  zu  fördern»  und  dieselben  zu  wahren  volksthümlichen  An- 
stalten zn  machen ,  wodurch  die  genannte  Behörde  die  ihr  von  der 
Zeit  gestellte  Aufgabe  auf  eine  jfdes  warme  Menschenherz  wahr- 
haft erfreuende  und  erbebende  Weise  lösen,  und  sich  den  wärm- 
sten Dank  der  Mit-  und  Nachwelt  erwerben  wird.  Je  falschere 
Begriffe  über  das  österreichivsche  Unterrichtswesen  man  in  Deutsch- 
land noch  häufig  verbreitet  findet,  desto  mehr  haben  wir  es  schon 
nehnnals  flir  unsere  Pflicht  gehalten,  auf  so  erfreuliche  Beispiele, 
wie  UPS  wieder  das  vorliegende  Buch  eines  darbietet,  brnzuwei 
sen.    P^ua  einige  Worte  über  das  Buch   selbst. 

Das  vorliegende .  erste  Heft  ist  für  die  erste  Grammatikal 
Klasse  bestimmt.  Was  die  Benennung  „erste  Grammatikaiklasse'' 
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eigentlich  für  eine  Klasse  bezeichnet^  wissen  wir  nicht;  indes» 
glauben  wir  uns  davon  folgende  Vorstellung  machen  zu  kunnen. 
Die  preussischen  Gymnasien  bestehen  bekanntlich  vorschriftsmäs- 
sig  aus  sechs  Klassen ,  von  denen  man  zwei  (Prima  und  Secnnda) 
die  oberen,  zwei  (Tertia  und  Quarta)  die  mittleren,  zwei  (Quinta 
und  Sexta)  die  unteren  nennt,  und  durch  diese  Eintheilung  zu- 
gleich drei  sogenannte  Bildungsstufen  bezeichnet  In  Sexta  nun, 
der  untersten  Klasse  der  preussischen  Gymnasien,  die  sich  an 
die  gewöhnliche  Bürgerschule  anschliesst,  beginnt  der  strenge 
Unterricht  in  der  lateinischen  Grammatik,  und  da  dies  nun  in  der 
ersten  Grammatikaj-Klasse  der  österreichischen  Gymnasien  unstrei- 
tig auch  geschieht,  so  müssen  wir  der  Meinung  sein,  dass  die 
erste  Grammatikal-Klasse  der  österreichischen  Gymnasien  mit  der 
Sexta  der  preussischen  Gymnasien  in  Parallele  zu  stellen  sei.  Auf 
den  letzteren  Lehranstalten  pflegt  der  strenge  geometrische  Unter; 
rieht  erst  auf  der  mittleren  Bildungsstufe,  d.  h.  in  Quarta,  zu  be- 
ginnen; auf  den  österreichischen  Gymnasien  würde,  wenn  unseie 
obige  Ansicht  über  den  gegenseitigen  Standpunkt  der  Klassen 
richtig  ist,  —  und  nach  dem  vorliegenden  Buche  zu  urtheilen,  —  dies 
schon  in  der  untersten  Klasse,  welche  also  mit  Sexta  der  preus- 
sischen Gymnasien  parallel  läuft,  der  Fall  sein.  Dies  führt  uns 
nun  von  selbst  auf  nie  Frage,  ob  das  vorliegende  Buch  eine  An- 
leitung zu  einem  streng  geometrischen  Unterrichte,  oder  nur 
^u  einer  sogenannten  Anschauungslehre,  wie  sie  wohl  in  den  un- 
tersten Klassen  der  preussischen  Gymnasien  ertheilt  wird,  gebe. 
Wir  verneinen  nnbedingt  das  Letztere ,  und  bejahen  das  Erstere. 
Denn  mag  auch  der  Herr  Verf.  gleich  im  Anfange  der  Vorrede 
der  sogenannten  euklidischen  Methode  keineswegs  das  Wort  reden, 
so  giebt  dessenungeachtet  sein  Buch ,  dessen  vorliegendes  erstes 
Heft  etwa  die  Sätze  des  ersten  Buchs  der  Elemente  des  Euklides 
bis  zur  34sten  Proposition  enthält»  eine  sehr  zweckmässige  An- 
leitung zur  strengen  Geometrie  und  ist  keineswegs  eine  blosse 
sogenannte  Anschaunngslehre.  Denn  ob,  um  nur  auf  ein  Beispiel 
hinzuweisen,  Euklides  die  Hauptsätze  von  den  Paralleiiinien  in 
der  Ordnung  beweist,  dass  zuerst  die  drei  Sätze  bewiesen  wer- 
den, in  denen  aus  der  Gleichheit  der  Gegenwinkel,  ans  der 
Gleichheit  der  Wechselwinkel,  endlich  daraus,  dass  die  Summe 
zweier  inneren  Winkel  an  derselben  Seite  der  schneidenden  Linie 
'  zwei  rechte  Winkel  beträgt,  auf  die  Paralleiität  der  Linien  ge- 
schlossen wird^  und  dann  die  Umkehrung  dieser  Sätze  folgen 
lässt;  oder  ob  der  Herr  Verf.  es  zweckmässig  findet,  die  Sache 
umzukehren,  d.  h.  den  letzteren  Satz  voranzustellen,  und  dann 
die  drei  ersteren  folgen  zu  lassen:  das  ist  uns  ganz  ffleEcbgfiitig, 
wenn  die  Sätze  dem  Lehrling  nur  zu  vollständiger  Anschauung 
gebracht  werden,  und  er  von  deren  Richtigkeit  vollstfindi{^  über- 
zeugt wird:  Schon  darin,  dass  überall  die  Sätze  und  ihre  Um- 
kehrungen, wenn  dieselben  zulässig  sind,  streng  von  einander 
feschieden  werden,  erkennen  wir  das  Wesen  der  euklidischen 
leüiode,  wie  ausserdem  auch  an  allen  übrigen  Stellen  des  vor- 
liegenden Buches,  wofeei  es  uns  auch  ganz  gleichgültig  is4,  ob 
der  Herr  Vf.  Parallelogramm,  wie  Euklides,  oder  dalffr C^leich- 
Jaufeck  oder  Gleicheck,  u.  dergl.  sagt.  Und  ein  anderes  als  ein 
strenges  Lehrbuch    der  Geometrie  ko>)ntc   auch  ein  so  strenger 
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und  ausgeseichneler  Mathematiktr  -wie   der  Herr  Verf.  gar  nicbt 
'schreiben. 

Was  nun  aber  die  Entwickelung  der  Lehren  der  Elementar- 
ffeometrie  für  den  Unterricht  und  bei  demselben  betrifft,  so  hat 
der  Herr  Verf.  mit  allem  Rechte  den  etwas  starren  Weg  des  Ea- 
kUdes  eänzlich  verlassen,  und  die  sogenannte  sokratisch- heuristi- 
sche Methode  In  vortrefflicher  Weise  angewandt«  oder  vielmehr 
zur  Anwendung  derselben  dem  Lehrer  eioe  v^rtretflicho  Anleitung 
g^eben,  in  der  uns  immer  ein  wirklicher  mathematischer  Geist 
entgegen  tritt,  wie  es  gleichfalls  bei  dem  Herrn  Vf.  nicht  anders 
zu  erwarten  war.  Auch  ist  überall,  wo  es  anging  und  zweckm^'s- 
sig  war,  um  so^zu  sagen,  die  praktische,  d.  h.  auf  Gegenstände 
der  Praxis  gerichtete,  Anschauung  zu  Hülfe  genommen  worden. 
Unter  euklidischer  Methode,  der  wir  so  oft  das  Wort  geredet 
haben,  verstehen  wir  im  Allgemeinen  nur  geometrische  Strenge; 
wie  dieselbe  erreicht  wird,  ist  uns  gleicheüitig;  und  insbesondere 
den  ersten  geometrischen  Unterricht  il  der  starren  Weise  des 
Euklides  ertheilen  zu  wollen,  wfirde  geradezu  Unsinn  sein.  Dass 
jedoch  das  Lehrbuch ,  was  die  SchjHer  m  den  Händen  haben,  ganz  in 
der  Weise  des  Euklides  abgefasst  »ei,  scheint  von  den  meisten 
Lehrern  der  Mathematik  als  das  Zweckmässigste,  namentlich  för 
den  hohem  Unterricht,  anerkannt  va  sein.  Den  durch  das  Lehr- 
buch gebotenen  8toff  nnn  aber  auf  die  erspriesslichste  Weise  zu 
benutzen,  ist  allein  Sache  des  ge^schickten  Lehrers,  und  Vor- 
schriften lassen  nach  unserer  Meinung  in  dieser  Beziehung  sich 
nicht  geben ;  jeder  Lehrer  wird  seine  eigene  Methode  haben ,  diese 
wird  für  ihn  alleroal  die  beste  sein,  und  in  deren  WaM  muss  ihm, 
seine  Geschicklichkeit  als  hinreichend  erkannt  und  ceprüft  voraufr- 
p;esetzt,  völlige  Freiheit  gelassen  werden.  Namentlich  aber  auch 
in  letzterer  Beziehung,  nämlich  die  leichteste  Anschliessung  jeder 
anderen  selbst  gewählten  Methode  zuzulassen,  scheint  uns  die 
euklidische  Darstellungswetse,  namentlich  für  den  höheren  Unter- 
richt, im  Lehrbuche  die  lieste  zu  sein.  Das  vorliegende  Lehr- 
buch, dessen  ferneren  Lieferungen  wir  mit  Verlangen  entgegen 
sehen,  enthalt,  wie  wir  uns  schon  oben  ausgedrückt  habe«,  eine 
treffliche  Anleitung  zu  einem  erfolgreichen  geometrischen  Un- 
terrichte, einem  solchen  nämlich,  durch  welchen  schon  die  ersten 
Anfangsgrunde  zum  wahren  geistigen  Eigenthum  des  Schölers  |^- 
macht  werden;  nur  erst  dann,  wenn  er  im  wahren  freien  Besitz 
derselben  sich  befindet,  wird  er  firoh  und  freudig  avf  der  ferneren, 
freilich  nicht  inin\er  auf  Kosen  gebetteten  Bahn  der  Mathematik 
fortschreiten  können. 

Nun  wir  kommen  nochmals  auf  dasselbe  zurück,  aber  nitr  in- 
sofern ,  als  wir  den  österreichischen  Gymnasien  aus  Ueberzeugung 
GlQck  wünschen ,  wenn  schon  in  der  untersten  Klasse  der  geome- 
trische Unterricht  auf  die  in  diesen  Anfangsgründen  vorgezeich- 
nete Weise  ertheilt  wird;  das  Gedeihen  des  höheren  Unterrichts 
wird  darin  dann  gewiss  eine  sichere  Grundlage  finden. 

Eine  geometrische  Abhandlung  von  Professor 
Pross,  (Einladungschrift  der  König!,  polytechnischen 
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Schule  zu  Stuttgart  zur  Feier  Seioer  Majestät  des 
Königs  Wilbelm  von  Würtemberg  deu  27.  September 
1850.).    Stuttgart.    1850.    8. 

Nach  VorausschickuDg  der  nothigsten  Hulfss&tze  entbält  d\e» 
ses  Programm  eine  recht  gute  und  ziemlich  vollständige  Zusam- 
menstellung der  wichtigsten  Eigenschaften  des  einfachen  und  des 
vollständigen  Vierecks,  nebst  einigen  Anwendungen  dieser  Sätze 
auf  die  praktische  Geometrie.  In  einem  Anhange  giebt  der  Herr 
Verf.  eine  recht  «;ute  praktische  Erläuternns:  der  Anwendang  des 
bekannten  Legendre'scben  Theorems  von  der  Rednction  sphüri- 
scher  Dreiecke  auf  ebene  Dreiecke  in  der  Geodäsie.  Die  Lehrer 
der  Geometrie  werden  in  diesem  Schrifteben  manche  gute  Mate- 
rialien zu  geometrischen  Cebnngen  finden  i  und  mag  ihnen  daher 
dasselbe  bestens  empfohlen  sein. 

Ueber  die  Beret^bnung  des  körperlichen  Inhalts 
unbesefalageDer  Baumstämme.  Ein  Programm,  ausge- 
geben bei  Gelegenheit  der  Jahresprflfung  an  der  Ku- 
nigl.  würtembergischen  land*  und  forstwirthscbaüii- 
chen  Akademie  zu  Uohenheim  den  30.  August  1849. 
Von  Professor  Dr.  Friedr.  Riecke.    Stuttgart 

Dieses  erst  jetzt  zu  unserer  JKenntniss  gelangte  Prograinm 
enthält  eine  recht  gute  Zusammenstellung  der  vorzüglichsten  hin 
jetzt  in  Vorschlag  gebrachten  Methoden  zur  Berechnung  deskur- 
perlichen  Inhalts  unbeschlagener  Baumstämme,  und  ein  Urtheil 
tiber  deren  praktische  Brauchbarkeit  Unter  deh  verscbiedeneo 
Berechnungsmethoden  giebt  der  Herr  Vf.  der  Formel 

den  Vorzug,  wo  r  den  Halbmesser  der  oberii  Grundfläche,  Pden 
Halbmesser  im  dritten  Theile  der  Hübe  vom  dickern  Ende  an  «ge- 
rechnet, h  die  Länge  des  Stammes  bezeichnet  Die  Formel  rührt 
von  Hossfeld  her.  Für  sehr  genaue  Inhaltsbestimmunsen  em- 
pfiehlt er,  wie  sich  von  selbst  versteht,  vorzugsweise  die  soge- 
nannte Sirapson'sche  Formel  (s.  Archiv.  ThI.  XIV.  S.  291.).  Wir 
empfehlen  das  Schriftchen  Lehrern  der  Mathematik  auch  aus  dem 
Gesichtspunkte  einer  guten  Beispielsammluug  zur  Stereometrie. 
sowohl  aer  elementaren,  als  aucn  der  höheren  mit  Anwendung 
der  Integralrechnung. 
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Arithmetik. 


Lehrbuch  der  höheren  Mathematik,  enthaltend  die 
Differential-  und  Integralrechnung,  Variationsrech- 
nung und  analytische  Geometrie.  Nebst  vielen  Bei- 
spielen. \on  Dr.  T.  Franke,  Professor  und  zweitem 
Director  an  d^r  polytechnischen  Schule  zuHannover. 
Mit  3  Figurentafeln.    Hannover.    ]851.    8.     4  Thir. 

Der  Herr  Vf.  hat  in  diesem  Werke  ein  in  mehrfacher  Ruck- 
sicht sehr  vollständiges  Lehrbuch  der  sogenannten  höheren  Ana- 
lysis  und  der  analytischen  Geometrie,  welche  letztere  von  der 
ersteren  zweckmässig  ganz  gesondert  worden  ist,  geliefert ,  indem 
in  demselben  ausser  cTen  gewohnlichen  auch  Lehren  vorgetragen 
worden  sind,  welche  sonst  gewöhnlich  nicht  in  für  den  ersten  Un- 
terricht, namentlich  auf  technischen  Lehranstälteu »  bestimmte. 
Lehrbücher  aufgenommen  zu  werden  pflegen,  wie  z.  B.  in  der 
Integralrechnung  die  Theorie  der  £uler' sehen  Integrale,  der 
Gamma-Functionen,  die  periodischen  Functionen  und  Anderem«, 
wobei  wir  nur  gewOnscht  hätten,  dass  auch  die  Grundelemente 
der  Theorie  deV  elliptischen  Functionen  aufgenommen  worden 
wären,  was  sich  durch  die  sonstige  Reichhaltigkeit  des  Werks 
gewiss  wurde  habeu  rechtfertigen  lassen,  da  die  letzteren  Fun- 
ctionen unzweifelhaft  wenigstens  eben  so  wichtig  lör  die  ganze 
Wissenschaft  sind,  wie  die  zuerst  genannten.  Ausserdem  enthält 
das  Werk  in  der  That  einen  grossen  Reich thum  von  Beispielen, 
die  der  Herr  Vf.  selbst  zu  mehr  als  400  angiebt,  welche  das  iStu- 
dium  des  Werks  für  Anfänger  gewiss  sehr  lehrreich  mächen  wer- 
den. Als  eine  besondere  Eigentbümlichkeit  seines  Werkes  hebt 
der  Herr  Vf.  endlich  noch  hervor,  dass  er  bei  den  Differential- 
Gleichungen  der  Methode  der  Trennung  der  operativen 
Symbole  besondere  Aufmerksamkeit  geschenkt  habe,  welche  von 
Servois  in  denAnnates  de  Mathematiques.  T.  V.  begrün- 
det, von  Murphy,  in  den  Philosophical  Transactions. 
1837.  weiter  entwickelt,  und  von  Gregory  in  den  Examples 
of  the  process  of  the  Differential  and  Integral  üal- 
culus.  Cambridge.  1841  und  1846.  mit  grossem  Nutzen 
angewendet  worden  sei,  indem  er  glaube,  durch  die  Verpflanzung 
dieser  Methode  auf  deutschen  Boden  keine  undankbare  Arbeit 
unternommen  zu  haben,  weil  sie  einer  weiten  Ausdehnung  auf 
analytische  Untersuchungen  fähig  sei,  und  viele  Rechnungen,  wie 
z.  B.  die  Auflösung  der  Differential-Gleichungen,  vereinfache  und 
abkürze. 

Was  die  Begründung  der  höheren  Analysis,  insbesondere  der 
Differentialrechnung,  betrifft,  die  uns  in  diesem  Werke  entgegen 
tritt,  so  wird  man  uns  zugeben,  dass  es  bei  solchen  kurzen  An- 
zeigen, wie  die  ia  unseren  literarischen  Berichten  sein  sollen  und 


Digitized  by 


Google 


854 

nur  sein  können,  sehr  schwer  isf»  sich  in  eine  einigermassen  ge- 
nügende  Discassion  über   dergleichen   Gegenstände    einzulassen. 
Inaess  ist  der  Geeenstaifid  zu  wichtig,    als  dass  wir  über  densel- 
ben   in  Bezu^    aui   das  vorliegende  Werk   hier  nicht  noch  einige 
Worte  beizutiieen  uns  erlauben  sollten.     Den  Differentialnuotien- 
ten  fasst  der  Herr  Vf.'als  Gränze  auf,  und  hätte  dabei  nacn  unse- 
rer Meinung  die  vorhergehenden,   gewisserroassen  diesen  Begriff 
einleiten  sollenden,  Bemerkungep  über  unendlich  kleine.  Verände- 
rungen und  der^l.  ohne  Schaden  ganz  weglassen  können.  Bei  der 
Ableitung  der  Difirerentialc^uotionten  der  einfachen  Functionen  setzt 
der  Herr  Vf.  schon  das  Binoinialtheorem  io  seiner  grossten  Allge- 
meinheit voraus;     obgleich    dies    unseren   Ansichten   über    diese 
Dinge  nicht  ganz  entspricht,  so  enthalten  wir  uns  doch  eines  be- 
stimmtem  Urtbeils  über  die  Strenge  der  gegebenen  Ableitongen, 
weil  uns  die  Zahlen  lehre  des  Herrn  Vfs.,  aufweiche  er  wiegen 
des  Binomialtheorems  verweist,    nicht  vorliegt,  -und  wir    daJier 
fiber  die  dort  erreichte  Strenge  bei  dieser  Grundlage  der  Different  al- 
rechnung  nicht  ortheiien  können.    Was  nun  ferner  die  Darstellau«^ 
des  Taylor*schen   Satzes  betrifft,    welcher  immer  den  Hauptnerv 
der  ganzen   Differentialrechnung  bilden  wird,    so  kommt  der  Herr 
Verf.  bei  dessen  Ableitung  allerdings  auf  den  sogenanntea  Rest, 
und  stellt  die  betreffende  Gleichung  auf  folgende  Art  dar: 


wo  J  einen  ächten  Bruch  bezeichnet.  Der  besonderen  Betrach« 
tung  des  Restes  entschlägt  sich  aber  der  Herr  Vf.  unter  Voraus- 
setzung gewisser  allgemeiner  Bedingungen  ganz,  und  dieselbe 
.kommt  in  der  That  auch  in  dem  ganzen  Werke,  so  viel  wir  ßn- 
den  können,  gar  nicht  weiter  vor,  auch  nicht  bei  dem 
Taylor'scheii  Satze  iür  Functionen  mit  mehreren  VariabeUi.  Fra- 
gen wir  uns  nun,  was  den  Herrn  Vf.  dazu  berechtigt,  die  beson- 
dere Betrachtung  des  Restes  ganz  zu  unterlassen,  naturlich  unter 
Voraussetzung  gewisser  allgemeiner  Bedingungen,  so  wiederho/en 
wir  zuvörderst,  dass,  bei  der  hier  uns  zur  Pflicht  geraaefaten 
Kürze,  eine  vollständige  Verständigung  mit  dem  Herrn  Verf.  uns 
schwer  werden  wird.  Indess  dürften  die  folgenden  Bemerkungen 
ihren  Zweck  vielleicht  nicht  ganz  verfehlen. 

Verstehen  wir  nämlich  den  Herrn  Vf.  recht,  so  ist  sein  Rai- 
soiinement  etwa  Folgendes:   . 

W^enn  ich  nur  durch  irgendwelche  Schlüsse,  natürlich  je  ein- 
facher, desto  besser,  beweisen  kann,  dass  die  Reihe 
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unter  gewissen  Bedingungen,  —  natürlich  desto  besser,  einen  je 
allgemeineren  und  weiteren  Kreis  der  Anwendung  dieselben  ge- 
statten, —  convergirt,  so  brauche  ich  den'sogenanntenRest  gar 
nicht  weiter  zu  betrachten»  und  kann  dann  ohne  Weiteres  mich 
versichert  halten,  dass  f\a:  +  /0  die  Summe  der  vorhergehenden 
convergirenden  Reihe»  dass  also  in  der  gewöhnlichen  Scbretibweise 

ist. 

Dies  ist  aber  nach  unserer  onmaassgeblichen  Meinung  ein  Irr- 
thum,  und  wir  können  den  obigen  Sclilnss  in  keiner  Weise  fär 
gerechtfertigt  halten,  wenn  man  nicht  die  Betrachtung  in  einer 
anderen  Weise  anzustellen  im  Stande  ist  wie  der  Herr  Vf.*).  Bei 
der  von  diesem  gebrauchten  Darstellungsweise  hilft  aber  der  blosse^ 
Nachweis  der  Convergenz  der  Reihe 

F:r     -•  F*x      -  F"x .    —    F^x 

A    Uf  f  I^^Cr»        1     Ö  *        l^i*^  *      ***** 

streng  genommen  gar  nichts.  Denn  auch  angenommen,  dass  die- 
ser Nachweis  mit  aller  Consequenz  nnd  Strenge  gefiibrt  sei,  so 
folgt  daraus  weiter  nichts,  als  dass  die  vorstehende  Reihe»  dem 
Begriffe  der  Convergenz  gemSss»  fiberhaupt  eine  Summe  hat; 
dass  aber  diese  Summe  F(x-i-h)  ist,  folgt  daraus  noch 
keineswegs,  und  dies  nachzuweisen,  ist  eben  die  Hauptsache. 
Dieser  Nachweis  kann  aber  gar  nicht  anders  geführt  werden,  als 
durch  die  sorgfältigste  Betrachtung  des  Restes,  welche  letztere 
daher  auch  nie  unterlassen  werden  kann  und  darf,  immer  die^Von 
dem  Urrrn  Verf.  seinem  Werke  von  vornherein  gegebene  Anlage 
vorausgesetzt.  Nur  wenn  man  beweisen  kann,  dass  fär  in's  Gn- 
endliclie  wachsende  n  der  liest  sich  bis  zu  jedem  Grade  der  Null 
nähert,  ist  man  wirklich  vollständig  versichert»  dass 

1.  die  Reihe 

h  h^  A' ' 

Foi     ~  F'x    —  F"t  P**'x 

'  convei^irt »  d.  h.  eine  Summe  hat ,  und  femer 

2.  dass  diese  Summe  die  Grösse  F(a:*f  A)»  dass  also  in  der 
gewöhnlichen  Schreibweise 


*)   Wir  verweisen  in  der  Kurxe  auf  den  ganss  an  Cauchy  tich  hal- 
tenden Anfiatz  Nr.  XLVIII.  im  ersten  Theile  des  Archivs. 
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ist. 


Bei  Cnteria8sui)g  einer  sor^fslltigen  Betrachtung  des  Restes 
wird  Nr.  2.  immer  unerledigt  bleiben,  wenigstens  bei  der  ganzen 
von  der  gewöhnlichen  «ich  nicht  unterscheidenden  Anlage  dieses 
Werkes. 

So  wie  bei  der  Taylor*schen  Reihe  für  Functionen  mit  einer 
und  mit  mehreren  Variablen,  sind  dann  in  diesem  Werke  natür- 
lich auch  bei  der  Bernoulii*schen  Reihe ,  bei  der  Lagrange'rtchen 
Reihe  (der  Herr  Verf«  hätte  immerhin  auch  die  Burmanni*sche 
Reihe  aufnehmen  kOnnen)  strengere  Restbetrachtungen  gans  unter- 
lassen worden,  was  naturlich  auch  als  Folge  einer  gewissen  Con- 
^Sequenz  nicht  wohl  anders  sein  konnte. 

Beiläufig  bemerken  wir  hierbei  noch,  dass  der  Herr  Vf.  der 
bisher  allgemein  Maclaurin's  Reihe  benannten  Reihe 


Fx^FO  +  jPO+j^F^Q  +  ^^F-0  +  .... 

den  Namen  Stirlings  Reihe  beilegt.  Was  zu  dieser  Abwei- 
chung von  dem  bisher  Gewöhnlichen  berechtigt,  wissen  wir  nicht. 
In  der  in  unserem  Besitz  befmdlichen  seltenen  und  von  uns  sehr 
hoch  gehaltenen  Schritt:  Methodus  Differentialis:  sive 
Trac'tatus  de  Suramatione  et  Interpolatione  serierum 
infinitarum.  Auetore  Jacobo  Stirling.  Londini.  1730  4. 
findet  sich,  so  viel  wir  jetzt  finden  können,  nur  p«  102.  eine  Steile, 
welche  zu  der  obigen  Abweichung  von  der  bisher  allgemein  ge- 
bräuchlichen Benennung  hätte  Veranlassung  geben  können;  zu 
der  an  dieser  Stelle  angeführten  Reihe  fügt  aber  Stirlinic  selbst 
sogleich  hinzu:  „Et  hoc  primus  deprchendit  D.Taylor 
in  Methode  Incrementorum  et  postea  Hermanns  in 
Appendice  ad  Phoronomiam.''  In  der  That  ist  es  auch  nur 
die  eigentliche  Taylor'sche  Reihe,  die  Stirling  hier  im  Auge 
hat;  denn  wenn  er  dieselbe  auch  z.  B.  pag.  103.  auf  folgende 
Art  schreibt: 


so    ist    in  dieser  Gleichung  doch  A  die   einer    gewissien  Ab- 

scisse    entsprechende    Ordinate,    und    A,    A,  A,   Ä,   n. 
s.  w.    sind  deren^  Differentiälquotienten;    z  ist  das  Increroent  der 
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Abscisse  von  J»  und  .BE  ist  die  der  um  das  Incremeot  z  ver- 
ftodertcn  Abscisse  entsprechende  Ordinate,  also  offenbar  in  der 
That  nur  der  Taylor  sehe  Satz.  Daher  Wird  man  wohl  fernerhin 
iiumer  noeh  wie  bisher  ,, Maclau rin*s  Satz*'  sageii  müssen, 
wenn  der  Herr  Verf.  uns  nicht  eines  Besseren  belehrt«  ivas  wir 
sehr  gern  vannehmen  werden ! 

Dass  der  Herr  Vf.  gleich  von  vorn  herein  (S.  41.)  die  iraagi* 
nären  GrOssen  in  die  Differerftialrechnune  einmischt,  und  den 
Begriff  des  Differeiitiak]ootienten  ohne  «Weiteres  auch  auf  diese 
Grössen  anwendet  und  ausdehnt,  stimmt  gleichfalls  nicht  mit,  un- 
seren Ansichten  Qber  diese  Dinge  fiberein.  Fasst  man  den  Diffe- 
rentialquotienten, wie  auch  der  Herr  Vf.  gethan  hat,  -als  Grfinse 
auf,  &o  grebt  es  in  dt«esem  Sinne  für  imaginäre  Grössen  über- 
haupt gar  keine  Differentialquotienten,  da  doch  bei  solcb'^n  Gros- 
sen von  einer  wirklichen  Annäherung  an  eine  Gränze  im  e.  ig  ent- 
liehen Sinne  wohl  schwerlich  die  Rede  sein  kann.  Will  man 
den  Begriff  des  Differeutialquotienten  auf  imaginäre  Grossen  aus- 
dehnen, so  kann  dies  nur  symbolisch  geschehen,  in  der  Weise 
etwa«  wie  Canehy  und   Andere  gethan  haben. 

So  wie  hierin,  huldigt  der  Herr  Vf.  noch  in  vielen  anderen 
Punkten  älteren  Ansichten.  Leider  gestattet  uns  der  Raum  nicht» 
tdies  Weiter  zu  verfolgen ;  daher  wollen  wir  nur  noch  das  Folgende 
bemerken.  Auf  S.  89.  leitet  der  Herr  Vf.  die  wichtigen  und  merk, 
würdigen  Gleichungen 

co»»=(i-  ;;^)  (r-  j^,)  (i  -  äfeä)  •••  ~ 

aas  den  Reiben' 

»>  »»  »^ 


sm«  = 


=*-iX3  +  r:5"^r7+ 


ab,  indem  er  dieselben  wie  endliche  Gleichungen  behandelt,  und 
nach  einem  bekannten  Fpndamentalsatzß  der  Lehre  von  den  Glei- 
chungen in  Factoren  zerlegt.  Diese  'Ableitung  rührt  von  Job. 
Bernoulli  her.  Nun  hat  aber  schon  Job.  Friedr^  Ffaff  in 
seinem  trefflichen  '„Versuch- einer  neuen  Summationsme- 
thode.  Berlin.  1788.  S.  87.  Nr.  7."  das  völlig  üngrüudliche 
und  Verfehlte  jener  Schlussart  auf  die  überzeugendste  Weise  nach- 
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gewiesen,  und  der  Herr  Vf.  in^ichte  wohl  in  einige  Verlegenheit 
geratken ,  wenn  einer  seiner  Schuler  znßilltg  obige  Schrift  von 
'  Pfaff  gekannt  Jiätte.  Jene  von  Pf  äff  erhobenen  sehr  gegrande- 
ten  Zweifel  veranlassten  daher  auch  den  Herausgeber  des  Archivs 
schon  im  Jahre  }S22f  m  einer  sehr  ansfuhrliehen ,  noch  %*ieles 
Andere  gelegentlich  beriicksichtigenden  Abhandhin^  die  obigen 
nierkwfiräigen  Zerlegungen  der  gonioroetrischen  Functionen  in 
Factoretf  auf  einem  ganz  anderen  Wege  zn  begründen«  (mathe- 
matische Abhandlungen  von  Dr.  Job.  Aug.  GruserL 
£r8te  Sammlung.  Aj^otia.,  18i2.  4.  Erste  Abbandlusg.). 
Diese  Abhandlung  ist  damals  ^u  seiner  grossen  Freude  aueh  mit 
mehrfachem  ihm  sehr  schatzbaren  Beifalle  beehi^t  -  worden ,  und 
^hat  Eingang  in  mehrere  andere  Schriften,  z.  B.  in  die  Anhänge 
'zu  der  sehr  guten  Uebersetzung  des  Vollständigen  Lehrciir^ 
der  reinen  Mathematik  von  Fraucoeur,  die  Herr  Kül|»  in 
Darnistadt  herausgegeben  hat^  gefunden.  Dessenungeachtet  wurde 
der  Herausgeber  gegenwärtig  doch  einer  Ableitung  der  obigen 
merkwürdigen  Producten  •  Formeln  durch  die  Gränzenmethode, 
wie  eine  solche  schon  von  L'Hüilier  (Mem.  de  Berlin.  1788.89.) 
versucht^  und  neuerlich  von  Cancby  in  sehr  schtMier  V^eise  ge- 
geben worden  ist,  vor^seiner  eigenen  Darstellung,  die  man  eine 
rein  analytische  (durch  unendliche  Kcihen  etc.  etc.)  nennen  konnte, 
entschieden  den  Vorzug  einräumen,  und  in  seinen  Vorlesungen 
gebraucht  er  auch  in  der  That  jetzt  allein  eine  (in  diese  Cauchy  • 
sehe  Darstelinng  sich  in  den  wesentlichsten  Hauptpunkten  an- 
schliessende Ableitongsmethode.  Dass  aber  solche  ganz  veraltete 
und  verfehlte  Beweise  wie  der  von  tloh.  Bernonlli  immer  wie- 
der zum  Vor:ichein  kommen,  ist  nach  ilen  von  Pfaff  schon  im 
Jahre  1788  gemachten  treffenden  Erinnerungen  wenigstens  auffal- 
lend. Uebrigens  hat  schon  Job.  Bernonlli  selbst  bei  seiner 
Darstellung  sich  Gewit^sensscntpel  gemacht,  die  Kästner  (natur- 
lich in  seiner  Weise)  zu  beseitigen  gesucht  hat.  (Analysis  des 
Unendlichen.  §.337.).         «      «  . 

Der  Herr  Verf.  hat  auch  .die  ersten  Elemente  der  Variations- 
rechnung in  sein  Buch  aufgenommen.  Leider  steht  diese  Wis- 
senschaft, der  allerdings  ein  \AihrhR.'t  grosser  mathematischer  Ge- 
danke zu  Grunde  jiegt ,  rvicksichtlich  ihrer  gehörigen  Begründung 
noch  auf  schwachen  Füssen,  und  sieht  noch  einem  Cauchy  ent- 
gegen, der  ihr  diese  Begründung  in  gleich  vollständiger  Weise, 
wie  der  Differentialrechnung  verschafft.  Der  Mathematiker  muss 
natürlich  auch  diese  Wissenschaft  ihrem  gegenwärtigen  Bestände 
nach  vollständig  kennen.  Ob  aber '  in  emem  vorzugsweise  für 
Praktiker  besthnmten  Buche  dieser  Abschnitt  auf  dem  angeführ- 
ten Grunde  niüht  besser  gan?  weggelassen  worden  wäre-,  ist  uns 
wenigsten^  zweifelhaft.  Vorzugsweise  zwei  P-roblenie  sind  es» 
welche  den  Praktiker  interessircn  können,  die  gewöhnlich  ihre 
Behandlung  In  der  Variationsrechnung  finden:  das  Problem  von 
der  Brachystochrone  und  das  Problem  von  dem  Körper 
des  kleinsten  Widerstandei^.  Das  erste  hat  der  Herr  Vf. 
in  sein  Buch  aufgenommen,  '^das  zweite  nicht,    obgleich  die  Be- 
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recbrigitne  dazu  eewiss  eben  ao  groBS  gewesen  wäre  wie  bet 
jenem,  Fflr  das  Problem  von  der  Braebystochrone  bat  der  Her- 
aüjigeber  des  Archivs  im  7.  Bande  dieser  ZeiUehrift  eine  ele- 
mentare, d.  h.  von  der  Variationsreebnuns  ganz  unahbfingige, 
Auflösung  gegebef) »'  die  sieb  wegen  ihrer  Strenge  ;und  Evidenz 
vorzüglich  fiir  den  Unterricht,  aucli  von  Praktikern,  eignen  durfte, 
und,  wie  er  zu  seiner  Freude  bort,  bei  derartigen  Vorlesungen 
in  der  That  auch  schon  benutzt  wird.  Fiir.das  Problem  von  dem 
Korper  des  kleinsten  Widerstandes  befindet  er  sich  jetzt  glückli- 
cherweise im  Besitz  einer  ebenso  elementaren  Auflösung,  welche 
die  Mathematiker  hoifentlich  in  gleichem  Grade,  interessiren ,  und 
die  er  deshalb  in  eineifi  der  nKchsten  Hefte  dieser  Zeitschrift  mit- 
tbeilen  wird. 

Die  analytische  jGleometrie  enthMt  die  gewühnlichen  Elemente 
und  die  wichtigsten  Anwendungen  der  Ditferential-  und  IntegraN 
rechnung  suf  die  Gebilde  des  Raumes. 

Ungeachtet  der  im  Vorhergehenden  von  uns  ansges]>rachenen 
mehrfachen,  von  denen  des  Herrn  Vfs.  abweichenden  AnsicM^ 
scheiden  wir  doch  von  demselben  mit  aller  dei'  Achtung;  welche 
die  Belehrung  fordert,  die  sein  Bach  namentlich  durch  den  Rcich- 
thum  seiner  Beispiele  vorzögRch  Anfängern  unzweifelhaft  gew!ih- 
ren  wird. 
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Seite  338  Zeile  5  von  oben  lies  Cg>h  statt  (ph 
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I^fferarteclter  JBerlcltt. 


Geschieht»  der  Slathematik. 


L'Alg^bre  d'(Vinar  Alkhayyamf,  publice,  tradoite 
«t  accompagn^e  d'extraits  de  manuscrits  inedits,  par 
F«  Woepcke»  Docteur  agx4f4  ä  rOniversiM  de  Bonn, 
Menibre  de  la  societi^  asiatique  de  Paris.  Pari*. 
1861.    &  ' 

Es  ist  uns  seit  läneerer  Zeit  kein  so  interesaanter  and  wich^  ^ 
tiger  Beitrag  zur  CSescnichte  der  MaCbematik  Torgekoromen ,  als 
die  vorliegende  Uebersetsung  eines  bisher  gewiss  einem  grossen 
Tbeile  der  Mathematiker  fast  ganz  unbekannten,  mindestens  von 
denselben  wobL  nnr  sehr  wenig  beachteten  arabischen  Mathe- 
matikers, deren  Werth  nodi  vielfach  durch  die  von  A^m  Herrn 
-Cebersetzer  beigeßigien  ZuAfifse  erhöht  wird.  Wir  halten  es  da* 
her  für  zi^'eckmfissig,  eine  etwas  aasfährlichere  Anzeige  dieses 
interessanten  WerJces  zu  liefern,  als  spnst  in  diesen  literarischen 
.  Berichten  gewöhnlich  ist 

Im  Jahre  1742  verCffentlicIite  Gernrd  Meerman  zu  Leiden 
sein.  „8pecimen  calculi  fluxionalis '*.  Indem  er  In 
der  Vorrede  die  Verdienste,  welche  die  Araber  sich  um 
die  Algebra  erwarben,  kucs  skizzirt,  citirt  er  ein  arabisches  Ma^ 
noscript  von  Alkbayy4nii,  dessen  Uebersefkung  uns  hier  vor* 
liegt,  welches  Warner  der  Bibliothek  zu  Le.iden -legirt  hatte, 
und  mutimiasset,   dass  sieb  in  .diesem  Manuscripte  die  Auflösung 
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rier  cubidchen  Gleichungeii  linden  kr>nne,  was  jedoch,  wie  der 
lh;rr  Uebersetzer  sagt,  in  der  That  nicht  der  Fall  ist,  obgleich 
man  dieselbe  Meinung  von  Montuela  in  seiner  Mistoire  des 
/Mathe matiques  und-  von  G a r t z  in  seiner  bekannten ,  fiir  die 
Literatur  des  Eukliden  uichtigen  Schrift  über  die  Uebersetzer 
und  Commentatoren  des  EukHdes,  gleichfalls  ausgesproc-heiTfin- 
det ,  we'd  die  Entdeckungen  des  Alkhayyanii,  so  sinorelcfa  die- 
selben auch  an  sich  sind,  nichts  mit  denen  der  italienischen  Al- 
gebraisten  des  I6ten  Jahrhunderts  gemein  haben.  Niemand  dachte 
seitdem  '  wieder  an  die  iScbrift  des  Alkhayy4nii9  bis  L.  Am. 
Sediilot  im  Nouveau  Journal  asiatique.  Mai.  1834.  an- 
zeigte, dass  er  ein  arabisches  Manuscript  der  Königlichen  Biblio- 
thek zu  Paris  entdeckt  habe»  welches  einsehr  interessantes  Frag- 
ment einer  Abhandlung  über  die  Algebra  enthalte.  Später  gab 
Sediilot  eine  ausfuhrlichere  Analyse  dieses  FragroentM, ,  und 
Chasles  erklärte  in  seinem  Apercu  historique  soT  le  deve- 
loppement  des  methodes  en  g#ometrie.  Bruxeljes. 
1837.,  dass  die  Herausgabe  des  erwähnten  Fragments '  für  die 
Geschichte  der  Mathematik  von  wahrem  Interesse  sein  werde. 
EndRch  entdeckte  Herr  Libri  in  der  könifHichen  BibUfl^bek  ein 
vollständiges  Manuscript  des  Werkes,  zu  welchem  jenes  Fragment 
gehörte,  .und  es  wurde  die  Identität  seines  Verfassers  mit  dem 
Verfasser  des  in  der  Bibliothek  zu  Leiden  aufbewahrten  Manu- 
scripts  constatirt.  Die  Meinung  über  die  Wichtigkeit  dieses  Wer- 
kes war  eine  völlig  ungetheilte,  und  Libri  entschloss  sich  zur 
Herausgabe,  die  aber  unterblieben  ist.  Desto  mehr  Dank  vecflient 
nun  Herr  WOpcke,  dass  er  sich,  aater  Benotziin^  der  drei  obi- 

fen  Handschrillen ,  der  Herausgabe  mit  eben  so  viel  Geschick  als 
leis&  unterzogen ,  und  dadurch  der  Literatur  der  Geschichte  der 
Matheaiatik  ein  höchst  werthvolles  Geschenk  gemacht  hat 

Die  Schrift  des  Alkhay  vAnif  föbrt  in  der  Uebeffsetzimg  den 
Titel: 

Memoire  du  sage  excellent  Ghiy&th  Eddfn -Aboül 
Fath  Omar  Ben  Ibrahim  AikhayyAmf  de  Nichaboiir 
(que  Dien  sanctifie  son  ftme  prdeieusef)8ttr  lesdemoB* 
strations  des  problemes  de  TAIgebre. 

Weder  das  Jahr  der  Geburt  noch  das  Jahr  des  Todes  des 
Alkhayyämi  sind  bekannt.  Man' weiss  aber,  dass  er  ia  Geseil- 
schaft zweier  jnhgen' Leute,  des  NizhAm  Almeutq,  Vezir  der 
Sultane  Alp-Arslan  und  Maliq-Chah,  and  H^i^ah  Jbn  Sab- 
habt  GriNider  des  Ordens  det  Assasinen,  erzogen  wurde.  Die 
drei  jungen  Leute  hatten  sich  das  Versprechen  gegeben ,  dass, 
wenn  einer  von  ihnen  zu  Elu-en  und  Wurden  gelangen  sollte,  er 
seiner  beiden  Canieraden  gedenken  wolle.  Nizham  Almoulq, 
der  spätere  Vezir, ^entledigte  sich  seines  Versprechens,  and  cao 
dein  Hn^an  JbnSabbah  die  Stelle  eines  Iladjib  oder  Kaiis« 
Urs.  Er  erwies  sich  jedoch  undankbar  und  ward  vom  Hofe  cnt- 
ferat.  Alkhayyäm^  schlug  alle  ihm  angebotenen  Gnaden-  afld 
Ehrenbezeugungen  aus,  völlig  zofrieden  mit  einer  bescheideaea 
Lage,  die  imn  nur  hlnreichaiide  Zeit  zu  wissejischaftlicbeo  Arbei- 
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ten  Hess.  BfannreigA  jc4ocli,  dsLsm  er  einen  aai^gMeiebiieleii  Platz 
imlet  den  Astronomen  veii  Alaltq-Chab  etnnahin,  und  bei  der 
im  Jahre  1079  durch  diesen  Füreten  eingeführten  Keforni  de«  Ka- 
lenders thätig  war.  Alkhayyümt  war  auch  Verfasser  einer 
Schrift  über  die  Anssiehung  der  Wurzeln  höherer  Grade»  und 
zugleich  Dichter;  seine  Gedichte  trugen  ihni  aber  den  Ruf  eines 
Atheisten  und  Freigeistes  ein.  Ein  anderer  arabischer  Sehrift- 
steller  Alzouzeni  schildert  ihn  in  der  folgenden  interessanten 
Weise: 

9,0 mar  Ailcbayyani,  iniam  du  Khoräy^u,  le  grand  savant 
du  temps»  etait  versd  dans  les'  sciences  des  Grecs.  II  exhortait 
^  cbercher  le  Dieu  unique,  gouverneur  du  monde,  par  la  puriti- 
catiou  des  mouveroeots  corporels,  de  maniere  k  rendre  Täme 
huniaine  exenipte  de'  tonte  impurete.  II  recommandait  aussi  une 
^tude  persev^rante  de  la  iiolitique ,  fondee^  sur  les  bases  de  cette 
science  etat>tie$  par  les  philosophes  grecs.  Les  Soiifis  den  teuips 
post^rieurs  onf  aciieifli  le  sens  anparent  d'une  partie  de  ses  poe- 
sies  etputsles  ont  acconimodi^es  a  leurs  doefrines,  de  sorte  ou*ils 
en  fönt  Tobtet  de  discussions  dans  leurs  asseniblöes  et  dans  leurs 
rdnnions  priv^es.  Mais  le  sens  cachd  de  ses  po^sies  consiste  en 
a;c:tomes  de  la  religion  universelle,  et  en  principes  g^n^raux  em- 
brassant  les  devoirs  pratiques.  Comme  les  hommes  de  son-temps 
blamaicnt  ses  opinions  reKgieuses,  et  mettalent  k  d^onvert  ce 
qu*il  cachait  ^  secret,  it  craignit  poor  sa  vie,  et  mit  nn  frefai 
aiix  ^earts  de  sa  langue  et  de  sa  plante.  Jl  6t  le  pelerinage 
grftce  plutot  ä  nne  rencontre  fortuite  que  par  pi^t<$;  et  son  exte* 
rieur  trabit  ses  pens^es  secretes ,  bien  que  rien  n'en  par6t  dans 
ses  paroles.  Lorsqu'il  fut  arriv^  k  Bagdad ,  les  personnes  qui 
s'(^taient  livri^es  aux  memes  etudes  que  lui  en  fait  de  sciences 
anciennes  accoururent  auprcis  de  lui ;  niais  ii  leur  ferma  la*  porte, 
en  homrae  nni  avait  renonc^  a  ces  dtudes^  et  non  pas  en  hemme 

3ttt  fdt  reste  leur  conft'^re.  Apres  4tre  retourn^  de  son  pelerinage 
ans  son  pays,  il  se  rendait  au  Ken  des  prler^s  le  soir  et  le  matin, 
et  cachait  ses  sectetsT  qui  pourtant  ne  pouvalent  pas  manquer  de 
se  r^v^ler.  II  dtait  sans  pareil  dans  Tastronomie  et  dans  :1a 
Philosophie;  et  sa  capacit^  Eminente  dtins  ces  sciences  aurait 
passsd  en  proverbe,  s'il  avait  re(;d  en  partitge  le  respect  dos  eon- 
venances.  On  a  de  lui  des  po^sies  legeres  dont  le  sens  cache 
perce  a  travers  leurs  expressions  voik^es,  «t  dans  tes(|uelles^  la 
conception  poetique  est  troubide  par  Tinipuretö  de  i  Intention 
cachee.    Poösie: 

,,Camm«  mon  Ame  se  eenlente  d'une  aisance  piodeste  et  faeUe 
k  ebtenW»  que  toutefois  ma  main  et  mon  bras  ne  me  procurent 
-qu*avec  effort» 

,  *  ,yje  suis  ä^  Tabri  de  toutes  les  vicissitudes  de  la  fort^ne»  et, 
dans  nies  malheurs,  ma  main  et  les  projets  que  Je  forme  soat 
mon  refuge.  0 

„Les  sph^res  dans  leurs  mouvements  n^ont  elles  pasurononce 
Tarr^t,  que  toutes  les  dtoiles  heureüses  finisseut  par  decliner  vers 
une  Position  fuoeste? 
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„Pers^T^raace  d^ne,  6'mon  ame,  ^aa  tan  rapoa!  Ta  ea 
faia  aeulament  croaler  le  aoaimet«  en  vaulant  aa  consdider  aaa 
baaea/' 

Dia  hier  im  arabiachen  Gruadtexta  iiad  eiaer  fransfiaiacben 
CeberaeUnng  nii^etheilte  Schrift  dea  AlkbayyAmi  sarMIt  in 
die  folgendeo  ftinf  Theile: 

1.  Einleitung,  enthaltend  eine  Vorrede,   die  ErklSrangea  dar 
^  Gmndbegriffe  der  Algebra,  und  eine  Uebersicht  der  Gieichungeo, 

walche  der  Verfaaaer  zu  diacutiran  baabajehtigt. 

2.  Die  Aufluauiig  der  Gleichungen  der  zwei  eraten  Grada. 

3.  Die  Conatruction  der  Gleicbungeo  dea  dritten  Gradea. 

4.  Die  Diacussion  der  Gleichungen  mit  gebrocheoen  Gliedern^ 
welche  zum  Männer  Potenzen  der  UnK^ekannten  haben. 

'  5.    Bemerkungen  und  Zusätze. 

Ala  eine  Eigenthfiiulichkeit  dieaer  Algebra  wird  ron  dem  Herrn 
Haraoageber  mit  Recht  hervorgehoben ,  daaa  der  Verfaaaer  jeder- 
zeit mit  der  geonietriacben  (conatruction  einer  Gleichung  dia  na* 
meriaehe  oder  arithmefiBche  Auflr>8ung  derselben  verbindet;  und 
wenn  er  auch  bei  den  cubischen  Gleichungen  mit  der  /geometri- 
aehen  Conatruction  sich  zu  begnflgen  genuthigt  iat »  so  bezeichnet 
er  diea  doch  den  künftigen  Algebraiaten  ala  eine  noch  auszufui* 
lende  Lücke. 

Die  Additiona  A^  B,  C,  D,  E  enthalten  sehr  werthvolle 
Zuafttze  zu  der  Uebersetzung  der  Algebra  des  AI'khayyAmi, 
und  aind  erosatentheils  ans  Manuscripten  der  Bibliothek  zu  Lei- 
den und  der  Bibliotheque  nationale  entlehnt 

Diese  .Zusätze  betreffen  hauptsächlich  die  bekannte  Aufgabe, 
auf  welche  Arcbimedes  die  Theilung  einer  Kugel  in  Kwei  8eg* 
niente  nach  einem  gegebenen  Verhältnisse  gründet,  nänilich  die 
Aufgabe: 

ß  T 

D  I :! 1 1  Z 

Wenn  eine  Linie  DZ  gegeben  iat',  und  in  deraelben 
zwdi  Punkte  B^  T,  so  daaa  B  zwischen  B  und  T  liegt: 
in  der  Linie/^Zeinen  Punkt  X  ao  au  baatimman,   daaa 

XZiZT=iBD^iDX^ 

Iat. 

Bezeichnet  man  AZ>,  ZT,  Zu,  DX  durch  a,  £,  c,  a?,   ao. 
glabt  diea  die  Proportion 

c— a::6=a*:«*. 
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.r*  +  ö*6  =:  cor* 

Whrt 

Ferner  betreffen  die  Zus&tie  die  Trisection  de«  Winkele /und 
die  BeechreibuDg  dee  reeelSren  Neunecke  und  SieUeneeks  in  den 
Kreie»  woliei  zu  bemerben  iet,  daee  die  Araber  die  eretere  i|nf 
tine  Gleichung  dee  dritten  Grades  suröckführten,  und  zu  der  Seite 
den  letaleren  niitteUt  dee  DurchachDitts  zweier  Kegelachnitte  ge- 
langten«  Auaeerdem  enthalten  die  Zneätze  aber  auck  noch  Tielee 
andere  sehr  Bemerkeni^wertbe»  wae  wir  der  BeechrftnJctlieit  dee 
Ranmee  wegen  hier  leider  nicht  Allee  namhaft  machen  kOnnen. 

In  Samma  bat  der  Herr  Heraoeseber  und  Uebereetzer  durch 
dieee  Schrift  aue^  den  bandeehriftKcMn  Quellen  den  Beweie  zu 
fahren  gesucht »  dase,  während  bisher  die  Meinung  allgemein  an- 
genoipmen  war,  dass  die  Araber'  sich  begnügt  hätten ,  die  Werke 
def  griechischen  Geometer  als  das  non  plus  ultra  mathematischer 
Forschung  zu  bewundern  und  höchstens  zu  verstehen,  dieselben 
vielmehr  im  Xlten  Jahrhunderte  ungeföhr  den  Standpunkt  einnah- 
men ,  der  In  der  Entwickeiung  der  modernen  europäischen  Mathe- 
matik durch  VIeta  reprSsentirt  wird.  Während  man' oft  genug 
behauptet  hat,  die  Araber  seien  nie  Aber  die  Behandlung  der  Glei- 
*chungen  zweiten  >Grade8  hinaus  gegangen,  ist  in  dieser  Schrift 
versucht  worden ,  von  ihren  Arbeiten  Im  Gebiete  der  Gleichungen 
des  dritten  und  selbst  des  vierten  Grades, /ja  selbst  theil  weise 
noch  höherer  Grade,  eine  mögüclist  umfassende  Darstellung  zu 
geben ,  was  In  der  That  nicht  zu  den  geringsten  Verdiensten  der- 
selben gebort. 

,  Die  Punkte,  welche  einer  mathematischen  Erläuterung  bedurf- 
ten, hat  der  Herr  Heransgeber  nirgends  anl  diesem  Wege  zu 
erläutern  unterlassen,  und  dabei  die  von  der  neuern  Mathematik 
dargebotenen  Erleicliterungen  mit  Recht  niemals  verschmähet 

Seine  in  der  Vorrede  ausMsprocheae  Befiirchtnng,  zu  viel 
elementar-mathematische  Entwiokelüngen  der  Schrift  li^^elfigt  zu 
Imben,  Ut  ungegrilodety.weil  seine  Bemerleungen  hei  Wettern  dem 
grossten  Theile  nach  nicht  ohne  Werth  sind»  nanientlich  für  we- 
nigier  mit  den  Resultaten  mathematischer  Forschung  vertraute 
Leser,  insbesondere  filr  Sprachforscher  und  Literarhistoriker,  für 
ireielie  diese  Schrift  doch  auch  von  Wichtigkeit  und  Interesse  ist 

Ausser  wegen  ihrer  Wichtigkeit  ßir  die  Geschichte  der  Ma- 
thematik, mdssen  wir  aber  onsern  l^sern  diese  Schrift  auch 
^  noch  ans  einem  anderen  Jüresichtspunkte  empfehlen.  Dieselbe  ent- 
IriÜt  nämlich  hauptsächlich  in  den  Zusätzen  und  in  den  häufigen 
Note«  unter  dem  Texte  einen  siemKchen  Reichthura  mathemati- 
scher, namentltch  geometrischer,  Sätze  und  geometrischer  €on- 
strnctionen,  die .  dem  grOssten  Theile  nach  nicnt  g«ade  sehr  be- 
kannt sein   dfirften,   und  oft  niclit  geringes  interesse  -*— ^'-^ — 
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ja  es  vrerden  Lehrer  der  Mathematik  geviis»  viele  dKaeer  Kw^e 
selbst  als  Stoff  zu  Uebungen  iiir  ihre  Schaler  benutzen,  oder 
wenigstens  an  dieselben  der^eiciien  Oebungen-anlLou^fen  können, 
namentlich  was  geometrische  Constrtictionen ,  auch  die  sogenannt 
ten  organischen,  zu  deren ^Ausföhrimg  mittels)  eines  stetigen  Zi^ 
meistens  besondere  Instrumente  erforderlich  ss>ind,  betrifft. 

Die  Sti5bnft  ist  mit  franzotiischer  Eleganz  gedruckt  mid  ttem 
Erbprinzen  von  Anhalt-Dessau  gewidmet,  welcher  dafür,  das«  er 
an  den  Arbeiten  des  Hernr  Verfassers  das  wSrmsfe  Interesse 
nahm  und  dieselben^  dadurch  wesentlich  förderte,  gewiss  den  Dank 
aller  Freunde  der  Geschichte  der  Mathematik,  einem  Felde,  das 
lange  Zeit  hindurch  nur  wenig  behaut  worden  Ist,  in  hohem  Grade 
vertlient.  Möge  deshalb  der  Herr  Verf.  eifrig  fortfahren,  seine 
erfolgreichen  Studien  diesem  gewiss  noch  viele  schone  Frflchte 
tragen  kdnneodea  Felden  juiziiwendeit.  Wir  wüiisoiiett  aehr,  ihm 
recht  bald  wieder  Auf  demselbtn  zu  begegnen« 


Aritbiiietifc. 

Grundzüge  det  algebraischen  Analysis.  Als  Leit- 
faden bei  oifentlichen  Voj-trägen  und  zum  Selbststu- 
dium* Von  l>r.  Jp  Dienger,  Professor  der  Mathematik 
an  der  polytechnischen  Schule  zu  Karlsruhe.   1851.^  K 

In  diesen  GnindziSgen  4er  a^ebraiscfaen  Anatynln  sind  die 
Forschungen  der  neueren  AnalytiKer,  namentlich  die  auf  eine 
bessere  BegHlndung  der  Analysis  bezOglidien,  auf  eine,  sehr  ge- 
schickte Weise  benutzt,  und/ ohne  für  den  heaboichtif^ten  ZwiMk 
des  Buches  das  nothwendige  Maas«  an  überschreiteji,  m  comp«»* 
itfarischer  Kürze  auf  sehr  ansprechende  Weise  zu^inmeagesleil^ 
so  dass  diese  Schrift,  da  auch  eigne  Forschungen  des  Herrn  Vf«. 
In  derselben  keineswegs  felilen,  wenn  man  dieselben  luit  TieleB 
anderen  Schriften,  die,« fast,  wie  es  scheint,  mit  Ajbaichty  oder  -^ 
um  die  Sache  mit  ihrem  wahren  Namen  zu  neimen  —  wegen  Faul- 
heit und  ünkennftniss  ihrer  Verfasser,  denen  es  an  der  nCthigen 
Energie  fehlt,  den  Staub  der  alten  oombinatoriachen  und  Beiheft- 
Analysis,  nebst  der  Methode  der  unbestimmten  Coetfcienten»  u* 
m.  «v.  tt.  s.  w. ,  die  sie  in  hinreichend  bekannten  sogenannten  omb- 
Mnatnrischen  u.  s.  w.  Schulen  erlernt  haben ,  von  den  Fnssen  an 
sehfitteln,  mit 'den  neueren  ForsefaunMn  sich  gehSrig  bekannt  zu 
oMtchen,    und  auf  dae  für  ihre  Schmer  sweclanüssige  Weine  zu 

vbeiten,   vergleieht»  jedealalUi  einen   sehe  augenehfaen  Eio- 


Digiti 


zedby  Google 


um 

dmGk  macht  Gfwkw  muss  man  den  Schfileni  der  |>olytechBi«cfc6ii 
8cbulif  £0  KarUnhe  Glflck  H^finscheft,  wenn  sie  gleich  am  AAfaoge 
ihrer  iiiathemathichen  8t«idi<^  die  Aespi^iiebe»  welche  die  neuere 
sfreni^ere  Analyi»!«  macht,  kennen  lernen  und  nil  denselben  ver« 
tm«t  gemacht  werden.  Denn  daM  diese  neueren  Anaicbt^n  sich 
doch  endlich  allgemein  Bahn  brechen,  und  den  alten  Schlendrian 
gans  hei  Seite  schieben,  werden,  ist  jetct  nicht  mehr  su  bezwei- 
feln ;  mag  auch  die  Methode  der  Darstellung  und  Entwickelung 
noch  roam^erlei  Umgestaltungen  erlahreo,  woran  wir  selbst  gar  nicht 
zweifeln:  immer  werden  doch  die  Grundansichten ,  denen  dieselbe 
ihre  Entstehung  yerdanken^  ihre  volle  Geltung  behalten.  Nor  den- 
jenigen halten  wir  für  eineiig  wahren  Lehrer  der  Mathematik,  der 
wie  der  Herr  Verl'/  der  TotÜegenden  Schrift  seine  Schiller  schon 
jetzt  mit  diesen  neueren  Ansichten  so^viel  als  möglich  bekannt 
macht;  wer  dies  nicht  thut,  Tersündigt  sich  nach  nnserer  Meinung 
an  seinen  Schülern  in  hohem  Grade»  weil  er  sie  in  dem  Irrsarten 
def  alten  Analysis  nar  an  der  Nase  herumführt,  und  ihnen  Dinge 
lehrt,  die  sie  doch  über  ^urz  oder  lang  wieder  Tergessen  missen, 
wie  dies  leider  vielen  an  Jahren  filteren  unter-  den  letzigen  Ma- 
thematikepi  gegangen  ist,'  die  auch  in  jenen  alten  Schulen  auf- 

few]|chsen  sind.  Wir  heissen  daher  diese  Schrift  von  Herzen  wiH- 
ommen,  und  sind  überzeugt,  dass  sie  zur  grosseren  Verbreitnng 
der  neueren  strengeren  Ansichten  filier  die  Lehren  4ler  Analysis 
das  Ihrige  beitragen  wird.  Der  Inhalt' derselben  ist  folgender: 
Erste  Abtheilung.  !.>  Der  binomische  Satz.  H.  Die  imginä* 
ren  Formen.  III.  Bestinnnung  einer  Function-  aus  gegebener  Ei- 
genscbafL  IV.  Bestimmung  aus  gegebenen  Werthen.  Interpolation. 
V.  Von  der  Reihen -Summirung  eniiger  Reihen.  VI.-  Unendliche 
Reihen-  Convergenz  und  Divergenz.  Summirung  der  unendlichen 
Reihe 


V+f  +  T2  + 


VU.  Die  natfirliehe  Exponenzreihe.  Nächste  Folgerungen  daraus. 
VIII.  Die  Binomialreihe.  Folgerungen  daraus.  IX.  Die  Reihe  (Ür 
den  naturlichen  Logarithmus  und  fär  arc(tg=^).  X.  Die  Sinus 
und  Cosinus  der  Vietfilchen  eines  Bogens.  Xi.  Die  ZerllLllung  in 
Partialbriiche.  Xli.  Die  recurrenten  Reihen.  XIII.  Die  Differenz- 
reihen. XIV.  Allgemeine  Betrachtung  der  Functionen ,.  Stetigkeit, 
Gränzi^erthe.  —  Zweite  Abthetlung.  L  <  Uebersichtliche  Be- 
trachtung der  Gleichungen  des  zweiten  Grades.  II.  Auflosung  der 
Gleichungen  des  dritten  Grades.  III.  Auflilsung^  der  Gteichungen 
des  vierten  Grades  (nach  Eu  ler).  IV.  Allgemeine  Betrachtungen  ober 
die  algebraischen  Gleichungen.  Nachweis  der  Existenz  derVreelien 
oder  imaginfiren)  Wurzeln  (nach  Ca  u  eh  y).  ZerfSlIung  der  Wurzel* 
factoren.  ZerHillung  in  reeüe  Factoren  des  ersten  oder  zweiten  Gra^ 
des.  Aufsuchung  mr  ganzen  Wurzeln.  Abgeleitete  Functionen  and 
ihre  Anwendung.  Anfsnchnng  des  grossten  gemeinschaftlichen  Thei« 
lers  zweier  Polynome.  V' .  Der  Stur  mV  che  Satz.  Bestimmang  der 
reellen  Wurzein  einer  Gleichu^ig  ver^iittetst  Kettenbrfichen  (nach 
Lagra  nge).  Bestimmung  der  Gränzen  der  reellen  Wurzeln«  VI.  .Be- 
«timmung  der  reellen  Wurzeln    einer   Gleichung   (nach  Horner). 
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DhfMoii  eines  PblyBome  dnreh  j?«-«.  AiiweDilmie  auf  die  Be- 
0tliiiiQUiig  der  reellen  Wurzehi;  Unterfmdbong  des  Falls,  damek- 
rere  Wurzeln  fast  gleich  sind.  .Die  New  ton  sehe  AnnfthemiM» 
methede.  Wiederholte  Betrachtung  des  obigen  sehwierigen  Falls 
Kurze  Andeutung  der  MOgKcbkeit  der  Bestimmung  imag;iiilrer 
Wurzeln.  Anhang.  L-Die  trigonometrischen  Functionen  Air  ima- 
ginäre Bogen  n.  s.  w.  II.  Allgemeine  Auflftsong  von  si  Gleichwi- 
Km  des  ersten 'Grades  mit  si  Unhekannten  (nach  Grnnvrt).' 
1.  Die  Fourier'sche  Näherungsmethode  zur  Bestimmung  der 
reellen  Wurzeln  einer  (klg<sbraischeu)  Gleichupg. 

Auch  die  Vorrede  enthält  noch  einige  sehr  lesenswertbe  Be- 
trachtungen, namentlich  fiber  die  Folgerunffen,  die  sich  mms  det 
Gleichheit  zweier  Bogen  rucksichtiich  des  Verhalteos  ihrer  gmito- 
metrischen  Functionen  ziehen  lassen ,  Betrachtungen»  die  fm  mst 
grossem  Unrecht  selbst  bei  die  ersten  Elemente  Oberschreiteeden 
Vorträgen  der  Trigonometrie  vernachlässigt  werden»  zum  grilasten 
8chaden  flir  das  weitere  analytische  Studium  der  Schüler. 

Mao  siebt  aus  dieser  Uebersicht  des  Uaunt-tnhaltes  auch  so- 
gleich, einen  wie  grpssen  Reichthum  schöner  Methoden  und  Sätze 
diese  Schrift  auf  dem  geringen  Räume  von  nur  216  Seiten  ent- 
hält; und  wir  eroprehien  dieselbe  daher  nochmals  aus  voUkem- 
menster  Ueberzeugung  unsern  Leseni  zu  sorgfältiger  Beachtung, 
welche  dieselbe  gewiss  in  vorzüglichem  Grade. verdient 


SI  e  eh  a  n  I  k. 


Trait<$  de  Balistique,  par   Is.  Didibn,  Chef  d'e 
dron  d  ArtiMerie.  Paris  1848.  8.    2  Thir.  ?7  Sgr. 


sca- 
Sgr 


bteses  Buch  ist  uns  leider  bis  jeti^t  entgangen;  wir  glauben 
aber  alle  diejenigen,  weiche  sich  fQr  das  Ballsnsche  Problem  in- 
teressiren,  aul' dasselbe  nachträglich  aufmerksam  machen  zu  müs* 
sen,  indem  es  eine  ziemlich  vollständige  Zusammenstellung  .aller 
der  Untersuchungen,  welche  bisher  fiber  das  genannte  wichtige 
Problem  angestellt  worden  sind ,  und  auch  manches  Neue  enthält, 
namentlich  die    bisher  noch  nirgend  bekannt  gemachten  Unterso- 
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cbungeii  Tön  .Frani^afal'  Die  falgeBde  Uebersitbt  des  Inhalts 
winl  dtetiBs  Uvthell  beattitigen. 

Avant- Propo».  Pn^Hminaires,  Definttfon  et  objef.  Historique. 
Section  /  Mottvefiient  des  projectiles  oans  le  vide. 
Sfiction  :II.'  Resistance  de  (afr.  Section  III.  Mouve- 
ment  Ae»  pröjectites  dans  Fair.  Sectioniy.fAonrement 
despTQJectfles  soüs  lespetits  anglesde  ptojection.  §.I. 
Tir'sous  les  peths  angles.  ^.H.  MooTeroent  des  projectiles,  ab- 
straction  faite  de  la  pesanteor.  §.  III.  Hypothese  de  la  räsistance 
de  Fair  9  proportionelle  au  quarrä  de  la  vitesse  da  mobile. 
jSeeiioft  V.  Ateavement  des'projectiles,  ea  supposant 
la  T^sietance  de  l'air  .proportioneile  an  quarr^  de  la 
vitesse  do  moliile.  §.  1,  Proprietes  ff<&n<$rales  des  trajectoires. 

LII.  Methode  des  quadratares  et  m^Uiode  d'Euler.  §.  HL  Me- 
ide des  series  (Lambert,  Borda,  Tempeihof»  Fran^ais,).  §.  IV. 
M^hodes.  d'approximatioB  (Borda,  Bezout,  Lef^endre,  FranQais.). 
S€ftion\L  Tracö  des  trajectoires  et  Solutions  gra- 
pbiqoes  dediversprohl^mesdebalistique.  SeetianVlh 
Lots  de  la  pön^tration.  des  projectiles  dans  les  ml-« 
lieux  räslstants.  Section  VUL  Mesure  de  la  vitesse 
des  projectiles.  Section  IX.  Dövlations  des  proje- 
ctiles« liT^c/ioft  X  Des. differeats  esp^ces  de  tir,  poin- 
tage»  iitesses  et  tables  de  tir. 


Physik. 


Memoire  sur.la  pojarisation  rectiligne  et  la  double 
r^fractien  des  crislaux  a  trois  axes  obliques.    Par  A. 

J.  Angstrum.    (Extrait    des    Acta  Reg.  Soc.  Upsal.).   A 
Upsal.     1849.    40. 

Dieses  Memoh-e  ist  zi^ar  schon  im  Jahre  1849  erschienen; 
wir  glauben  aber  seiner  Wichtigkeit  wegen  eine  Anzeige  dessel- 
ben hier  nachholen  zu  mOssen ,  weil  es  die  Aufmerksamkeit  der 
Freunde  der  Theorie  des  Lichts  jedenfalls  in  hohem  Grade  ver- 
dient, und  überdies  mit  einer  sehr  genauen  Kenntniss  dieser 
Theorie  und  der  analytischen  Methoden ,  deren  Anwendung  die- 
selbe bedarf,  verfasst  ist,  wobei  auch  die  Eleganz  der  ganzen 
Darstellung  und  der  analytischen  Entwickeluneen  insbesondere 
rühmend   hervorgehoben  werden    muss«    Auch   ist  zu  bemerken, 
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dass  danfi^lbe  eigentlich  faat  ganz  (lilr  sidk«  ohne  «orfrükere  Ar- 
beiten zurückgehen  za  müssen,  verstftndiich  iät»  was  deaüselbeo 
ebenfalls  bei  vielen  Lesern  zu  besondeicer  Empfehlung  gereichen 
wird>  webei  zugleich  der  Herr  Meit  auch  mehrere  Punkte  ver- 
schiedener früherer  Theorien  kritisch  beleuchtet  Als  Ifauptzweck 
seiner  Üntersuchui^en,^  worauf  wir  ,uus  der  Beschrijpklbeit  des 
Raumes  wegen  hier  nur  noch  einlassen  kunnena  ^iebt  aber  der 
Herr  Verf.  p.  &  —  p«  6.  folgenden  an  >  i^obei  wir  ledoch  die  JLe* 
ser  uberh^iupt  auf  die  ganze  buchst  lehrreichei  Introduction  p.  L 
T-  p.  6.*  verweisen; 

11  y  a  eneore  une  classe  de  phenenöfoes  eptiques^  laissee 
jus(|n*a  pn&aent  presque  enti^rement  intaetö  par  l'analvse  nuuthe- 
matique,  et  qui  semble  au  premier  coups  d'oeil  s'opposer  4  tonte 
expücatlon  plus  approfondie  sutvant  les  maximes,  supposi^a  par 
la  thäorie  drane  valeur  g^^rale;  i^  cette  classe  appartiemenl  les 
cristaux  nommös  c/tRO?<ürt9ttM*).  Enwfon  ]63c2  M-Pfurr^iib'erg 
avait  d^ia  döeouvert,  en  ra^me  temps  ^ue  Her  sc  bei**),  une 
distribtttion  non'svmätrique  des  anneaux  color^s  autour-des  azes 
optiques  dans  le  Borax;  et,  peu  de  temps  aprös  il  trouva  que  la 
m^me  chose,  quoique  sous  une  antre  forme,  aväit  fieu  pour  le 
gypse^  ou  Sulfate  de  cbaux  dans  un  rotftaoire  d^taiO^  ^r  les 
qnalitäs  optiques  du  chanx  sulfatä  M.  Meumann"^**)  a  denion- 
trö  plus  tard  aue  ces  ph^nom^nes  annoncent  Texistenoe  Aß  diff^- 
rents  axes  d'^tasticitiS  pour  les  differentes  couleurs»  et»  en  Teri- 
fiant  la  d^couverte  de  ftf.  Mitscherlich-}^},  que  les  axes  opti- 
c||nes  du  ^pse  coVncident  ä  68^  Räaum.,  il  trouva  aussi,  que  la 
ligne  qui  tiivise  Tangle  des  axes  optiques,  c'est  ä  dire  le  pins 
grand  et  le  plus  petit  axe  d'i^lasticite ,  en'partant  d'une  tempera- 
ture  de  16,3^  R^aum.  toume  en  meme  temps  3^  50'  sur  Taxe 
moyen  d'ölasticitö. 

Ces  ph^nom^nes  ne  se  laissent  en  aucune  mani^re  reconciller 
avec  la  thöorie  de  Fresnel  pour  la  snrface  d'ölasticitö  dont  les 
trois  axes  rectangulaires  doiveqt  uecessilifement  avoir  une  Situa- 
tion fixe  dans  le  corps.  Aussi,  M.  Neu  man  dit-il,  dans  le  me- 
moire cite:  „Es  ist  um  so  mehr  hervorzuheben,  dass  dem  Phae- 
noroen  eine  neue,  mit  der  Fresnelschen  Theorie  in  keinem  Zu- 
sammenhange stehende,  ja  ihr  widersprechende  Thatsache  zum 
Grunde- liegt.^    MacCullaghff),  ie  sful,   a  ce  que  neue  sa- 


*)  Far  Naaman;  cristiiax  des  deax  sjst^mey  a  prlsoie  obliqqe  de 
Dafr^noy, 

**)    Corretp,  Math,  et  phys.  T.  h  p.  37^ 

***)  Fogg.  Ann.  XXXV.  81.  et  203.  Dana  le  m^me  tralt^  se  ütoutc 
aii8«i  la  notice  de  la  d^coaverte  de  M.  Ndrrcmberg  sur  le  Sulfate  de 
chanx. 

+)    Pegg-  An»'  VUI.  519. 

ff)    Phil.  Magas.  Ser.  lU.  Vol.  XXL  p.  fiM. 
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▼OD8,  qni  ait^  jnsqn'  ä  präsent»  entrepTis  de  traiter  ces  phänome- 
nes  d*une  mani^re  anaiytioae,  s'exprime  aussi  en  ces  termes: 
»yThey  are  inconsistent  witn  all  received  notions,  and  contradict 
every  theory  that  has  been  hitherto  proposed/'  A  quel  point, 
au  Gontraire,  sa  propre  th6one,  admettant  möme  la  justesse  de 
rhypothese  mathäroatique  qui  lul  sert  de  base»  seit  satis- 
faisante»  nous  savens  d'antant  moins  jager,  qull  dous  manque 
tous  les  dätails  lä*dessus«  et  que  ceux  qui  sont  contenus  dansle 
memoire  citä  spnt  ^4»p  Incoifiplets»  pQUf  porter  la-dessus  un 
jugement. 

L*objet  princtpal  donc  de  ee  traite,  e*est  d'essayer  de  faire 
disparattre  cette  contradiction«  apparenti)  p)ttt6t  que  röeiie»  qui  a 
Heu  entre  la  thöorie  de  Fresnel  et  les  pnönomönes  observäs  des 
eristaux  clinoTdriques :  de  muntrer»  comment  cette  demiere  theorie 
est  k  considärer  comme  nne  Solution  späcielle  d'un  probleme  plus 
äteuduy  dont  ia  Solution  nous  fournit  aussi  une  explication  des 
qualitös  optiques  des  eristaux  en  question. 

lUuge  diese  schone  Abhandlung  nochmals  allen  denen»  welche 
för  die  physikalische  Theorie  deslTichts  sich  interessiren,  bestens 
empfohlen  sein! 
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lilterarteclter  SerleAt. 


Oescbichte  und  Uteratnr  der  Mathen 
mattk  und  Pbysik. 

Almanach  der  Kaisetitcheo  Akademie  der  WUsen- 
achaften  (zu  Wien)  fOr  das  Jahr  1851.  Wien.  Atta  der 
k.  k.  Hof-  nnd  Staatsdruckerei. 

Wir  glaabeo»  dass  der  Inhalt  dieses  Almaoachs  flir  die  Le* 
ser  des  Archivs  von  mehrfachem  Interesse  sein  wird.  ZanSchst 
fahren  wir  ihn  indess  hier  hauptsächlich  deshalb  an »  weil  er  sehr 
vollständige  Veraeichnisse  aller  von  mehreren  trefflichen  Mathe* 
matikem,  Astronomen  und  Physikern ,  die  ordentliche  Mitglieder 
der  Kaiserlichen  Akademie  der  Wissenschaften  sind»  herausgege* 
benen  grosseren  Schriften  und  einzelnen  Abhandlungen  und  Auf« 
Sätzen  enthält,  welche  deshalb  grosses  Interesse  haben,  da  man 
sie  anderwärts  nicht  in  dieser  Vollständigkeit  finden  dOrfte.  Wir  . 
weisen  in  dieser  Beziehung  u.  A.  nur  hin  auf  die  Herren 
Andreas  Banmgartner  in  Wien,  Adam  v.  Burg  in  Wien» 
Frana  Carlini  in  Mailand,  Christian  Doppler  in  Wien,  An«- 
dreas  v.  Ettins^shausen  in  Wien,  Marian  Koller  in  Wien« 
Carl  Kreil  In  Prag,  Joseph  Petzval  in  Wien,  Johann  Jo- 
seph Ritter  v.  Prechtl  in  Wien,  Giovanni  Santini  in  Pa« 
dua,  Anton  Schrötter  in  Wien,  Simon  Stampfer  in  Wien. 
Die  künftigen  Jahrgänge  des  Almanachs  werden  in  der  obigen 
Beziehung  noch  vollständieer  sein,  auch  Lebensbeschreibungen 
entlialten,  und  in  dieser  Weise  jedenfalls  einen  sehr  beacbtens•^ 
und  dankenswerthen  Beitrag  zur  Geschichte  und  Literatur  der 
oben  ffenannten  Wissenschaften  liefern,  weshalb  wh*  hier  auf  deren 
für  die  Folge  verborgtes  regelmässiges  Erscheinen  aufmetksam 
machen. 

Band  XVII.  58 
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Anouaire  de  TAcad^mie  Rovale  des  sciences»  des 
lettres  et  des  beanx-arts  de  Belgique.  1851.  Braxel- 
les.    1851.    8. 

In  diesem  Jahrgange  des  Annuaire  der  Kuniglichen  Akademie 
der  Wissenschaften  zu  Brüssel  findet  sich  eine  von  Herrn  Que- 
telet  verfasste  Moticesur  Uenrl-Gbr^tien  Schumacher, 
Associe  de  TAcademie,  \^ eiche  ein  hüchst  anziehendes  Bild 
von  dem  trefflichen  Dahingeschiedenen  liefert,  und  um  so  lebhaf- 
ter und  interessanter  ist,  als  Herr  Qu e telet  dabei  zum  grossen 
Theile  aus  eigner  Anschauung  geschönft  hat.  Viele  Stellen  aus 
Schumachers  Briefen  werden  mitgetneilt,  von  denen  wir  eine, 
die  astronomischen'  Instrumente  und  insbesondere  Trougthon 
betreffende,  unsern  Lesern  nicht  vorenthalten  können.  Herr  Que- 
telet  sagt:  „Les  instroments  ti'inspirent  ces  p-.ssions  qu'aox 
hommes  qui  savent  s'en  servir.  C'est  aussi  pour  ces  hommes  que 
les  plus  grands  roecaaiciens  räservent  tontes  leurs  tendresees. 
Le  plashabile  Ingenieur  d'Angleterie,  le  c^lebre  Troughton,  avait 
pour  Schumacher  une  amitie  toute  particuliere.  Comme  il  h^si- 
tait  k  nous  envoyer  les  grands  instrumenta  que  lui  avait  commao- 
d^s  legouveniementd^cha;'*  und  fahrt  dann  fort:  „Schumacher  me 
proposa  de  lui  ecrire*  „Pour  rooi"  —  disait  il  —  „le  vieux 
Troughton  fait  Timpossible;  tout  ce  que  jed^sire,  est  aussitdtex- 
f4iU.  II  s'obstine  mtoe  k  fa^e»  liiim^^«  les  dervieres  rectifi- 
cations.  Comme  il  parait,  qiie  je  suis  son  enfant  gat<$,  il  sera 
peut*4tre  hon  que  je  lui  ^rive  ponr  vos  Instruments,  et  vous 
pouvez  compter  (j[ue  je  le  ferai  ä  la  premi^re  occassion."  Am 
Schlüsse  dieser  interessanten  Notice  sagt  Herr  Que  telet  über 
Schumacher:  ,«La  complaisance  de  Scibumacher  etait  extrtoe; 
il  suflisait  de  lui  temoigner  un  d^sir,  pour  qu'il  apnliqu&t  toute 
son  actlvit^  et  celle  de  ses  amis  aux  moyens  d*y  satisfaire.  Ceux 
qut  Tont  visltä,  saveivt  qu'il  exer^ait  rhpspitaiite  de  la  mani^e  la 
plus  gravide  et  la  plus  aSectueiise.  Son  commerce  ötait  tres  agre- 
aUe;  avec  une  inetructipii  fort  etendae,  il  causait  d*iine  maniere 
attravante  sur  Iqs  sujets  les  plus  divers:  sciences,  lettres,  arts, 
les  objets  m^oie  futilßs  en  apparence,  rien  ne  paraissait  lui  etre 
^tranger*).  Sa  conversation  ätait  gaie,  spirituelle,  relevee  m^me 
par  UD  leger  graln  de  causticite  (|ui  jamaia  ne  blessait  persoDne, 
mais  qui  tendait  k  mettre  eo  relief  le  cot^  plaisant  des  choses^" 


Wir  empfehlen  diese  sehr  interessante  Notiz  Aber  einem 
avsgezelchnetsten  Astronomen  und  Mathematiker  recht  sehr  der 
Beachtung  der  Leser  des  Archivs ,  und  weisen  bei  dieser  Gele- 
genheit auch,  wie  schon  In  früheren  literarischan  Berichten,  noch- 
mals auf  die  gleichfalls  von  Herrn  Quetelet  verfassten .Notices 
biographiques  über  Pierre  Frangois  Verfaulst  (Annuaire.  1860 


*)  II  STBit  nne  pr^ilectSon  pour  les  arte  du  deMio  et  lai  ai^me 
eo  effel  de«sinait  furt  bleo;  pendant  le  tejour  que  je  II«  che«  lai  en  )8S9 
il.  me  fit  la  propocitioA  de  deeeiner  mon  poriraitponr  Toffrir  4  nia  femme« 
pa  coQ^oit  que  j'acceptai  avec  reconnaisttance  noe  propotition  qtii  tendait 
k  nona  procurer  une  aussf  agr^able  souvenir  de  notre  viaite  k  AUona. 
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p.  97.).  PUrife  GerütMl  Ilam^elin  (Anau«ire:|84&  pw  19^.), 
Alexi«  Bonvard  (Ammatre.  1844.  p«  79.),  A.  Le.vy  (Anoiialpt 
1844.  u.  138.)  als  gleich  intereMaote  Beiträge  aur  tteachickle  uU 
Literatur  der  Mathematik  bin. 


Arltbmetik« 

Entwlckelungamethoden  des  filnomialtheorems. 
Dargestellt  von  Fr.  Xaver  Lehmann,  Lehrer  der  Ma* 
thematik  und  NaturwisHenscbaften  am  Lyceum  au 
Constanz.    Constanz.    1852.    4. 

Die  verschiedenen  Beweise  des  Binomialtheorems,  auch  die 
Entwickelaag  der  Potenz  eines  Biaoniiums  ia  einen  contul^lrllchen 
Bruch,  sind  in  dieser  SchriCt  mit  ziemlicher  Vollständigkeit  zu- 
sammengestellt; auf  die  Bedingungen  der  Couvergenz  und  Divor* 
geiiz  der  Biuoraialreihe  hätte  wohl  noch  etvras  bestimmter  fiück- 
sicht  genommen .  und  dieselben  hätten  hin  und  wieder  wohl  noch 
etwas  schärfer  hervoi^ehoben  werden  sollen.  Sonst  verdient  die 
Schrift  von  denen,  die  in  mugliebster  KQrze  die  verschiedenea 
Beweisarten  des  Binomialtheorems  keimen  lernen  wollen,  wehl 
beachtet  zu  werden. 


Geometrie« 

A.'G.  Alings,  de  superficierum  curvatura.  Supple** 
mentum. 

Dies  ist  der  zweite  Theil  der  in  dem  Literar.  Ber.  Nr.LIII. 
S.  736.  angezeigten,  und  dem  Titel  nach  vollständig  angegebenen 
sehr  fleissigen  und  grGndlicheu  Dissertation  des  Herrn  Doctor 
Alings,  die  wir  von  Neuem  zur  sorgialtigen .  Beachtung  recht 
sehr  empfehlen.  Der  Inhalt  dieser  zweiten  Abtheilung  ist:  Pars  IL 
Caput  ll.  Formulae  curvaturam  spectantes  ad  genera- 
lius  coordinatorum  systema  relatae.  —  Cap.  III.  De 
punctis  quibusdam  sinj^ularibus.  —  Cap.  IV.  De  lineis 
cnrvaturae.  Pars  IIL  Historia,  in  welchem  dritten Tbeile  eine 
sehr  vollständige  Geschichte  und  Literatur  der  Theorie  der  Krüm- 
mung geliefert  wird. 


Ueber  Abwicklung  einfach  krummer  Flächen.  Inau- 
ural*Dissertation  von  Wilhelm  Schell,  Praktikant  am 
ymnasium  zu  Marburg.    Marburg  1851.    4. 

Eine  recht  gute,    sehr  Oeissig  und  keineswegs  ohne  Eigen- 
thfimlichkeit  verfasste  Dissertation»   die  zu  allgemeinerer  Beack- 
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tanf  emfUMaa  m  wetdem  Tetdieiit  Ihr  Inhmk  ist  im  Allgefliei- 
DM  foigender:  1.  Ceber  eiofaeh  kmauMe  Flächen  im  AUgeraei- 
ncn.  IL  Von  der  Ezplicatton  elnbch  krummer  Flächen.  lU.  All* 
eemeine  Eigenschaften  der  auf  abwickelheren  knimmen  Fläckea 
Begendeo  Corven  rOcksichtlich  ihres  Uebergangs  In  die  entspre« 
chenden  ebenen  Cnrven.  IV.  Die  Abwicklang  der  Cylinderilä* 
eben.  V.  Die  Abwicklung  der  Kegelflächen.  Vi.  Die  AbwicUang 
einfach  krummer  Flächen  mit  Rfickgratcurve.  —  Die  Schrift  ist 
ein  guter  Beitrag  sur  höheren  Geemetrie  und  darf  auch  nament- 
lich Anftngern  sor  Uebnng  in  derselben  empfohlen  werden. 


TriflTonometrle. 

Snmmarlum  der  Goniometrie  en  der  rectilijnige  of 
▼takke  Trigonometrie«   eene  handleiding,  bij  net  vol* 

Senjfvan   academische  lessen  oTer  dese  onderwerpen 
er 'm.eet künde.    Tweede  druk.    Leiden.    1850.    8. 

Dieses  Lehrbuch  der  Goniometrie  und  ebenen  Trigonometrie, 
dessen  Verfasser  Herr  Professor  G.  J.  Verdam  In  Leiden  is^ 
enthält  auf  dem  Terhältnlssmässig  sehr  geringen  Räume  von  152 
Seiten  eine  ungemein  vollständige  Darstellung  der  Goniometrie 
und  ebenen  Trigonometrie.  Ja  es  ist  uns  fast  keine  Schrift  von 
so  geringem  Uiotan^e  bekannt,  in  welcher  man  alle  Formeln  der 
Goniometrie,   natärlich  und   ganz-  besonders  auch  in  Betreff  der 

S miometrischen  Reiben  und  der  goniometriscben  Auflösung  der 
leichnngen,  und  der  ebenen  Trigonometrie,  in  solcher  Vollstlui- 
digkeit  und  Uebersichtllchkeit  beisammen  ftnde  wie  hier,  wobei 
auch  selbst  die  Elliptische  und  Hyperbolische  Goniometrie,  S.  66. 
und  S.  58.,  nicht  fehlt  Wir  wOnschen  daher  sehr,  dass  diese 
Schrift  auch  in  Deutschland  alle  Beachtung  finden  möge,  die  sie 
gewiss  bei  ihrer  Vollständigkeit  auf  sehr  massigem  Räume  in  ho- 
Sem  Grade  Tordieot.  Leider  ist  die  holländische  mathematische 
Literatur  bei.  uns  immer  noch  nicht  hinreichend  bekannt,  was  sehr 
zu  bedauern  ist,  da  die  meisten  auf  diesem  Gebiete  In  Hofland 
erscheinenden  Schriften  sich  namentlich  durch  grosse  Grflndlichkeft 
und  Vollständigkeit  auszeichnen,  und  von  manchen  deutschen 
Schriftstellern,  die  oft  mehr  als  billig  nach  möglichster  Leichllg- 
keit  der  Darstellung  streben,  zum  Huster  genommen  zu  werden 
Terdienen.  Besonders  eilt  dies  aber  von  den  Schriften  des  Herrn 
Professor  Verdam,  aie  uns  immer  mit  besonderer  Hochachtung 
vor  ihrem  Verfasser  ernillt  haben,  und  dem  wir  daher  so  oft  als 
möglich  auf  dem  Gebiete  unserer  Wissenschaft  zu  begegnen 
wflnschen. 
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Praktteehe  91  echanlk« 

üeber  die  Rdibuag  an  eyllodrischeii  Zapfeo.  Bln- 
ladvngsschrift  zu  den  Prüfungen  der  Schüler  der  tecli- 
nischen  Lehranstalten  in  Angehnfg  am  Schlüsse  des 
Studienjahres  18^/«,  von  6.  Decher,  Prof.  der  Physik: 
und  Mechanilc  an  der  K5nigl.  polytechnischen  Schale. 
Augsburg.    4. 

Der  Herr  Verfasser  tadelt  im  Eingänge  seiner  Schrift  im  All- 
gemeinen das  bisher  meistens  befolgte  Verfahren  bei  der  Auflo- 
sung der  Aufgaben  der  praktischen  Mechanik^  und  sagt  dann,  dass 
ein  solches  tadelnsirerthes  Verfahren  besonders  bei  allen  Aufga« 
beo  der  Mascbioetilehre,  wo  die  Reib«ng  in  Betracht  gebogen 
itird«  gang  und  gäbe  geviesen  sei»  und  es  deshaJb  auch  gar  nicht 
sn  Torwundem  sei,  wenn  die  meisten  Schriftstellec  in  diesem 
Fache  tu  ganz  Terschiedenen  Ergebnissen  komiien ,  wie  s.  fi.  die 
Herren  Brix  und  Weisbach  über  die  Zapfenretbuirg,.  Nävi  er 
und  Poncelet  über  die  Reibung  an  der  scbarfgän&i^en  Schraube 
11.  s.  w.  Es  dOrfe  deshalb  nicht  überfliissig  sein,  oei^diesed  Un- 
tersuchungen einen  mehr  wissenschaftlichen  Weg  einzuschlagen, 
um  wenigstens  nach  dem  bis  jetzt  als  richtig  angenommenen  ^Ge- 
setze, dass  die  Reibung  unter  sonst  gleichen  CmstSnden  dem 
Drucke  proportional  und  von  der  Geschwindigkeit  unabhängig  sei,' 
für  die  einzelnen  Fälle  richtige  Ergebnisse  abzuleiten.  Die  in  die- 
ser Schrift  mitgetheilte  Betrachtung  über  die  Reibung  an  der  Man- 
telfläche cylindrischer  Zapfen  möge  als  ein  Versuch  dieser  Art 
angesehen  werden«  Auf  8.  14 — 16  sucht  der  Herr  Vf.  die  völlige 
Unrichtigkeit  der  von  den  Herren  Weisbach  und  Brix  jD^egebe- 
neu  Theorien  nachzuweisen. 

Wir  empfehlen  dieses  Programm  den  Liebhabeni  der  praklU 
scAieii  Mechanik  ziur  Beachtung,  aber  auch  snr  «ergfilltigen  Prfl- 
fvng  der  darin  vorgetragenen  Lehren.  Mit  den  über  die  oeband- 
lung  der  Autgaben  dieser  Wissenschaft  aasgesprocheneti  Ansichlett 
dm  Herrn  Vfs.  sind  wir  im  Allgemeinen  einverstanden,  «ndglan^ 
ben  allerflings  auch,  dass  diese  Wissenschaft  einer  völligen  Re* 
form  bedürfe.  Oft  genug  sind  wir  schon  erstaunt  über  jaowbe  von 
dem  Herrn  Vf.  gleichfalb  gerügte  Willkfihrlickkeiten»  die  man  in 
namentlich  bei  Technikern  beliebten  Lehrbüchern  der  (»rbktischen 
Mechanik  findet;  vnd  Schade  ist  es  nur,  dass  letztere  gewtifanlich 
Alles-  als  baare  Münze  annehmen,  was  doch  nur  oft  genug  fal- 
•ehee  Geld  ist  Auch  sieht  man  öfters  Lente,  die  si<£  für  Ma- 
thematiker halten,  mit  dergleichen  Aufgaben  in  einer  Weise  uMr 
gehen,  bei  der  dem  wahren  Mathematiker  das  Hera  we(h  thut. 
Geht  also  der  Herr  Vf  des  vorliegenden  Programms  —  über  de««- 
•en  eigentlichen  Inhalt  wir  ein  Urtheil  hier  absIchtKch  nicht  ans» 
sprechen,  da  wir  uns  dann  aseh  aof  eine  Kritik  anderer  Theorien 
eMassen  mfissten,  wozu  uns  hier  ^r  Ramm  fehlt,  —«  damit  um, 
die  Aufgaben  der  praktiscbcii  MechaoSc  mmt  eitee  genfigeiidere  Weise 
als  bisher  su  behandeln,  %o  ist  dieses  Unternehmen  jedenfaU»  ein 
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sehr  Inbliche«,  aber  auch  kein  leichtes,  und  wir  %'on  unserer  S«ite 
können  ihm  nur  tilflck  dazu  «vfinschen.  Die  Voraussetzungen, 
aufweiche  die  mathematische  Behandlung  baslrt  wird,  immer  in 
möglichster  Einfachheit,  mit  möglichster  Klarheit,  Bestironitbeit 
una  Schürfe  gleich  von  vom  herein  hinzustellen,  wie  auch  der 
Herr  Vf.  im  vorliegenden  Falle  gethan  hat,  scheint  uns  eineMaopt- 
ssKsbe  zu  sein,  namentlich  für  den  Mathematiker,  der  die  danut 
gebau*ten  Theorien  zu  prüfen  unternimmt. 


Astronomie« 

Anleitung  zur  geographischen  Ortubestinioiane 
▼  orzfiglich  mittels  aes  Spiegelsextanten  von  Mag.  J. 
G.  F.  Dohnenberger.  Neu  bearbeitet  von  Ür.  G.  A.JaliJt. 
Mit  fünf  Tafein  Abbildungen.  Guttingen.  1852.  & 
8  Tbir*  5  Sgr. 

Bohnen  berge  r*s  bekanntes  Werk  erschien  unter  dem  obi- 
gen Titel  im  Jahre  J795,  und  viele  Astronomen  haben  dasselbe 
bei  ihrer  ersten  Ausbildung  in  der  praktischen  Astronomie  ab 
Leitfaden  und  Rathgeber  benutzt.  Deshalb  war  es  nicht  zn  vec- 
•wundern,  das«,  obdeich  die  erste  Auflage  völlig  vergriffeo  war, 
doch  immer  noch  Nachfrage  nach  demselben  stattfand.  Daher 
beauftragte  die  Verlagshandlung  Herrn  Doctor  Jahn  in  Leipzig 
mit  der  Bearbeitung  der  neuen  Auflage,  welche  uns  hier  Torliegt. 
In  der  Vorrede  gicbt  Herr  Dr.  Jahn  Rechenschaft  von  dem  bei 
diesem  Geschfilt  eingeschlagenen  Verfahren.  Manches  Veraltete» 
z.  B.  das  was  Bohnen  berger  Ober  den  Quadranten  sagt,  ist 
mit  Recht  ganz  weggelassen  worden;  die  Theorie  des  Spiegel- 
Sextanten  hat  manche  Zusätze  «od  Veriiesserungen  erhalten«  und 
die  Einrichtung  und  der  Gebrauch  nianeher  neuen  Instroiaeaft^ 
z.  B;  der  trefflidien  Pistor'scheti  Patentkreise,  ist  gezeigt  wer» 
den ,  wobei  wir  nur  gewtlnscbt  hätten  •  dass  bei  den  kunstliclMO 
Horizonten  (S.  54.)  auch  der  so  trelflichen  sogenannten  angequiek- 
ten  Quecksilberhorizonte  Erwähnung  gethan  worden  wfire,  da  reo 
dieser  einfachen  und  schonen  Einrichtung  jetzt  so  allgemein  Ge- 
brauch gemacht  wird.  Ausserdem  aber  hat  der  Herr  Heraus- 
geber mehrere  neuere  Methoden,  namentlich  von  Gauss  und 
Bessei,  auch  von  Littrow,  zur  Bestimmung  der  L&ige  und 
Breite,  des  Azimuths,  u.  s.  w.  in  das  Werk  aufgenommen,  nod, 
ohne  sich  auf  theoretische  Eni  Wickelungen  einzulassen,  dieselben 
durch  Beispiele  deutlich  erläutert  Wir  glauben  daher,  dass  das 
Werk  in  s^ner  neuen  Gestalt  eine  recht  gute«  den  neueren  An- 
forderungen entsprechende  Anleitung  zur  geographischen  Orts^ 
bestimmmig  giebt,  empfehlen  dasselbe  daher  allen  denen,  die 
dergleichen  Bestimmungen  vorzunehmen  beabsichtigen,  ange- 
iegentUcbst,  und  sind  dem  Herrn  .Herausgeber  der  neuen  Ausgabe 
Mr  diese  Arbeit  im  Namen  der  Wissenschaft  fedenblis  zu  besse- 
derem  Danke  verpfliditet.  Nur  muobte  der  uoicrzeiebnete  Bsrass- 
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gttber  d«0  Archivs  sich  erlauben,  in^Belreff  einer  von  ihm  ffCher 
veröffeDtlichten  Arbeit  Ober  den  Spiegelsextanten  den  folgenden 
Wunsch  anssusprccben,  der  das  Bohnenberger  sehe  Werk  an  sich 
im  Allgemeinen ,  niebtdie  neue  Ausgabe  desselben  besonders,  betrifft 
In  seinen  „Beiträgen  zur  reinen  und  angewandten 
Mathematik.'*  hat  nämlich  der  unterzeichnete  Herausgeber 
des  Archivs  eine  sehr  ausfilhrltche  analytische  Theorie  des 
Spiegelsextanten  eeliefert,  welche  im  Wesentlichen  in  Ifarep 
Resultaten  mit  der  von  Encke  im  „Astronomischen 
Jahrbuche"  mittelst  der  Formeln  der  sphärischen  Tri- 
gonometrie gegebenen  Theorie  iSbereinstImmt.  In  dieser  Ab- 
haridtung  nun  glaubt  der  Herausgeber  des  Archivs  zugleich 
mit  vHihger  Deutlichkeit  nachgewief>en<  zu  haben,  dass  die  ganze 
von  Bonnenberger  in  dem  obigen  Buche  entwickelte  Theorie 
der  Fehler  eines  Spiegelsextanten  auf  einer  durchaus  fa4schen 
Ansicht  der  Sache  beruhet*),  und  dass  deshalb  auch  sämmtliche  von 
Bohnenberger  zur  Bestimmung  der  Fehler  des  Spiegelsextanten 
gegebene  Formeln  falsch  8ind ,  oder  höchstens  nur  als  Näheruucs- 
lormeln  gelten  können.  Weil  abe^  das  l^etztere  In  der  That  der 
Fall  ist,  so  entsteht  aus  diesem  Fehlgriff  Bohnenberger*s  für 
den  praktischen  Gebrauch  des  Sextanten  kein  wesentlicher  Nach- 
theil, da  ftir  denselben  die  von  demselben  gegebenen  Formeln  als 
hinreichend  genau  betrachtet  werden  kennen,  und  sie  daher 
auch  in  dem  Buche  keineswegs  geradezu  gestrichen  zu  werden 
brauchten.  Von  dem  theorefischen  und  rein  wissenschaftlichen  Stand« 
punkte  aus  ist  aber  der  Herausgeber  des  Archivs  immer  noch 
von  der  gänzlichen  Verfehltheit  der  von  Bohnenberger  ent- 
wickelten Theorie  der  Fehler  des  Spiegelsextanten  vollkommen 
überzeugt,  und  erlaubt  sich  deshalb  die  Leser  des  Archivs  auf 
seine  oben  angefahrte  Ausführliche  analjrtische  Abhandlung  liber 
die  Theorie  des  Spiegelsextanten  zu  verweisen,  und  diese  Arbeit 
denselben  bei  dieser  Gelegenheit  zu  geneigter  Beachtung  zu  em- 
pfehlen, ohne  dass  es  dabei  Im  Geringsten  seine  Absicht  isL 
das  obige  in  vielen  Beziehungen  so  verdienstliche  Werk  des  trell^ 
liehen  von  ihm  hochverehrten  Bohnenberger  in  den  Augen  der 
Leser  herabzusetzen.  Was  er  wünscht,  wäre  nur  eine  gelegent 
liehe  Hinweisung  auf  seine  oben  angefahrte' ausfahrliche  Abhand- 
lung gewesen.  G. 

Katechismus  der  Astronomie.  Belehrungen  aber 
den  gestirnten  Himmel,  die  Erde  und  den  Ralender. 
Von  G.  A.  Jahn.  Blit  einer  Sternkarte  und  43  in  den 
Text  eingedr.  Abbildungen.  Leipzig.  1851.  8.  I2V2  Sgr. 

Eine  deutliche  und  sehr  fassliche  Belehrung  Aber  die  wich- 
tigsten Gegenstände  der  Astronomie  in  Fragen  und  Antworten. 

ST  a  a  1 1  k. 

SjSmann-Sällskapets  i  Gothenborg   Kalender  fGr 

O  0 

Ar   1851    af  J.  J.   Astrand,    Sallskapets   Sekreterare. 
Götbeborg.    185L    8. 

*)  Wna  dera  Herausgeber  des  Archirc  aach  von  einem  sehr  com- 
peteaten  Richter' in  diesen  Dingen,  den  er  hier  aber  jetzt  nicht  nennen 
will  und  darf,  zugestanden  worden  iet. 
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Dieser  Kaiendet  enthält  manche  hitereseante  Notisen»  oidbt 
bloss  in  nautischer  Rücksicht,  sondern  auch  in  allgemein  wissen- 
schaftlicher  mathematischer  Beziehung,  und  verdient  zur  Beach- 
tung empfohlen  zu  werden. 

Nautischer  Almanach  mit  sämmtlichen  Mondsdi- 
stanzen  znmGebrauch  des  Seefahrers..  Ein  Auszug  aus 
The  nautical  Almanac  and  astronomical  Ephemeris. 
Für  das  Jahr  1852.  gerechnet  ffir  den  Greenwicher 
Meridian.    Kopenhagen.    1851.    1  Thir. 

Wir  freucMi  uns  sehr»  dass  dieser  ausgezeichnete  und  von 
ttos  schon  früher  empfohlene  Schiffer- Almanach»  den  wir  aus  eig- 
nem Gebrauch  bei  astronomischen  Beobachtungen  kennen,  und 
welcher  für  die  Jahre  1849,  1850  und  1851  von  dem  leider  zn  früh 
verstorbenen  Professor  G.  F.  Urs  in  herausgegeben  wurde,  keine 
Unterbrechung  erlitten  hat  Der  Jetzige  Herausgeber  ist  der  Pre- 
mierlieutenant und  Lehrer  der  Navigation  beim  See-Cadettencorps, 
Herr  J.  C.  Tuxen  in  Kopenhagen ,  welcher  die  Herausgabe  ua 
Auftrage  4les  Vereins  zur  fielurderung  der  Seefahrt  besorgt  Wir 
wässten  in  der  That  keinen  Almanach ,  welchen  wir  zum  Gebraock 
der  Schiffer  mehr  empfehlen  kvwnten  als  diesen,  da  er  alles  irgend 
Erforderliche  in  grosser  Zweckmässigkeit  enthölt ,  und  uberattdea 
die  Bedürfnisse  des  praktiscbien  Seewesens  vollkommen  kennen* 
den  Herausgeber  verräth.  Möge  die  Herausgabe  nie  unterbrochen 
werden,  was  wohl  auch  nicht  zu  erwarten  steht«  da  der  oben  ge* 
nannte  Verein  sich  an  die  Spitze  der  Herausgabe  gestellt  hat 
Auch  der  Preis  von  1  Tbir.  ist  bei  der  schrmen  Ausstottung  sehr 
massig.  ^ 

Termisclite  üchriften. 

Verhandlungen  der  schweizerischen  natnrfor- 
schenden  Gesellschaft  bei  ihrer  Versammlung  in 
Frauenfeld  den  2.,  3.  und  4.  August  1849.  34ste  Ver- 
sammlung.   Frauenfeld. 

Die  Anzeige  dieser  Verbandlungen  Ist  zufSIIIg  verspätet  wor- 
den. Die  Verhandlungen  von  1848  sind  im  Liter.  Ber.  Nr.  LIV. 
S.  758.,  die  von  1850  im  Liter.  Ber.  Nr.LXIV.  S.  837.  angezeigt 
worden.  Auch  die  Verhandlungen  der  34.  Versammlung  In  Frauen* 
feld  enthalten  manches  Interessante,  z.  B.  einen  namentlich  fifr 
Lehrer  sehr  beachtungswerthen  Vortrag  des  Herrn  Prof.  Schias 
Aber  den  naturvrissenschaftlichen  Unterricht  in  Volksschulen.  S. 
50.;  —  einen  Vortrag  des  Herrn  Kummer  über  den  VogeMng. 
S.  59. ;  —  B I  an ch  e t :  sur  lea  combustions  dans  les  ^tres  organisH^  et 
inorganises.  S.  68. ;  —  Prof*  Heer :  Zur  Geschichte  der  Insekten.  S.  ?&; 
—  Prof.  Schonbein:  Geber  die  chembche  Theorie  der  Volta- 
scheo  Säule.  S.  98.,  und  manches  Andere  in  den  Berichten  tiber 
die  Verhandlungen  der  Kantonalgesellschaften,  was  sich  hier  nicht 
Alles  namhaft  machen  lässt ,  weshalb  wir  nur  noch  auf  einen  ma- 
thematischen Aufsatz  von  Herrn  Prof.  Dr.  Emil  Schi nz  aus  Aaran: 
„Aber  die  grOsste  Spannweite  in  Drähten*'  aufmerltfam 
machen,  und,  wie  die  frQheren,  auch  diese  Verhandlungen  un- 
seren Lesern  zur  Beachtung  recht  sehr  empfehlen. 
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